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1 Les bases

1.1 Théoréme de Cauchy-Lipshitz

Théoréme. Soient ) € R, (d € N) un ouvert; J € R un intervalle ouvert et (tg,yo) € J x Q.

Si f:JxQ — RY une fonction continue et localement lipshitzienne en espace (<= C!) sur J x ,
y = f(tvy) viel
y(to) = yo
intervalle ouvert I C J contenant tg.

alors le probléeme de Cauchy { possede une unique solution maximale définie sur un

1.2 Séparation des variables

On considere I’équation différentielle

On procede alors comme suit:

<= fz(/y) = g(t) on intégre

s [ fz(’;/(ss))ds = ["g(s)ds

And fy(t) % =G(t) ot G(t) est une primitive de g
& Fly) =46(1) ou F est une primitive de %
& y(t)=F1(G({)

2 Equations Linéaires

Théoréme. Dans une équation différentielle linéaire (sans condition initiale), 'ensemble des solutions S est
un espace affine et s’écrit de la maniere S = y, + Sy ol y,, est une solution particuliere et Sp est I’ensemble
des solutions de I’équation homogene.

On notera par convention yp, une solution de l’équation homogéne. Elle sera souvent définie a une constante
pres désignée par une lettre grecque.

2.1 Ordrel

On considere ’équation

Y =a(t)y +b(t)|

En posant que A est une primitive de a, on obtient

yn = e (¢ € C)




Pour trouver une solution particuliere, on utilise la méthode dite de ”la variation des constantes”. C’est a
dire qu’on recherche une solution particuliere de la forme y,, = (b(t)eA(t) oll ¢(t) est maintenant une fonction.
Ainsi, en remplacant dans 1’équation, on obtient la condition :

(p(1)eA D) = a(t)p(t)er® + b(t)
& (l5l(t)€“4(t) + ¢(t)a(t)e A(t) — = a(t)o(t ) +b( ) PN ¢/( ) A(t) — b( )
& ¢ (t) =b(t)e A® = ["b(s)eAe)ds

On peut donc écrire la solution générale :

t t
t) = eA® / b(s)e A ds + pett) = AW / b(s)e A ds

t
Solution : y(t) = eA®) / b(s)e—AO)ds

2.2 Ordres Supérieurs

Le prinicipe de la variation des constantes peut se généraliser aux ordres supérieurs.
On considere, pour 'exemple, ’équation d’ordre 2

y" +a(t)y +b(t)y = c(t) |

Supposons que ’on connaisse une solution particuliere non-triviale y;, de I’équation homogene. A nouveau,
tout multiple ¢y est aussi solution. On cherche donc une solution de la forme y(t) = ¢(¢)yp

En remplacant dans 1’équation, le terme en ¢(t) se simplifie :

(6"yn + 28"y} + dy})) + alt)('yn + du}) + b(E)byn = c(t)  on regroupe les dérivées de ¢
& ypd” + 2y, +a()yn)d’ + (v + a(t)y), + b(t)yn)d = c(t)  le dernier terme du membre de gauche est nul
< ynd” + 2y, + a(t)yn)d’ = c(t) équation d’ordre 1 en ¢’ !

On peut donc trouver ¢', puis primitiver pour trouver ¢ et enfin, on a la solution y(t) = ¢(t)y(¢).
Dans le cas d’ordre n > 2, il faut recommencer cette méthode pour ’équation en ¢’ jusqu’a atteindre ’ordre

1, i.e. il faudra trouver n — 1 solutions homogeéne non-triviales puis trouver n — 1 primitives. Ce n’est pas
facile mais cela nous évite de calculer des racines de polyndmes.

2.3 Coefficients constants

On considere ’équation

Y™ 4+ an 1y Y L ary + agy = b(2)

Par soucis de clarté, on traite le cas n = 3. 1l est trés facile de généraliser a partir de la.

Supposons que 'on connaisse les 3 racines du polynéme caractéristique 2% + as2? + a1z + ag. Nommons les
aq, g, (3.



L’equation différentielle se réécrit

(% —as)(F — a2)(F —a1)y = b(t)
& (g —a3)(g —a2)yr = b(1) yi(t) = (& —on)y
& (5 —az)y2 = b(t) ya(t) == (5 —

On peut maintenant résoudre une a une les équations d’ordre 1 avec la méthode vue plus haut:

(
(
(

—a3)ys =0b(t) = on trouve ys(t)
—az)y1 = ya(t) = on trouve y;(t)
—a1)y =uyi(t) = on trouve y(t)

SRR

2.4 Réduction a ordre 1 et exponentielle de matrice

Si on a une équation du type y™ = f(y,9/,...,y" "V 1) ot f est linéaire en espace ou si on a un systéme
d’équations linéaires, on peut se ramener a une équation d’ordre 1.

!

r x ap as O x by (t)
Exemple. { vz le,:“a%y frbg[((% yl =lo o 1|.{y)l+| 0 |evy =av+B@
R Yy 0 a3 a4 Yy bs(t)
On considere donc ’équation
Y =AY + B(t)|

ol contrairement a la section 1, A est une matrice (indépendante du temps). On a alors directement
Yy = exp(At).® (& e CY)

Pour calculer 'exponentielle de A, le plus simple est de jordaniser celle-ci. Si S = mpg p,(Id) désigne la
matrice dont les colonnes représentent les vecteurs de la base de Jordan, on écrit que J = S™1AS ou J est
sous forme canonique de Jordan.

Propriété. Avec les mémes notations, exp(At) = S.exp(S™1ASt).S™1 = S.exp(Jt).S1
Ainsi, la solution homogene est :

Yy = S.exp(Jt).S7L.® = S.exp(Jt).U (¥ :=S"1.®d € C! = permet de ne pas inverser S)
Pour la solution particuliere :

polynomes
ces exponentielles

polynomes

; , on cherche Yp sous la forme de
exponentielles

e Siles composantes de B(t) sont des {

La solution est alors :

Y(t) = S.exp(Jt).¥ + Yp

e Sinon, on fait la méthode de la variation des constantes Yp = S.exp(Jt).S~1.®(t).
La solution est alors :

Y(t) = Sexp(Jt).5L( + (1))

2.5 Equation d’Euler

On considere ’équation

an(at + B)"y™ + ... +ai(at + B)y +agy =0

In(at + 3) siat+ 68 >0

()rlpose‘T_{ In— (at+8) siat+B<0



3 Equations Non-Linéaires

3.1 Sans terme d’ordre 1

On considere ’équation

y'=f(y)
L’astuce est de faire apparaitre un terme ”Energie cinétique” en multipliant par 3’ :
v’y = fly)y on intégre
& TW)P=Fly)+A ot F est une primitive de f et A € C
& Y =2V2Fy) + )
o4 f’/ du

Naor ¢
3.2 Equation ”homogeéne”
On considere ’équation
y' = f(t,y)| (ot f est telle que f(kt,ky) = f(t,y), Vk,t # 0, Vy € Q)

On pose : u(t) = @, t#£0

3.3 Equation de Bernoulli

On considere ’équaiton

y =al)y +o(t)y"| (k#1)

On pose : u(t) = (y(t))=F

3.4 Equation de Ricatti

On considere ’équation

y' = a(t)y® +b(t)y +c(t) |

Supposons que 1’on connaisse une solution particuliere yy,,
1

On pose : u(t) = ———
Onpose : ult) = i,

3.5 Equation exacte

On considere ’équation

[£(t.y) +alt.y)y =0| (f.g€C(DCR?),D étoilé)

1
Supposons qu’on ait ’égalité % = 99 (4). En posant F(t,y) = / (f(rt,Ty)t + g(7t, Ty)y)dr, Péquation
0

- ot
devient: 9F OFd p
Yy
ot Taga 0T gl by =0

Donc F(t,y) est une intégrale premiere et on peut, en théorie, trouver des solutions grace au théoreme de la
fonction implicite.

Remarque. On peut parfois rendre une équation exacte en la mutipliant par un facteur intégrant M(t,y)
qui permet l’égalité (%) entre les nouvelles fonctions f et g.



