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Note : avant la réforme des programmes mise en place en 2015-2016, le cours PHYS-F201 comptait pour 8
ECTS et comportait deux parties : la premiere sur la thermodynamique comme dans le cours actuel (mais
enseignée en 24h au lieu de 36h), et la seconde sur la physique des milieux continus (hydrodynamique,
élasticité) et les phénomeénes ondulatoires (le tout en 24h). Ces deux parties figuraient a I'examen. Seules les
questions de thermodynamique n’ayant pas été déja traitées dans le syllabus sont reprises dans ce recueil.
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Chapitre 1

Les principes de la thermodynamique

1.1 Refroidissement d’un gaz (aotit 2012)

Un gaz parfait est comprimé de fagon isotherme d’une pression Py a une pression P; > Py, la température
étant T. Le gaz est ensuite détendu adiabatiquement jusqu’a la pression Py. Ces opérations sont effectuées
de maniere réversible.

(a) Représentez ces transformations dans un diagramme pression vs température.
(b) Calculez la température finale T;.

(c) Les deux opérations précédentes sont répétées, la compression isotherme ayant lieu a la température
T;. Calculez la nouvelle température finale T, du gaz.

(d) Montrez qu’en répétant un nombre n — +oo opérations de compression-détente successives, il est
possible de diminuer indéfiniment I'entropie du gaz. Que vous inspire ce résultat?

(a) Ces transformations se présentent sous la forme suivante :

P
P, B
C
P, A
T
TI TO
(b) Lors d’une détente adiabatique, le produit P'~7 T? demeure constant, en notant y I'indice adiabatique
1-1/y
1- 1- ) Py
donc P, T} =P "T. dou T, = TO(PI) :
P\ p\20-177)
. T 0 0
(c) Par un raisonnement similaire, nous trouvons T, = T; | =— =Tyl =
Py Py



(d) Lors d’'une compression isotherme, ’énergie interne du gaz parfait reste constante puisque U = Cy T
ou Cy désigne la capacité calorifique a volume constant. D’apres le premier principe, nous avons donc
dU =TdS —PdV = 0. Or en utilisant I"équation d’état du gaz parfait PV = NkgT, nous avons la re-
lation PdV + VdP = 0 pour une transformation isotherme infinitésimale. La variation d’entropie lors

Bp By Pgp
de la compression isotherme est donc donnée par AS,p = J —dV = —J —dP = —NkBj — =
AT AT R P

P,
—Nkglo —L. La variation d’entropie au cours d’une détente adiabatique est nulle puisque par défi-
&p P q puisque p

0

" ot hb ©5Q : N .
nition aucune chaleur n’est échangée : ASpc = T = 0. Par conséquent, la variation d’entropie
B

. , . , P
au cours d’'une compression-détente est finalement donnée par AS; = —-Nkglog P_l < 0. Au bout de n

opérations de compression-détente successives, la variation d’entropie vaut donc AS,, = nAS;. Dans la

ALYy po\M1=1/7)

limite n — +o0, la température du systéme tend vers zéro, T,, = T} P_O) =Ty (FO — 0, mais
1 1

AS, — —oo en violation du troisieme principe. Ce résultat traduit simplement le fait qu” a suffisam-

ment basse température I'approximation du gaz parfait cesse d’étre valide.



1.2

Entropie de mélange et paradoxe de Gibbs (janvier 2014)

Une enceinte est constituée de deux compartiments de méme volume V et séparés par une paroi amo-
vible. Les parois de I’enceinte sont rigides et parfaitement calorifugées. Les deux compartiments contiennent
initialement deux gaz différents, mais avec un méme nombre N de molécules et a la méme température T.
Les gaz seront supposés parfaits. On retire la paroi séparant les deux compartiments. Au bout d’un certain
temps, le systéme atteint un nouvel état d’équilibre thermodynamique.

(a)
(b)
()

Précisez la nature réversible ou irréversible de la transformation en justifiant votre réponse.
Calculez la température finale du mélange gazeux.

Montrez que la variation d’entropie est donnée par AS = 2Nkglog2, kg étant la constante de Boltz-
mann.

Expliquez pourquoi l'expression précédente n’est pas valable si les gaz sont identiques. Que vaut dans
ce cas AS?

La diffusion des gaz est une transformation spontanée donc irréversible.

Puisque l’enceinte forme un systéme isolé, AU = 0. Or pour un gaz parfait, U = Cy, T donc la tempéra-
ture ne varie pas.

Considérons le gaz contenu dans le premier compartiment. Sa variation d’entropie ne dépend pas du
chemin suivi. Nous pouvons donc la calculer pour une transformation réversible a condition que 1’état
initial et 1’état final soient les mémes que dans la transformation réelle. Remarquons que le nombre
de molécules du gaz reste constant. Donc d’apres 1’équation fondamentale de la thermodynamique,
nous avons dU = TdS — PdV = 0. En utilisant I’équation d’état des gaz parfaits, nous obtenons AS; =

pPav Vav
— = NkBJ Vv = Nkglog?2, ky étant la constante de Boltzmann. De méme pour le gaz dans
1%

le second compartiment, AS, = Nkglog?2. La variation d’entropie totale est donc donnée par AS =
ASI + ASZ = 2NkB log 2.

Siles gaz sont identiques, rien ne se passe : le systeme est déja en équilibre donc AS = 0. Or I'expression
précédente prédit une augmentation d’entropie. L'erreur vient du fait que la notion de mélange des
deux gaz perd son sens si les gaz sont identiques. Nous retrouvons le résultat attendu en considérant
que le volume de chacun des gaz ne change pas.



1.3 Compression adiabatique d’un gaz parfait (aout 2014)

Une enceinte calorifugée de volume V fermée par un piston de section X contient N molécules d’un gaz
supposé parfait. Le gaz est initialement en équilibre a la température ambiante Tj et a la pression atmosphé-
rique Py. Une masse M est alors posée sur le piston provoquant la compression soudaine du gaz. Au bout
d’un certain temps, le piston se stabilise et atteint une nouvelle position d’équilibre.

(a) Précisez la nature réversible ou irréversible de la compression en justifiant votre réponse.

(b) Calculez la pression initiale P et la pression finale Py du gaz en étudiant I'équilibre des forces agissant
sur le piston. Déduisez une relation entre Py et P;.

(c) A l'aide du premier principe de la thermodynamique, exprimez le rapport T¢/T; des températures
finale et initiale du gaz en fonction du rapport x = P;/P; et de la capacité calorifique a volume constant
Cy du gaz.

(d) Calculez la variation d’entropie AS en fonction de x et de Cy,. Montrez que AS =0 pour x =1 et AS >0
pour x > 1. Justifiez ce résultat avec le deuxiéme principe de la thermodynamique.

(a) La compression du gaz est effectuée de maniere brusque donc irréversible.

(b) Initialement, ’équilibre des forces le long d’un axe vertical dirigé vers le haut s’écrit P;X = P;¥ donc
P; = Py. Dans I'état final, nous avons PfY = PyX+ Mg. En combinant ces deux équations, nous obtenons

Pf = Pl + %
(c) Puisque l'enceinte est calorifugée, aucun échange de chaleur avec le milieu extérieur n’est possible
Q = 0. Donc d’apres le premier principe, la variation d’énergie interne est égale au travail AU = W.
Or pour un gaz parfait, U = Cy T. Le travail échangé lors d’une transformation irréversible est donné
par W = =P, ;AV. D’ou Cy(Ty - T;) = —Pr(Vy = V;). En utilisant I'équation d’état du gaz parfait, nous
trouvons
Tf - CV + XNkB

Ti a Cv+NkB '

(d) La variation d’entropie ne dépend pas du chemin suivi. Nous pouvons donc la calculer en considérant
une transformation réversible menant du méme état initial au méme état final :

f CydT +PdV T V T T¢P; 1 P
AS _L T =Cyln i +Nkgln i Cyln i +Nkgln B (Cy+Nkg)In i + Nkgln f‘

En utilisant la relation obtenue a la questions (c), nous trouvons

CV +XNkB

AS = Nkg)l
S (C\/+ B)n Cv+NkB

—Nkglnx.

Cv(x - 1)
CV + XNkB
conséquent, f est une fonction croissante de x. Or f(1) = 0 donc AS > 0 quel que soit x. Le cas x =1
correspond a M = 0 : le systéme reste identique a lui-méme donc I'entropie ne change pas. Lorsque
Q _

.OrQ=0

ext

Soit f(x) = AS. La dérivée de cette fonction est donnée par f’(x) = Nkg > 0 pour x > 1. Par

x > 1, le gaz subit une compression irréversible. D’apres le deuxiéme principe, AS >

puisque l'enceinte est calorifugée donc AS > 0.



1.4

Détente de Joule - Gay-Lussac (janvier 2012)

Un récipient de volume V contenant un gaz a la pression P, et a la température T;, est mis en com-
munication avec un récipient identique mais initialement vide. Les deux récipients ont des parois rigides
parfaitement calorifugées. Au bout d’un certain temps, le gaz occupe les deux récipients et atteint un état
d’équilibre a la pression Py et a la température Ty.

(a)
(b)

Précisez la nature réversible ou irréversible de la transformation en justifiant votre réponse.

Calculez le travail et la chaleur échangés au cours de cette transformation. En déduire la variation
d’énergie interne du gaz.

En supposant que le gaz est parfait, exprimez la température Ty et la pression Pr en fonction de P, T;
et V.

Calculez la variation d’entropie associée a cette transformation.

La transformation est irréversible car le gaz ne peut étre en équilibre thermodynamique avec le vide,
que la transformation soit quasistatique ou non. La transformation inverse ne se produit pas sponta-
nément.

Le travail échangé au cours de la transformation est nul W = — | P dV = 0 puisque Py = 0. Les

récipients étant calorifugés, la chaleur échangée est aussi nulle Q = 0. D’apres le premier principe de
la thermodynamique, I’énergie interne du gaz reste constante AU = Q+ W = 0.

L'énergie interne d’un gaz parfait étant donnée par U = Cy T, nous avons donc T; = T. De ’équation
6 - , NkgTy  NkgT; _ P,
d’état des gaz parfaits PV = NkgT, nous obtenons la relation Pf = = =—.
7 2V, 2

D’aprés I’équation fondamentale de la thermodynamique dU = TdS — PdV, la variation infinitési-

dU P Vr pdv
male d’entropie est donnée par dS = Tt Tdv. Puisque dU = 0, nous trouvons AS = J I =
Vi

2V
v
NkBJ &Y Nkglog2 > 0.
.,V



1.5 Méthodes de Riichardt et Rinkel (janvier 2018)

Le physicien allemand Eduard Riichardt proposa en 1929 une méthode pour
mesurer le rapport ¥ = Cp/Cy des capacités calorifiques a pression et a
volume constants d’un gaz, supposé parfait. Nous rappelons la relation de
Mayer Cp = Cy + Nkg. 4

Le gaz, initialement a la pression atmosphérique Py, est contenu dans un
ballon de volume V;; surmonté d’un tube en verre de section X et de longueur
¢, comme l'illustre la figure ci-contre. Le volume du ballon est trés grand
devant le volume du tube. L'ensemble est disposé a I’air ambiant.

Une bille métallique de masse m, servant de piston étanche, est initialement
placée en haut du tube (x = 0). Lachée sans vitesse initiale, la bille supposée
libre de se mouvoir sans frottement, oscille autour de sa position d’équilibre.
(a) Pourquoi peut-on considérer que le gaz subit une transformation adiabatique réversible?

(b) En notant P la pression du gaz et V son volume, démontrez la loi de Laplace selon laquelle le produit
PV7 reste constant lorsque la bille oscille.
(c) En tenant compte des faibles variations de la pression et du volume du gaz provoquées par les mou-
vements de la bille, montrez que
P-r yXix
R V'

(d) Eneffectuant le bilan des forces s’exercant sur la bille et en utilisant la relation obtenue précédemment,
montrez que le mouvement de la bille est décrit par une équation différentielle de la forme
d?x

2
ﬁ+w0x:g

ou g désigne l'accélération de la pesanteur et w est un coefficient que vous déterminerez.

(e) La position x a tout instant t est supposée de la forme x(t) = Acos(Qt+¢)+B. Déterminez les constantes
A, Q), ¢ et B a partir de ’équation du mouvement et des conditions initiales.

(f) Montrez comment la mesure de la période 7 des oscillations permet d’obtenir y.

(g) Montrez que y peut également étre déduit de la distance de chute 4 de la bille avant qu’elle ne remonte
g quey p g q
(méthode de Rinkel).

(a) Les échanges de chaleur sont trés lents par rapport au mouvement de la bille. L'évolution du gaz peut
donc étre considérée comme adiabatique. Par ailleurs, la pression et le volume du gaz varient trés peu
(en se rappelant que le volume du tube X({ — x) est trés petit par rapport au volume V,, du ballon) de
sorte que le gaz reste a chaque instant tres proche d’un état d’équilibre thermodynamique : I’évolution
du gaz est donc également réversible.

(b) Cette relation a été démontrée au cours (cf. syllabus).
(c) En différentiant le logarithme de la loi de Laplace, nous obtenons

d£+ dl—o
p Vv T

Inialement, la bille est en haut du tube, en x = 0. La pression du gaz est P et son volume V, + ¢X.
Lorsque la bille se trouve a une position x, la pression est P et le volume V = V; + (€ — x)X. Puisque
les variations de pression et de volume sont faibles, les écarts par rapport a la situation initiale sont
donc approximativement donnés par dP ~ P - Py et dV = V —(Vy +{X) = —xX. La relation recherchée
s’obtient en remarquant que Vy + €% =~ V.

10



(d)

(8)

La bille subit son poids, la force (dirigée vers le haut) exercée par la pression du gaz dans le ballon

et la force (dirigée vers le bas) exercée par la pression de ’air ambiant. L'équation fondamentale de la
dynamique s’écrit

P g+ (By-P)3

mﬁ =mg+ (P —P)X.

En utilisant la relation trouvée précédemment, nous obtenons
d’x Pyyx?

—— twyx =g avec Wy =

dt2 mVO ‘

Les dériveés successives de x conduisent a

dx . dx 2
o =-AQsin(Qt + ¢), 15} =—AQ" cos(Qt + ¢)
d’ou
dzx 2. 2 2 2n _
T WX = A(-Q° + wj)cos(Qt + @) + wyB = g.

Puisque cette équation doit étre vraie quel que soit le temps f, nous en déduisons B = % et O = wy.
d 0
. - C e X .
Les autres constantes sont fixées par les conditions initiales x =0 et — =0en t = 0, soit

dt

8 dx :

x=0=Acosp+ =, — =0=-Awgsin(¢p),
a)z dt
0
dougp=0et A= —%. Finalement, nous trouvons
@o
x(t) = %(1 —cos wyt).
@o

. - - I - . 21
La solution précédente décrit un mouvement oscillatoire avec une période donnée par 7 = — =

@o
mVo Co1. . . . ) . N . S . .
21 Poye Autrement dit, 'indice adiabatique y s’obtient a partir de la période 7 par la relation
oY
B 41°mV,
2Py

2
La distance de chute de la bille est donnée par le maximum de la fonction x(t), soit h = —%, d’ou
@Wo

_ 2gmVj
V= Pt

11



Chapitre 2

Les potentiels thermodynamiques

2.1 Entropie d’un ruban de caoutchouc (aotit 2012)

Un ruban de caoutchouc de longueur L, au repos exerce une force de tension donnée par la loi de Hooke
F =k(L-Lg) lorsqu’il est étiré d’une longueur L — L. Le coefficient k dépend généralement de la température
T.

(a) Calculez le travail infinitésimal effectué pour allonger de maniére réversible la longueur du ruban de
LaL+dL.

(b) En admettant que ’énergie interne du ruban ne dépende que de la température, U = CT? , donnez
I'expression de la variation d’entropie lors d’une transformation réversible infinitésimale.

(c) En utilisant la relation de Maxwell, montrez que k = KT ou K est une constante caractéristique du
ruban.

(d) Exprimez l’entropie du ruban en fonction de T et de L.

(a) OW =FdL.

(b) D’apres le premier et le deuxiéme principes, dU = 0Q +0W =TdS+FdL or dU = 2CTdT donc dS =
2CdT - Mﬂ.

(c) L'entropie étant une fonction d’état, sa différentielle est totale. Nous avons ainsi ( agLC) ) - _ ( a[k(La_IW)
L L

soit Ik/T)
oT

efficient k est indépendant de L d’ou finalement k = KT ou K est une constante.

) = 0. La solution de cette équation est de la forme k = K(L)T. Mais par définition le co-

(d) D’apres les résultats obtenus précédemment, la variation d’entropie est donnée par dS =2CdT -K(L-

1
Lg)dL. Uintégration conduita S = 2CT - ~K(L—Lg)*+Sy, ou Sy est une constante. Pour une température

T donnée, l’entropie est donc maximale lorsque le ruban est au repos, et diminue lorsque le ruban est
étiré : I'allongement du ruban tend a aligner les molécules dans une méme direction ce qui a pour effet
d’augmenter 'ordre donc de réduire ’entropie. Le troisiéme principe implique que Sy = 0.

12



2.2 Thermodynamique d’un film de savon (janvier 2015)

Considérons un film mince de surface X et de volume V. Nous rappelons que le travail W associé a un
changement réversible infinitésimal d¥ de la surface du film est donné par 6W = 0d%, o désignant la tension
superficielle du film. Le nombre N de molécules se savon sera supposé constant.

(a) Donnez l'expression de la variation de ’énergie interne du film lors d’une transformation infinitési-
male quelconque, en justifiant votre réponse.

d
(b) En invoquant une relation de Maxwell pour I’énergie libre de Gibbs et en supposant que % <0,
T,x

montrez qu’a température et a pression constantes, le volume du film diminue lorsque sa surface
augmente : c’est le phénomeéne d’adsorption.

Dans la suite, nous négligerons les variations de volume du film, et nous supposerons que lors d’une trans-
formation réversible infinitésimale, la chaleur recue par le film peut s’écrire sous la forme 6Q = CydT + €dX.

(c) Donnez une interprétation physique des coefficients Cy et £.

do

aT |y

(e) Notons X, la surface du film a la température T,. Montrez qu'une variation adiabatique réversible
de la surface du film s’accompagne d’une variation de sa température. Etablissez la relation entre la

température et la surface d’un film dont la tension de surface serait donnée par o(T) = 09— aT (o et
a étant deux constantes) et en supposant que Cy est indépendant de la température.

(d) En invoquant une relation de Maxwell pour I’énergie libre, montrez que £ = -T

(a) Dapres les premier et deuxiéme principes de la thermodynamique, nous avons dU = TdS—-PdV +odX.
(b) L’énergie libre de Gibbs est définie par G=U -TS+ PV, dou dG = -SdT + VdP + od¥. La relation

14 d
de Maxwell pour les dérivées secondes de G par rapport a ¥ et P s’écrit —— = 22| . Nous en
Xlrp IPlry
14
déduisons immédiatement —— <0.
X lrp

(c) Cyx est une capacité calorifique : ce coefficient est associé a des échanges de chaleur accompagnés de
changement de température lorsque la surface du film est maintenue constante. ¢ est une chaleur
latente : ce coefficient est associé a des échanges de chaleur sans changement de température mais
induits par des variations de la surface du film.

(d) L’énergie libre est définie par F = U — TS d’ou dF = -SdT + 0dX. La relation de Maxwell pour les
a—s‘ = a—a Par ailleurs, n n r
5|, = oty ar ailleurs, nous avons pou
une transformation réversible 0Q = TdS = CydT+{d¥. Cette derniere égalité ne fait intervenir que des
variables d’état, elle reste donc valable pour n'importe quelle transformation, qu’elle soit réversible ou

derivées secondes de F par rapport a T et ¥ conduit a —

. La relation recherchée s’en déduit
T

. . , dJS
non. Puisque S est une fonction d’état, nous obtenons ¢ = T ==

)Y

aisément.

(e) Lors d’une transformation adiabatique 0Q = 0 or pour une transformation réversible 6Q = TdS =

dT
CydT +¢dX¥. En utilisant les résultats de la question précédente, nous obtenons ainsi ’équation T =
ady

BroR Apres intégration, nous trouvons
T

T=T, exp[—g): (x —20)].
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2.3

Détente de Joule-Thomson (janvier 2013)

Considérons I’écoulement d’un gaz dans une conduite a travers un bouchon poreux fixe comme l'illustre
la figure ci-dessous. Le gaz est initialement maintenu dans un état d’équilibre thermodynamique a une pres-
sion P, et a une température T; par un piston. En poussant sur le piston de gauche, le gaz est amené de l’autre
coté du bouchon de maniére irréversible. Au bout d’un certain temps, le gaz atteint un nouvel état d’équilibre
thermodynamique a une pression Pr < P; et a une température Ty. Les parois de la conduite sont parfaitement

calorifugées.
bouchon
poreux fixe
P, P,
piston K piston Vf
état initial état final

(a)
(b)
()

(d)

(e)

Calculez le travail échangé au cours de cette transformation.
Montrez que ’enthalpie est conservée.

Montrez que la variation d’enthalpie au cours d’une transformation infinitésimale quelconque est don-
née par dH = CpdT +(k+V)dP ou Cp désigne la capacité calorifique a pression constante et k la chaleur
latente de compression.

En vous servant d’une relation de Maxwell pour I’énergie de Gibbs, montrez que

PA%
"—‘T(a—T)p'

Montrez que la détente de Joule-Thompson s’accompagne d’un refroidissement du gazsi aT; > 1 et un
échauffement dans le cas contraire ou
bl (av)
v\aT),

est le coefficient de dilatation thermique du gaz. Calculez ce coefficient pour un gaz parfait. Que
pouvez-vous en conclure?

De maniére générale, le travail est donné par W = —fPexth ou D est la pression du milieu exté-

rieur. Décomposons la détente de Joule-Thompson en deux transformations monobares : une transfor-
mation a la pression P; au cours de laquelle le volume du gaz varie de V = V; a V =0, suivie d'une
autre transformation a la pression Py au cours de laquelle le volume du gaz variede V. =0a V = Vj.
Le travail total est donc donné par W = -P(0 - V;) = Ps(Vy —0) = B V; — Py Vy.

Puisque les parois sont calorifugées aucune chaleur n’est échangée. Par conséquent, la variation d’éner-
gie interne est égale au travail AU = Uy — U; = W. Or l'enthalpie est définie par H = U + PV d’ou
AH =Hy-H; =AU +A(PV)=0.

Puisque l’enthalpie est une fonction d’état, nous pouvons calculer sa variation le long de n'importe
quel chemin thermodynamique. Considérons en particulier un chemin réversible. La chaleur et le
travail échangés sont donnés par 6Q = CpdT + kdP et SW = —PdV. D’apres le premier principe, nous
avons dU = 0Q+ 0W = CpdT + kdP — PAdV. La variation d’enthalpie est donc donnée par dH =dU +
PdV +VdP =CpdT + (k+ V)dP.

14



5Q

(d) Par définition, k = (dP

d
) = T(%) . Or la relation de Maxwell pour I’énergie de Gibbs conduit a
T T

dS A% s . .
(a—P)T =- (Q_T)P d’ou I'expression recherchée.

\%

(e) Lors d’une détente de Joule-Thompson infinitésimale dH = 0d’oudT = C—(aT—l)dP. Puisque dP <0,
P

le gaz se refroidit (dT < 0) si aT; > 1, et se réchauffe dans le cas contraire. Pour un gaz parfait, nous

obtenons @ = 1/T donc dT = 0. Par conséquent, la température d’un gaz parfait demeure constante au
cours d’une détente de Joule-Thompson. Remarquons que le travail échangé est nul dans ce cas.

15



2.4 Expérience de Clément-Desormes (janvier 2014)

L’expérience réalisée par Nicolas Clément et Charles Desormes en 1819 permit la premiére mesure du
rapport y = Cp/Cy des capacités calorifiques de l’air a pression constante et a volume constant respecti-
vement. Un récipient de volume V et muni d’une vanne est rempli d’air. La pression de l'air a l'intérieur
du récipient peut étre ajustée a 'aide d’'une pompe. L'air sera assimilé a un gaz parfait. La pression de l'air
contenu dans le récipient est initialement ajustée a une valeur P4 légérement inférieure a la pression am-
biante P,,;. On ouvre la vanne pendant un bref moment et on la referme deés que 1’équilibre mécanique est
atteint : 'air dans le récipient subit une compression et s’échauffe jusqu’a une température Ty légerement
supérieure a la température ambiante T,,;. L’air dans le récipient se refroidit ensuite lentement et sa pression
diminue. A I’équilibre thermique, la pression vaut P¢.

(a) Expliquez pourquoi les différentes transformations entre les états A, B et C peuvent étre supposées
réversibles.

(b) La compression de l’air dans le récipient est approximativement adiabatique. Justifiez.

(c) Représentez les différentes transformations dans un diagramme de Clapeyron pression-volume.
1-1/

Pext 4

Py '

(e) Exprimez la pression finale P¢ en fonction de P.y, T et T,y.

(d) Montrez que T = Text(

(f) Montrez que le rapport y peut étre completement déterminé par la mesure des pressions Py, Pc et Poy,.
Donnez l'expression de y.

(a) Initialement, la pression de l'air dans le récipient n’est pas tres différente de la pression ambiante. Par
conséquent, l'air a I'intérieur du récipient est dans un état d’équilibre thermodynamique tres proche
de I’état d’équilibre du milieu extérieur. Il est raisonnable de supposer que cela reste vrai tout au long
des différentes transformations.

(b) La compression de 'air étant trés bréve, I’échange de chaleur est négligeable.

(c) Nous considérons le systeme thermodynamique fermé (nombre constant de particules) constitué des
molécules d’air contenues dans le récipient plus celles de ’air ambiant aspirées a l'intérieur. Le volume
de ce systéme est initialement V, > V. L’aspiration des molécules d’air conduit a une diminution du
volume jusqu’a Vp = V. Une fois la vanne fermée, le refroidissement de l'air s’effectue a volume V
constant (transformation isochore). Le diagramme de Clapeyron est donc de la forme :

p
A

A

» V
(d) En utilisantlaloi de Laplace PV?” = Cte et I'équation d’état des gaz parfaits PV = Nkg T, nous trouvons

1/y-1
Tg =Ty (PA) . Or Ty = Ty car lair dans le récipient est initialement en équilibre thermique avec

l’air ambiant, et Pg = Py du fait de I’équilibre mécanique. Nous obtenons ainsi la relation recherchée.
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(e) Au cours de la transformation de 1’état B a I’état C, le nombre de molécules d’air dans le récipient ne

T T T
change pas donc -2 = -C. Or Te = Ty, & Iéquilibre thermique d’oit P = Pay -2 ).
P;  Po -
1/y
(f) En combinant les résultats obtenus aux questions (d) et (e), nous obtenons P = PA( ;,(t) ou de
A
log(P.y/P
maniére équivalente y = M
log(Pc/Py)
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2.5 Thermodynamique d’une bulle de savon (aout 2015)

Considérons une bulle de savon sphérique de rayon R en équilibre thermodynamique avec l’air atmo-
sphérique a la température T, et a la pression P, constantes. Nous noterons avec un indice i les variables
d’état de l'air contenu dans la bulle, et par un indice m les variables d’état de la membrane savonneuse dont
nous négligerons I’épaisseur. L'énergie libre de Gibbs du systeme constitué de la membrane et de l'air qu’elle
renferme est donnée par

G=U;+ U, - T, (S; +S,)+ P, V,

ou V est le volume de la bulle.

Nous rappelons que le travail 6W associé a un changement réversible infinitésimal d¥ de la surface de la
membrane est donné par oW = 0dX, o désignant la tension superficielle de la membrane.

(a) Exprimez la variation de G lors d’une transformation infinitésimale.

(b) Rappelezla condition d’équilibre thermodynamique d’un systeme maintenu a température et pression
constantes. Déduisez les relations d’équilibre suivantes :

2
T,=T,=T,, Pizpﬁ%.

Cette derniére équation porte le nom de loi de Laplace.

Dans la suite, nous supposerons que la bulle de savon est en équilibre interne de sorte que son état thermo-
dynamique peut étre caractérisé par deux variables, par exemple la température T = T; = T,,;, et son rayon R.
Lors d’une transformation réversible infinitésimale, la chaleur recue par la bulle peut donc s’écrire sous la
forme 6Q = CrdT +{dR.

(c) Donnez une interprétation physique des coefficients Cy et £.
(d) En invoquant une relation de Maxwell pour 1’énergie libre, montrez que

9o
T

T 5T 8mR

R R

(e) Initialement le rayon de la bulle est R et sa température Ty. En assimilant l’air dans la bulle a un gaz

parfait et en négligeant la dépendance en température de o et de Cg, montrez qu'une compression
réversible adiabatique de la bulle conduit a nouvelle température donnée par

’

R 3Nkp/Cr
e

ol R est le nouveau rayon de la bulle.

(a) Dapres les premiers et deuxiémes principes de la thermodynamique, nous avons dU; = T;dS;—P,dV et
du,, =T,dS,,+ cdX. De plus, la surface et le volume d’une bulle sphérique ne sont pas indépendants

. , 4 .
mais sont données par ¥ = 47R?, V = gnRS. Finalement, nous trouvons :

dG = (T, - T,)dS; + (T,, — T,)dS,, + (P, — P.)4wR*dR + 6 8tRAR.

Cette équation montre que G est une fonction des variables (internes) S;, S, et R.

(b) A température et pression constantes, I’énergie libre de Gibbs est minimale. D’ou les conditions sui-
vantes :

%G 96

G B 3 JdG
851 Sm,R ! asm

=0, X2 =0.
S,‘,R aR

Smrsi
Les relations recherchées s’en déduisent aisément.
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(d) L’énergie libre de la bulle est définie par F = U; + U,, — T(S; + S,,,). Sa variation s’écrit
dF =-SdT + (8wRo — 4mR*P;)dR.
La relation de Maxwell pour les derivées secondes de F par rapport a T et R conduit a

98
dR

0
= 871R—G

JP;
— A R* =L
. aTl, "

R

avec S = §; + S, est 'entropie totale de la bulle. Par ailleurs, nous avons pour une transformation
réversible 6Q = TdS = CrdT + ¢dR. Cette derniere égalité ne fait intervenir que des variables d’état,
elle reste donc valable pour n'importe quelle transformation, qu’elle soit réversible ou non. Puisque S

. La relation recherchée s’en déduit aisément.
T

est une fonction d’état, nous obtenons £ = T —

dR
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2.6 Thermodynamique d’un écoulement de fluide (janvier 2016)

Considérons I’écoulement continu et stationnaire d’un fluide a I'intérieur d’une conduite horizontale ri-
gide. Nous nous intéresserons a un élément de fluide possédant un nombre fixe de molécules comme l'illustre
la figure ci-dessous. Les molécules occupent initialement un volume V; et se trouvent dans un état d’équilibre
thermodynamique a une pression P; et a une température T; avec le reste du fluide. A un instant ultérieur, les
molécules se sont déplacées et occupent désormais un volume V. La pression est alors Py et la température
T¢. Nous décomposerons I’écoulement en deux transformations monobares successives : la premiere au cours
de laquelle le volume varie de V = V; a V = 0, la seconde au cours de laquelle le volume varie de V =0 a
V=V

ol P

état initial état final

(a) Rappelez la définition de 'enthalpie H.
(b) Calculez le travail des forces de pression échangé avec le reste du fluide.

(c) Montrez que la variation AH d’enthalpie s’exprime sous la forme AH = Hy — H; = Q + Wey, ou Q
représente la chaleur échangée et W,y le travail fourni au fluide par les forces autres que les forces de
pression.

(a) L'enthalpie est définie par H =U +PV.

(b) De maniere générale, le travail des forces de pression est donné par W = — | B, dV ou Dy est la

pression du milieu extérieur. En considérant deux transformations monobares a pression P; et Py, le
travail est donc donné par W = —P(0 - V;) - Pr(Vy - 0) = B;V; = Pf Vy = —A(PV).

(c) D’apres le premier principe, la variation d’énergie interne est égale a AU = Uy —U; = Q + W + Wy
Donc AH = Hf —H; = AU + A(PV) = Q + Wey.
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2.7 Pression osmotique et montée de la seve dans les arbres (janvier
2017)

La montée de la séve dans les arbres s’explique en partie par le phénoméne d’osmose : la différence de
concentration en sels minéraux et en sucres de la séve par rapport a ’eau contenue dans le sol engendre une
pression qui s’'oppose a la pression gravitationnelle. Cette pression osmotique peut-étre mise en évidence par
l’'expérience suivante.

[

Un récipient contenant du sucre est plongé dans un bain d’eau
distillée. Le fond du récipient est constitué d’'une paroi semi-
imperméable permettant le passage des molécules d’eau. A
I’équilibre, la solution sucrée contenue dans le récipient s’est éle-
vée d’une hauteur h au-dessus du niveau de l’eau dans le bain
comme l'illustre la figure ci-contre. L'eau et la solution sont sup-
posées a la méme température T. eau P

solution

Dans un premier temps, nous nous intéresserons au cas général d’'un mélange arbitraire de N gaz parfaits.

(a) Combien de variables intensives indépendantes sont-elles nécessaires pour décrire le mélange?

(b) En utilisant une relation de Maxwell pour I’énergie libre de Gibbs, montrez de maniéere générale que

oy; kgT
le potentiel chimique d’une substance i de fraction x; = N;/N vérifie la relation (8_};) = BT'
T,X,'
(c) Etablissez a partir de la relation précédente la relation y;(T,P,x;) = y?(T,P) + kgTInx;, ou y?(T,P)
désigne le potentiel chimique de la substance pure.

Dans la suite, nous supposerons que la solution d’eau et de sucre est idéale de sorte que les potentiels
chimiques seront donnés par les mémes expressions que pour les gaz parfaits.

(d) Précisez la condition d’équilibre chimique de I’eau entre le bain et le récipient.

(e) En considérant que 0P < P et xg,re < 1, montrez que la différence de pression entre la solution et
le bain est approximativement donnée par la loi de van’t Hoff 0P = cgycrekpT, OU Csycre = Nsucre/V
représente la concentration de sucre dans la solution.

(f) Calculez la hauteur h de la solution.

(a) Le nombre de variables intensives indépendantes est donné par la regle de Gibbs : Ny + 2 — Ny, ou
Ny est le nombre de phases. Ici, nous avons N especes chimiques dans une seule phase N, = 1.
Par conséquent, N; + 1 variables intensives sont nécessaires pour décrire 1’équilibre du systeme, par
exemple la température T, la pression P, et Ny —1 fractions x; = N;/N (ces fractions ne sont pas toutes
indépendantes puisque in =1).

i=1
(b) Par définition, la differentielle de I’énergie de Gibbs est donnée par

N
dG=Y udN;-SdT +VdP
i=1

Ecrivons la relation de Maxwell pour les variables N; et P :

(o), =5 ). ., = ()
OPIN; |1 \OP )y ~\ONipp
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(d)

(e)

N,
Or d’apres ’équation d’état des gaz parfaits, nous avons PV = ZN,-kBT soit
i=1
N

Ve ;Ni;()BT'

Finalement, nous obtenons

o\ _ksT
oP ). ~— P

La relation précédente peut s’écrire sous la forme d’une équation différentielle
dp; =kgT —.
Hi BL
Par intégration, nous obtenons
P
_ .0
i =Y +kBT1nﬁ,

ou P? désigne la pression pour laquelle le potentiel chimique vaut /,t?. D’aprés 1’équation d’état des
gaz parfaits, nous avons P = x;P? d’ou la relation recherchée.
A I'équilibre, le potentiel chimique de l’eau est le méme dans la solution et dans le bain :

,ueau(TlP + 6Pfxeau) = ”lgau(T'P)'
D’apres la relation obtenue a la question (b), nous avons

Meau(T, P+ 0P, Xeay) = Vgau(T'P+6P)+kBTlnxeau-

Développons au premier ordre en 6P/P :

] opd )
peau(T, P + 0P, Xeay) Wgau(T,PH( g?u) 6P +kpTInxeny .-
Trxeau
Or d’apres la relation de Gibbs-Duhem,
(aysau) vV
P |,y New N’

INeau

Par ailleurs,
Inxeau = In(1 = Xgycre) ® —Xsucre -

La condition d’équilibre établie a la question (d) conduit alors a la relation recherchée.
La pression osmotique oP équilibre la pression hydrostatique pyogh, ou pg, désigne la masse volu-
mique de la solution et g 'accélération de la pesanteur. La hauteur de la solution est donc donnée

par
CsucrekB T

Psol&

Considérons par exemple la séve d’érable, solution aqueuse composée principalement d’environ 10

g/L de saccharose (C1,H,011). Supposons que T = 293 K et pyo) = 103 kg/m3. Sachant que la masse
10

h=

molaire du saccharose vaut 342 g, la concentration molaire de sucres est Cgycre = 310 = 2,92x1072 mol/L=
Csucre RT
29,2 mol/m?. La hauteur maximale atteinte par la séve est h = —2“_" ol R = kzN, est la constante
Psol8
29,2x8,32x293

des gaz parfaits. En prenant ¢ = 9,81 m/s?, nous trouvons donc h = =7,3m.

103x9,81
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Chapitre 3

Cycles thermodynamiques

3.1 Cycle d’Otto-Beau de Rochas (aout 2013)

Les moteurs a essence fonctionnent selon un cycle imaginé par Alphonse Beau de Rochas et Nikolaus Otto
en 1860. Ce cycle repose sur les transformations suivantes d’'un mélange d’air et d’essence : une compression
adiabatique, suivie d’une combustion isochore (le volume du gaz étant alors V,;,), puis une détente adiaba-
tique et enfin un refroidissement isochore (le volume du gaz atteignant V,,,,). Le gaz sera supposé parfait et
son nombre de molécules constant au cours du cycle.

(a) Précisez dans quel cas, le rendement du moteur sera maximal.

(b) Représentez ces transformations dans des diagrammes pression-volume et température-entropie.

(c) Calculez le rendement maximal en fonction des volumes Vi, et V., ainsi que du rapport y = Cp/Cy
des capacités calorifiques du mélange gazeux a pression constante et a volume constant respective-
ment.

(a) Le rendement est maximal pour des transformations réversibles.

(b) Les diagramme pression-volume et température-entropie se présentent sous la forme suivante :

D

A

Vmin Vmaw

La tracé du diagramme température-entropie requiert quelque précision. Lors d’une transformation
adiabatique, 'entropie demeure constante. Lors d'une transformation isochore réversible, la tempéra-
ture varie comme T « exp(S/Cy ). En effet, considérons une transformation isochore réversible infini-

>V »S
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- - . . 0 aT S
tésimale. La variation d’entropie correspondante est donnée par dS = TQ = Cy —. Par intégration,

nous obtenons S = Cy InT + S, ou Sy désigne la constante d’intégration.

Par définition, le rendement est donné par le rapport entre la valeur absolue du travail total fourni

|Wtotal|

par le moteur et la chaleur regue : p = . D’apreés le premier principe de la thermodynamique,

la variation totale d’énergie au cours d’un cycle est égale a AU = Wi 101 + Qrorate = Wiotar + Qpc + Qpa
(les transformations de A a B, et de C a D étant adiabatiques, les chaleurs échangées sont nulles Q45 =
Qcp =0). Or la variation d’énergie au cours d’un cycle est nulle AU = 0 donc W01 = —Qporare = —Qpc—
Qpa- Par conséquent, nous pouvons réécrire le rendement comme o = 1+ %. Les transformations de

BC
BaC,etdeD a A étant a volume constant, les chaleur échangées sont données par Qpc = Cy(T¢c — Tp)

et Qpa = Cy(Ty — Tp). Par ailleurs, d’apres la loi de Laplace pour une transformation adiabatique

V. y-1 \V4 y-1
Tg = TA( max) et Tc=Tp (ﬂ) . Finalement, le rendement est donné par

min min

-1
p=1+M:1— Vinin | <1
TC_TB Vmax
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3.2 Cycle de Lenoir (janvier 2012)

Jean-Joseph Etienne Lenoir proposa en 1859 le premier moteur deux temps a combustion interne. Son
moteur fonctionnait selon le cycle de transformations suivantes d’un gaz : une compression isochore, une
détente adiabiatique suivie d'une contraction isobare. Le gaz sera supposé parfait et son nombre de particules
constant au cours du cycle.

(a) Représentez ces transformations dans un diagramme pression vs volume.

(b) Calculez le rendement maximal de ce moteur en fonction des températures du gaz au cours des trois
transformations ainsi que du rapport ¥ = Cp/Cy des capacités calorifiques a pression constante et a
volume constant respectivement.

(a) En supposant que les transformations soient réversibles, le diagramme pression-volume se présente
sous la forme suivante :

p

1

B

A C

>V

(b) Le rendement est maximal pour des transformations réversibles. Par définition, le rendement est
donné par le rapport entre la valeur absolue du travail total fourni par le moteur et la chaleur re-
|Wt0tu1| _ |Wt0tul|

cue : p =
. Qrewe - Qap : o
d’énergie est égale a AU = Wiy + Qrorate = Wiotal + Qap + Qca (la transformation de B a C étant

adiabatique, la chaleur échangée est nulle Qgc = 0). Or la variation d’énergie au cours d’un cycle
est nulle AU = 0 donc Wiy = —Qiotale = —Qap — Qca. Par conséquent, nous pouvons réécrire le

. D’aprés le premier principe de la thermodynamique, la variation totale

rendement comme p = 1 + <C4 1a transformation de A a B étant a volume constant, la chaleur

AB
échangée est donnée par Qup = Cy(Tg — T4). La transformation de C a A étant a pression constante,

la chaleur échangée est donnée par Qcy = Cp(T4 — T¢). Finalement, le rendement est donné par
Cp(Ty —T, Tc-T,

o1 olazTo) g Te=Ta
Cv(Tg—Ty) Tg—Tx
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3.3 Moteur Diesel (janvier 2017)

Le moteur inventé par Rudolf Diesel en 1892 fonctionne selon le cycle de transformations suivantes de
l’air : une compression adiabatique au cours de laquelle le volume varie de V4 a Vg, suivie d’'une détente
isobare au terme de laquelle le volume est V-, puis d’une détente adiabatique et enfin une détente isochore.
L’air sera supposé parfait et le nombre de molécules constant au cours du cycle.

(a) Précisez dans quel cas, les performances du moteur seront optimales.

) Représentez ces transformations dans un diagramme pression-volume.
(c) Calculez les quantités de chaleur et de travail échangées au cours de chacune des transformations.

) Déterminez le rendement maximal de ce moteur en fonction des taux de compression et de détente
aap = Va/Vp, aac = Va/Vc, ainsi que du rapport ¥ = Cp/Cy des capacités calorifiques a pression
constante et a volume constant respectivement.

(a) Les performances du moteur seront optimales pour des transformations réversibles.

(b) Examinons les différentes transformations.
* A—BetC—D: Po V7V d’apres laloi de Laplace.
* B — C: lapression reste constante.
* D — A: levolume reste constant.
Nous pouvons maintenant représenter ces transformations :

A
B

Ve Vo v,

(c) Rappelons que I’énergie interne d’un gaz parfait est donnée par U = Cy, T. Par conséquent, lors d’une
transformation adiabatique Q = 0. Or d’apreés le premier principe, AU = Q+W donc AU = W = CyAT.
Lors d’une transformation isobare (pression P constante), le travail et la chaleur sont donnés par W =

—JPdV =-P(Vy-Vj)etQ= prdT = Cp(Ty — T;). Lors d’une transformation isochore, le travail est

nul et la chaleur est donnée par Q = JCVdT = Cy(T; - T;). En utilisant ces formules, nous obtenons les
expressions suivantes pour le travail et la chaleur échangés au cours de chacune des transformations
du cycle :

Wy p=Cy(Tp—Tx)>0,
Wgp_,c =-Pg(Vc - Vp) <0,
Weop=Cy(Tp-Tc) <0,
Wp_a=0,
Qasp=Qcop =0,
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Qp—c =Cp(Tc-Tp) >0,
Qp-a =Cy(Ty-Tp)<0.

|Wt0tal| _ |Wtotal|
Qreque Qp-c
interne totale ne varie pas au cours d’un cycle de sorte que AU = 0 = Wiy + Qpc + Qp_4. Nous
QD—>A

QB—)C

Afin d’exprimer le rendement en fonction des volumes, appliquons la loi de Laplace pour les transfor-
mations adiabatiques :

Le rendement maximal de ce moteur est défini par p =

. Remarquons que 1’énergie

pouvons donc écrire le rendement sous la forme p =1+

-1 -1
po(a - gl) -
- TAC -

Tn \Vp ~ %as Tp \Vc -

NkgT T,

BT :NkB C don
Vg Ve

Tg Vg _VB/Va _aac

Te Ve Ve/Va  app’

Par ailleurs, lors de la transformation isobare P =

Nous avons également

Ta _TaTp _ aac
Te TgTc  aly

En utilisant ces relations, nous obtenons pour le rendement

4 4
ooty ST 1T/ Te=To/Te 1 Vahe=1/ajy
Cp(Tc - Tg) y  1-Tp/Tc Y Vaac—1axg
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3.4 Efficacité d’'une pompe a chaleur (aout 2016)

Une pompe a chaleur fonctionne selon le cycle de transformations suivantes d’un gaz initialement a une
pression P; : une détente isobare, suivie d’'une compression adiabatique, puis une compression isobare (la
pression du gaz étant alors P,), et enfin une détente adiabatique. Le gaz sera supposé parfait et son nombre
de molécules constant au cours du cycle.

(a) Précisez dans quel cas, les performances de la pompe seront optimales. Nous nous placerons dans ce
cas dans la suite.

(b) Représentez les différentes transformations dans des diagrammes pression-volume, pression-entropie
et température-entropie.

(c) Calculez l'efficacité ¢ maximale en fonction des pressions P; et P, du gaz, ainsi que du rapport y =
Cp/Cy des capacités calorifiques a pression constante et a volume constant respectivement.

(a) Les performances de la pompe seront optimales pour des transformations réversibles.

(b) Représentez les différentes transformations dans des diagrammes pression-volume, pression-entropie
et température-entropie.

A A A
P P T
Plp D 6]
Py A B
v 5 5
QI .

(c) Lefficacité de la pompe est définie par ¢ = W ou Q est la chaleur fournie au cours d’un cycle et

W le travail requ. Remarquons que la pompe fonctionne selon un cycle de Joule-Brayton inversé. En
exploitant les résultats obtenus en cours, nous avons

W= Lo (B (Ve = Vo) + B (Va = V)| > 0,

Q=Qcop=Cp(ITp-T¢)=

yle(VD—VC)<O.

Pour calculer lefficacité en fonction des pressions et de I'indice adiabiatique, notons que dans les
processus adiabatiques PV? = C¢. Cela implique que

1y
P
wef3) e

Lefficacité est finalement donnée par
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3.5 Moteur a air chaud d’Ericsson (janvier 2015)

Le moteur thermique inventé par John Ericsson et breveté en 1853 fonctionne selon le cycle de transforma-
tions suivantes d’un gaz : une compression isotherme suivie d’'une détente isobare, d’'une détente isotherme
et d'une compression isobare. Le nombre N de molécules du gaz (supposé parfait) reste constant au cours du
cycle.

(a) Précisez dans quel cas le rendement de ce moteur sera maximal.

(b) Représentez dans ce cas les différentes transformations dans un diagramme de Clapeyron pression-
volume.

(c) Calculez les quantités de chaleur et de travail échangées au cours de chacune des transformations.

(d) Déterminez le rendement maximal de ce moteur.

(a) Le rendement de ce moteur sera maximal si les transformations sont réversibles.

(b) Diagramme de Clapeyron pression-volume :

PA

=
Q

(c) Rappelons que I’énergie interne d’un gaz parfait est donnée par U = Cy T, Cy étant la capacité ca-
lorifique a volume constant. Par conséquent, lors d’une transformation isotherme (température T

v
constante) AU = 0. Or d’apreés le premier principe, AU = Q+W donc Q =-W = deV = NkBTln(vf )
i
Lors d’une transformation isobare (pression P constante), le travail et la chaleur sont donnés par
W = fJ‘PdV =-P(Vy-Vi)et Q= JdeT = Cp(Tf = T;), ou Cp désigne la capacité calorifique a

pression constante. En utilisant ces formules, nous obtenons les expressions suivantes pour le travail
et la chaleur échangés au cours de chacune des transformations du cycle :

V, P,
Wa_p :_QAHB :NkBT1 ll'l(A) :NkBTl 11’1(1)>O,
Vi Py

Wp_c =Pi(Vg—Vc) =Nkp(T; - T,) <0,
Qpoc =Cp(Tc —Tg)=Cp(T, - T;) >0,

Vi P
WC—)D :_QCHD :NkBTzln(C):NkBTzln(2)<O,
Vb Py

Wp_a =P(Vp—Vu)=Nkg(T, - T;) >0,
Qp—a=Cp(Ty—Tp)=Cp(Ty - T,) < 0.

Remarquons que Wg_,c + Wp_,4 = 0.
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|Wtotal| _ |Wtotal|

Qregue QBHC + QC*)D
P

Nkg(T, - Tl)ln(ri)

Cp(T2 - T1)+NkBT21n(§—;)

(d) Le rendement maximal de ce moteur est défini par p = . En utilisant les

résultats de la question précédente, nous obtenons finalement p =
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3.6

Moteur a air chaud de Stirling (aohit 2014)

Le moteur thermique inventé par Robert Stirling et breveté en 1816 fonctionne selon le cycle de trans-
formations suivantes d’un gaz : une compression isochore suivie d’une détente isotherme, d'une détente
isochore et d’'une compression isotherme. Le nombre N de molécules du gaz (supposé parfait) reste constant
au cours du cycle.

(a)
(b)

Précisez dans quel cas le rendement de ce moteur sera maximal.

Représentez dans ce cas les différentes transformations dans un diagramme de Clapeyron pression-
volume.

Montrez que les quantités de chaleur échangées au cours des transformations isochores sont opposées.
Ces échanges de chaleur se font avec un régénérateur, interne au moteur.

Calculez le rendement maximal de ce moteur en admettant que les seuls échanges de chaleur avec le
milieu extérieur ont lieu lors des transformations isothermes.
Le rendement est maximal pour des transformations réversibles.

Diagramme de Clapeyron :

p

1

>y

Lors d’une transformation isochore, le volume du gaz demeure constant. Par conséquent, les chaleurs
échangées sont données par Q4,5 =Cy(T1 —T3) et Qc_.p = Cy (T, - T}) = —Qa_p, Cy étant la capacité
calorifique a volume constant.

Wl

B—C ) .
échangé au cours d’une transformation infinitésimale réversible est donné par 6W = —PdV. Le travail

est donc nul lors des transformations isochores. Le calcul du travail et de la chaleur échangée lors

Le rendement est défini par p = ou W désigne le travail échangé au cours d’un cycle. Le travail

L . v
de transformations isothermes est traité dans les notes de cours : Wg_,c = —Qp_c = NkgT;In Vl'
2

V, . T . . )
et Wp_,4 = NkgT,In 72 Finalement, nous trouvons p = 1 — ?2 Nous aurions pu obtenir ce résultat
1 1
directement a partir du théoreme de Carnot.
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3.7 Réfrigérateur (janvier 2016)

Le fonctionnement d’un réfrigérateur repose sur la circulation d’un fluide réfrigérant en partie a I'inté-
rieur et pour l'autre partie a I'extérieur de l’enceinte a refroidir comme I'illustre le schéma ci-dessous.

compresseur
A B
Y
A
e.vap/orateur Weee cona/le{zseur
(intérieur) (extérieur)
Y
A
D C
détendeur

Une masse m de fluide initialement a une température T, traverse d’abord un compresseur sous forme
gazeuse. Le gaz en ressort sous haute pression avec une température T > T,. La circulation du gaz au sein
du compresseur nécessite un travail électrique Wy.. Le gaz est ensuite refroidi a une température Tp <
Tg puis liquéfié dans un condenseur situé a l'extérieur et a l'arriére du réfrigérateur. Un détendeur réduit
ensuite la pression du liquide de sorte que Tp = T,4. Le liquide se vaporise alors partiellement. Enfin, le fluide
pénétre dans I’enceinte a refroidir a travers un évaporateur qui provoque la vaporisation du liquide restant en
absorbant la chaleur. Les transformations A — B et C — D sont adiabatiques, tandis que les transformations
B — C et D — A sont monobares.

Soient Z¢ et £p les chaleurs latentes massiques de vaporisation du liquide dans les états C et D res-
pectivement. Le gaz est supposé parfait d’indice adiabatique ¥ = cp/cy, ou cp et ¢y désignent les capacités
calorifiques massiques du gaz a pression constante et a volume constant respectivement.

Rappelons que la variation AH d’enthalpie lors d’une transformation s’exprime sous la forme AH = Q +
Wext, ou Q représente la chaleur échangée et W, le travail fourni par les forces extérieures autres que les
forces de pression (Wey; = Wejee pour la transformation A — B, et Wy = 0 pour les autres transformations).

(a) Précisez dans quel cas les performances du réfrigérateurs sont optimales. Nous nous placerons dans
ce cas dans la suite.

(b) En effectuant le bilan d’enthalpie entre les états A et B, montrez que le travail électrique W fourni

R

au compresseur pour faire circuler le fluide est donné par Weje. = m_lﬂ(TB —T4) = mcp(Tg — Ty).

(c) Calculez la variation d’enthalpie lors de la transformation de B a C.

(d) En notant ng la capacité calorifique massique du liquide et xp la fraction massique de vapeur en
D, montrez que cgq(TA —Tc)+xp&p = 0. Vous supposerez que la chaleur latente de compression du
liquide est négligeable.

(e) Sachant que le réfrigérateur fonctionne selon un cycle thermodynamique, démontrez la relation sui-
vante : cp(Tc —Ty) - F + (1 —xp)Fp = 0.

(f) Exprimez le coefficient de performance du réfrigérateur défini par € = Qo4

en fonction de m, cp,
élec

li
Cpq, gc, QD et Wejec-
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(a) Les performances sont optimales pour des transformations réversibles.

(b) Latransformation A — B étant adiabatique, le bilan d’enthalpie s’écrit Hg— H4 = Wgjec. Or la variation
d’enthalpie lors d’une transformation adiabatique infinitésimale est donnée par dH = VdP. De plus,

B B
dpP
d’apres la loi de Laplace PV? = Cte = PAV)/ = PBVt%/, d’ou H(B)—H(A) = J Vdp = CteJ Py =
A A
14 y R

ﬁ(PB Vg —PyVy) = ﬁ M(TB —T4) en utilisant ’équation d’état des gaz parfaits PV = %RT.

Il est possible de parvenir plus rapidement au résultat final en remarquant que H = U + PV =mcy T +
PV =mcy T+ NkgT = mcpT, ou nous avons utilisé I’équation d’état d’un gaz parfait et la relation de
Mayer.

(c) La variation d’enthalpie lors de la transformation B — C est donnée par He — Hg = Qp_,c = mcp(T¢c -
TB) - ngc.

(d) La transformation C — D étant adiabatique, I’enthalpie est conservée d'ou Hp — He =0 = mcgq(TD -
Tc) + mxpZp. Nous obtenons la relation recherchée en remarquant que Tp = Ty.

(e) La relation s’obtient aisément en écrivant que la variation totale d’enthalpie au cours d’un cycle est
nulle, et en notant que la chaleur échangée lors de la transformation D — A est donnée par Qp_,4 =
m(l —XD)QCZD = HA _HD'

(f) Résolvons les équations obtenues aux questions (d) et (e) pour xp et Tc — T4. Nous obtenons ainsi

liq
Cp (TC_TA) gC_gD V4 R
xp=————c¢etTgc-Ty = ————, enremarquant que cp = —— —.
gp Cp—ng )/—lM

li
Wl(l*xD)gD o m CpgD—CquC
Wélec Wélec gq

Le coefficient de performance est finalement donné par ¢ =
Cp—=C

3.8 Moteur d’Otto-Beau de Rochas pour un gaz de Van der Waals (aout
2017)

Le moteur congu par Alphonse Beau de Rochas et Nikolaus Otto en 1860 fonctionne selon le cycle de
transformations suivant d’un mélange d’air et d’essence : une compression adiabatique, suivie d’'une combus-
tion isochore (le volume du gaz étant alors V,,;,), puis une détente adiabatique et enfin un refroidissement
isochore (le volume du gaz atteignant V,,,,). Le gaz sera décrit par I’équation d’état de Van der Waals :

N?  NkgT N?

U=CyT-a—,
A aV

ou P est la pression, N le nombre de molécules (supposé constant au cours du cycle), T la température, V le
volume, U I’énergie interne, kg la contante de Boltzmann.

(a) Donnez une interprétation physique des coefficients a et b. Que représente Cy ?

(b) Précisez dans quel cas, le rendement du moteur sera maximal.

(c) Représentez ces transformations dans des diagrammes pression-volume et température-entropie en
justifiant votre réponse.

(d) Calculez la chaleur et le travail échangés au cours des différentes transformations.
(e) Calculez le rendement maximal en fonction des volumes (Vy,in — ND) et (Vipax — Nb), et du rapport
Cy/(Nkg).

(a) Comme vu au cours, le coefficient a décrit les interactions attractives a longue portée entre les molé-
cules. Le coefficient b est quant a lui associé aux interactions répulsives de courte portée. Cy désigne
la capacité calorifique a volume constant.
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(b)
()

Le rendement sera maximal pour des transformations réversibles.

Les diagrammes pression-volume et température-entropie se présentent sous la forme suivante :

P T
A A

¢ c
B
B D D
A
1A
= R >
Vmin Vma:c V S

Le tracé de ces diagrammes requiert quelques précisions. Lors d’une transformation adiabiatique,
aucune énergie n'est échangée sous forme de chaleur. Cela se traduit pour une transformation infi-
nitésimale par 6Q = 0, dou dS = 0 et dU = 6W = —PdV en vertu des deux premiers principes et
en considérant la transformation réversible. En dérivant ’expression de ’énergie interne, nous trou-

N? . . , .

vons CydT + aWdV =-PdV, puis en utilisant ’équation d’état de Van der Waals, nous parvenons a
NkgT , . N . I

CydT + V—I;\fbdv = 0. En séparant les variables, nous obtenons apres intégration entre un état initial

i et un état final f
Cv | T _ | Vi-Nb w—Nbf““V

AN LIk ALAPING R ¥ (B Bk L
Nikg T, " V-Nb 1(vf—Nb

Par conséquent, la température varie comme T = K(V — Nb)_NkB/CV, ou K est une constante. Au cours
d’une transformation adiabatique, la pression varie donc comme

N? NkgK

p= _QW + (V_Nb)1+NkB/CV ’

Lors d’une transformation isochore réversible, la température varie comme T « exp(S/Cy ). En effet,
considérons une transformation isochore réversible infinitésimale. La variation d’entropie correspon-

0 dT
dante est donnée par dS = TQ = CVT' Par intégration, nous obtenons S = Cy InT + Sg, ou Sy désigne

la constante d’intégration.

Les transformations de A a B, et de C a D étant adiabatiques, les chaleurs échangées sont nulles Q5 =
Qcp =0. Puisque 0W =dU, le travail échangé est donné par
(1 1 (11
Wap=Up-Up=Cy(Tg—T4)—aN"|— -], Wep=Up-Uc=Cy(Ip-Tc)-aN"|—-—].
Vg Vi Vp Ve

Les transformations de B a C, et de D a A étant a volume constant, aucun travail n’est échangé Wgc =
Wpa =0, et les chaleur sont données par Qpc = Cy(Tc — Tg) et Qpa = Cy (T4 — Ip).

Par définition, le rendement est donné par le rapport entre la valeur absolue du travail total fourni
|Wtotal|

BC
variation totale d’énergie au cours d’un cycle est égale a AU = W, 441 + Qrorate = Wiotal + Qpc + Qpa- Or

la variation d’énergie au cours d’un cycle est nulle AU = 0 donc W, 41 = —Qjorare = —Qpc — Qpa. Par

par le moteur et la chaleur regue : p = . D’apreés le premier principe de la thermodynamique, la

34



Qpa

conséquent, nous pouvons réécrire le rendement comme p = 1 + —=—. Par ailleurs, nous avons montré
BC
Nkg/C Nkg/C
Vinax = Nb\ PV Vinax = Nb\ "2V
ue lors d’une transformation adiabatique Tg = Ty [ —>—— et Tc = Tp| ————
q que Ip A(me_Nb c='p\y _"Nb
Finalement, le rendement est donné par
—1+ 22710y (Vinin = ND e <1
O T T TTy T T (Vi - NB ‘
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3.9 Moteur de Lenoir pour un gaz de van der Waals (aotut 2019)

Jean-Joseph Etienne Lenoir proposa en 1859 le premier moteur deux temps a combustion interne. Son
moteur fonctionnait selon le cycle de transformations suivantes d’un gaz : une compression isochore, une
détente adiabatique suivie d’une contraction isobare. Le nombre de N de particules ne varie pas au cours du
cycle. Le gaz sera décrit par I’équation d’état de van der Waals.

(a) Précisez dans quel cas, les performances du moteur seront optimales. Nous nous placerons dans ce cas

dans la suite.
2 1+
(b) Montrez que lors d’une transformation adiabatique, le produit (P + ava (V-Nb)  Cv reste constant,

P désignant la pression du gaz, V son volume, et Cy sa capacité calorifique a volume constant.

(c) Représentez le cycle dans un diagramme pression vs volume.

)
(d) Calculez les quantités de chaleur et de travail échangées au cours de chacune des transformations.
(e) Rappelez la définition du rendement.

)

(f) Montrez que dans le cas limite d’un gaz parfait, le rendement maximal de ce moteur est donné par

-1
o=1- 7/%, ot & = Vinax/ Vinin représente le taux d’expansion du gaz et y son indice adiabatique.

(a) Les performances seront optimales pour des transformations réversibles.

(b) Lors d’une transformation adiabatique réversible 6Q = TdS = 0. Or d’apres le premier principe dU =

! N2 N?
0Q+0W et pour le modele de van der Waals, U = CVT—aV, d’ou CvdT+aWdV =-PdV.Llintégra-
. e N?  NkgT s . oo .
tion se simplifie en remarquant que P + = VN Nous obtenons ainsi I’équation différentielle
NkgT
CydT =-—2__4v. Séparons les variables et intégrons :
V -Nb
Cy dT av C Cv
V- - —V log T = —log(V — Nb) + constante = T V%8 (V — N'b) = constante.

Nks T~ V-Nb _ Nkg

La relation recherchée s’en déduit en appliquant I’équation d’état de van der Waals.

(c) Examinons les différentes transformations.
* A — B: levolume reste constant.
* B— C: lapression varie comme décrit par la relation obtenue a la question précédente.
* C — A: lapression reste constante.
Le diagramme pression-volume se présente donc sous la forme suivante :
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(d)

»

Lors de la transformation isochore, le travail est nul

B
WA%B:—L PV =0

et la chaleur est donnée par
B
Qasp = J CydT = Cy(Tg—Ts) > 0.
A

PgVp  PgVy N PAVy
Nkg  Nkg = Nkg
La transformation suivante est adiabatique donc

Remarquons que Tg =

= Ty

Qpoc =0

et

1 1
Wp_c =AU = Cy(Te — Tg) —aN? | — — —|.
B—C v(Tc —Tg)—a (VC VB)

Lors de la transformation isobare, le travail est donné par

A
We_a = —J PdV = =Py (V4 - V().
C

A
La chaleur peut se calculer a partir de I’équation Q¢c_, 4 = CpdT mais I'intégration n’est pas triviale

C
car Cp dépend de T et de V pour le modele de van der Waals. Il est plus simple d’invoquer le premier
principe et d’écrire Qc_,4 = AU — W¢_, 4, soit

1 1
Qcsn = Cy(Ta=Te)=aN?| = = o= |+ Pa(Va = Ve) <0.
Vi Ve
Par définition, le rendement est donné par le rapport entre la valeur absolue du travail total fourni par
W,
le moteur et la chaleur regue au cours d’un cycle: p = M
Qregue
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| Wtotal |

(f) Dans le cas présent, le rendement s’écrit p = . Plutdt que de calculer le travail total, il est

—B
judicieux d’invoquer le premier principe de la thermodynamique : Wigtal = AUcycle — Qtotale = —Qa—B—
Qc_ 4 puisque AUy e = 0 (I'état final A étant le méme que I'état initial). Par conséquent, nous pouvons

réécrire le rendement comme
Qcoa

=1+ .
¢ QA—>B

A
Pour un gaz parfait, Cp est une constante d’ou Qc_,4 = J- CpdT = Cp(T4 — T¢). Nous pouvons aussi
C

obtenir ce résultat a partir de I’'expression obtenue au (d) avec 2 = 0 en se rappelant la relation de
Mayer Cp = Cy + Nkg. Le rendement est alors donné par

ColTa=To) _ | Te=Ta_, _ Tc/Ty-1

=1+ =1- .
NI I 7Y B I PR P
Ts (VeV ' (Vo V7 NkpT,
D’aprés la loi de Laplace, -2 = (—C) = ( max) . Lors de la transformation isobare Py = —2>-4 =
Tc \Vp Vinin Vg
NkpT, T \% Vi T, Tg T,
Pc = ZB7C done 24 = A = ™ pp combinant ces deux résultats, nous trouvons B _BC
7}/C TC VC Vmax TA TC TA
V.
(ﬂ) . Le rendement peut finalement s’écrire comme
Vmin
_q1_, 51
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3.10 Moteur des véhicules hybrides (aouit 2018)

Le moteur thermique qui équipe les véhicules hybrides repose généralement sur un cycle thermodynamique
imaginé par l'ingénieur britannique James Atkinson a la fin du XIXéme siecle. Ce cycle consiste en une
série de transformations d’un mélange d’air et d’essence : une compression adiabatique (la pression du gaz
variant de P; a ), suivie d’'une combustion isochore (la pression du gaz atteignant alors P;), puis une détente
adiabatique et enfin un refroidissement isobare. Le gaz sera supposé parfait et son nombre de molécules
constant au cours du cycle.

(a)
(b)

()

Précisez dans quel cas, le rendement du moteur sera maximal. Ces conditions seront supposées rem-
plies dans la suite.

Déterminez le comportement de la pression P en fonction du volume V, puis celui de la tempéra-
ture T en fonction de I'entropie S lors de chacune des transformations. Représentez le cycle dans des
diagrammes pression-volume et température-entropie.

Calculez le rendement maximal en fonction des rapports de pression P,/P; et P;/P, ainsi que du
rapport ¥ = Cp/Cy des capacités calorifiques du mélange gazeux a pression constante et a volume
constant respectivement.

Le moteur thermique des véhicules conventionnels fonctionne selon le cycle d’Otto-Beau de Rochas.
Ce dernier différe du cycle d’Atkinson par le fait que le refroidissement du gaz n’est pas isobare mais
isochore. Montrez que le cycle d’Atkinson a un rendement plus élevé.

Le rendement est maximal pour des transformations réversibles.

D’apres la loi de Laplace, la pression varie comme P oc 1/V7 lors de transformations adiabatiques,
mais l’entropie demeure inchangée. Au cours d’une transformation isochore, le volume est constant
par définition. La pression varie selon la loi des gaz parfaits PV = NkgT. La variation d’entropie cor-
respondante est donnée par dS = ? = CVdTT. Par intégration, nous obtenons S = Cy InT + Sy, ou S
désigne la constante d’intégration. La température varie donc comme T « exp(S/Cy ) lors d’une trans-
formation isochore. Par un raisonnement similaire, la température varie comme T « exp(S/Cp) lors
d’une transformation isobare (pression constante). Souvenons nous que Cp > Cy d’apres la relation de
Mayer démontrée en cours (cf. syllabus).

D’apres les résultats précédents, les diagrammes pression-volume et température-entropie se pré-
sentent sous la forme suivante :

T
A A
C
Py ¢
B
________ E
Pyl—5 E o
A
P A D
»V » S

Le cycle d’Atkinson est décrit par la figure ABCD. La figure ABCE décrit le cycle d’Otto - Beau de
Rochas qui sera abordé a la question (d).
Par définition, le rendement est donné par le rapport entre la valeur absolue du travail total fourni par
|Wtotal|

Qpc

le moteur et la chaleur recue : p =
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D’apreés le premier principe de la thermodynamique, la variation totale d’énergie au cours d’un cycle
est égale a AU = Wipra + Qtotate = Wiotar + Qe + Qpa (les transformations de A a B, et de Ca D
étant adiabatiques, les chaleurs échangées sont nulles Q45 = Qcp = 0). Or la variation d’énergie au
cours d’un cycle est nulle AU = 0 donc W;yr41 = —Qyotate = —Qpc — Qpa. Par conséquent, nous pouvons
réécrire le rendement comme
o=1+ %.
Qpc

La transformation de B a C étant a volume constant, la chaleur échangée est donnée par Qpc = Cy (T -
Tg). La transformation de D a A étant a pression constante, la chaleur échangée est donnée par Qp, =
Cp(T4 —Tp). Nous pouvons ainsi réécrire le rendement sous la forme

Ty —T, Ty 1-Tp/T
p:1+yA Dzl_y_A D/A.
Te - Ts Ty 1- T/ Tp
p,\- Dy P\
Par ailleurs, d’apres la loi de Laplace Tg = TA(FZ) et Tc = TD(f) . En utilisant la loi
1 1
1/y
P T, Tp Tc T P
des gaz parfaits, il vient T¢ = TB—3. D’ot1 nous déduisons —2 = 2 -C B _[3 . Finalement, le
P Tpn TcTgTy \P

rendement est donné par

1-y)/
P, )‘ By Y -1

‘):1_7(13_1 Py/Py—1

La chaleur Qpc founie au cours du cycle d’Otto-Beau de Rochas (représenté par la figure ABCE sur
les diagrammes P—V et T — S ci-dessus) est identique a celle fournie lors du cycle d’Atkinson. Mais le
travail total |W,,,| est moindre puisque l'aire délimitée par les différentes transformations du cycle
dans le diagramme P—V est plus petite (comparez les figures ABCE et ABCD). Le moteur d’Atkinson a

IWtatall

donc un rendement p = plus élevé que celui d’Otto-Beau de Rochas. Le rendement du moteur

B
d’Atkinson est d’autant plus élevé que P; est proche de P,. La baisse de puissance qui en résulte dans
les véhicules hybrides est compensée par I'utlisation d’'un moteur électrique auxiliaire.
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3.11 Cycle de Rankine (janvier 2018)

La plupart des centrales thermiques classiques et nucléaires fonctionnent selon un cycle de transforma-
tions de I'eau sous forme liquide ou gazeuse. Le cycle imaginé par l'ingénieur et physicien écossais William
Rankine repose sur la série suivante de transformations.

*A — B: vaporisation totale isotherme et isobare de 1’eau liquide au contact d'une chaudiére a la tempé-

rature T,

*B — C : détente adiabatique de la vapeur dans une turbine jusqu’a une température T, (en C, une pro-

portion x¢c de vapeur coexiste avec de 1’eau liquide),

*C — D : liquéfaction totale isotherme et isobare de la vapeur dans un condenseur,

*D — E : compression adiabatique de l’eau liquide dans une pompe,

*E — A : réchauffement isobare de l’eau liquide jusqu’a la température T;.

Ces transformations, qui sont représentées dans les diagrammes ci-dessous, sont réversibles a I’'exception de
la transformation E — A. La courbe de saturation est indiquée en pointillés. La vapeur d’eau sera assimilée a
un gaz parfait.

E chaudiere B P A
pompe turbine
condenseur >.
D o} 14

(a) En considérant que l’eau dans sa phase liquide est incompressible, montrez que la transformation
D — E est isotherme.

(b) Exprimez |’ entropie par molécule s, en fonction de sg, de la capacité calorifique a pression constante
par molécule d’eau liquide cg) (supposée indépendante de la température), des températures T; et T,.

Exprimez sg en fonction de su, de la chaleur latente de vaporisation £ (T;) et de T;. Exprimez sp en
fonction de sc, de la chaleur latente de vaporisation £ (T,), de T, et de la proportion xc de vapeur.

Cg) ll'l(Tl/Tz) + g(T] )/Tl
Z (L),

(d) En négligeant le travail fourni a la pompe, montrez que le travail total fourni au cours d’un cycle par
molécule est W, = Ahg_,c, ou Ahg_,c = hc—hg < 0 représente la variation d’enthalpie par molécule.
Vous admettrez que la variation d’enthalpie lors d’un écoulement permanent de fluide est donnée par
Ah = Q + Wy, ot Q représente la chaleur échangée et W, le travail fourni au fluide par les forces
autres que les forces de pression.

(c) Déduisez de la question précédente que x¢ =

(e) Considérons le cycle BC'CB, ou C’ est un point sur la coube de saturation a la température T,. Expri-
mez la variation d’enthalpie Ahp_, ¢’ en fonction de la capacité calorifique par molécule de vapeur cg) ,

ainsi que des températures T; et T, puis Ahc/_,c en fonction de Z(T,) et de xc. Déduisez Ahg_, .

(f) Déterminez le rendement du cycle en fonction des capacités calorifiques, des chaleurs latentes, et des
températures.
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(a)

Puisque la transformation D — E est adiabatique, Qp_g = 0. Or, 'eau liquide étant supposée in-
compressible, son volume reste constant. La chaleur échangée peut donc s’exprimer sous la forme

E
Qp_r = J c(Ve)dT, ou c(‘f) désigne la capacité calorifique par molécule d’eau a volume constant.

D
D’apreés la relation de Mayer pour un fluide incompressible, cif) = Cg) donc c(‘f) est indépendante de

p I ¢ L 1. p
la température. D’'ou Qp_g = C(V)(TE —Tp). Nous en déduisons que la température reste constante et
égale a T, tout au long de la transformation.

La transformation E — A est irréversible. Néanmoins, l’entropie étant une fonction d’état, sa variation
ne dépend pas du chemin suivi. Nous pouvons donc choisir une transformation réversible isobare
menant du méme état initial au méme état final, d’ou

- 14
Sp4—S _>[A£_‘J-AC§J)[1T_C(‘?)lnﬁ
ATET T T ) T TP Ty,

Entre A et B, ’eau est complétement vaporisée. Par définition de la chaleur latente, £ (Ty) = Ty (sg—s4),

d’ou
sp=s +3(T1)
B=S5A T,

Entre D et C, la proportion x¢c de vapeur est completement liquéfiée d’ou

Z(Ty)
T,

Sp =Sc —XC

En utilisant successivement les relations obtenues précédement, et en remarquant que sg = s¢ (trans-
formation adiabatique réversible), nous avons

Z(T,) S Z(T,) . +5f(T1) . Z(T,) (f)lnTl Z(T) N Z(T)

Sp=Sc—X =Sgp— = - =sptc
DCCTZBCTZATlcTzEP

T, T <,

Or la transformation D — E est adiabatique réversible donc sp = sg. La fraction x¢ s’en déduit aisé-
ment.

Effectuons le bilan d’énergie interne par molécule au cours d’un cycle :

Au=0= Wtotal + QE—>B + QC—)D'

Les chaleurs Qp_,g et Qp_,c sont nulles puisque ces transformations sont adiabatiques. Par ailleurs,
QE—>B = AhE—)B >0et QC—>D = AhC—>D <0,dou

Wiotal = =Ahg_,g—Ahc_,p = —hg +hg —hp + hc.

La transformation D — E étant adiabatique, Qp_,g = Ahp_,g = 0 soit hg = hp. Finalement, nous trou-
vons
Wiotal = hc —hp = Ahp_,c <0.

Au cours de la transformation B — C’, 'eau est entiérement sous forme de vapeur. Par définition

h =u + Pv. En utilisant I’équation d’état des gaz parfaits u = c(\f)T et Pv =kgT, nous avons

Ahg_,cr = Aug_,cr + Pvcr — Pivg = C(\;)(Tz -T)+kpg(T, - T) = Cg})(Tz =-T).

La derniere égalité s’obtient par la relation de Mayer. Pour la liquéfaction isobare C’ — C d’une pro-
portion 1 — x¢ de vapeur, transformation que nous pouvons supposer réversible puisque la variation
d’enthalpie ne depend pas du chemin suivi,

Ahcroo = =Z(T)(1 - x¢).
Nous obtenons ainsi

Ahg e = Ahg_cr+ Ahcre = ¢ (Ty = Ty) - Z(To)(1 - xc).
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S W, —Ah . . .
(f) Le rendement est défini par p = Wiotal = b€ Lenthalpie étant une fonction d’état, nous pou-

Qregue AhE*)B
vons calculer sa variation le long de n’importe chemin thermodynamique menant du méme état ini-

tial au méme état final. Considérons une transformation réversible isobare menant du méme état E
au méme état A. La variation d’enthalpie est donnée par Ahp_,4 = Qp_4 = ¢, (T} — T,). Par ailleurs,
Ahy_p=Qup=Z(T;), dou

¢
Ahp_,p=Ahp_,p+Ahy_p= C%)(Tl -T)+Z(Ty).

En utilisant la relation obtenue a la question (c), nous trouvons finalement

(T -+ L) (1-x0) ¢y Ty~ To) + L(Ty) - Toley In(Ty/To) + Z(Ty )/ Ty)

=" _ - G ‘
' (T -T)+Z(Th) ' (T - Th)+Z(Th)
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3.12 Moteur thermique a caoutchouc (janvier 2019)

Le physicien américain Richard Feynman décrivit dans ses célébres cours un
moteur thermique congu a partir de caoutchouc. Des rubans en caoutchouc
relient par des crochets le moyeu d’une roue de bicyclette a la jante comme
illustré sur la figure ci-contre. Soumis a une source de chaleur (une lampe),
les rubans se contractent entrainant un déplacement du moyeu et la rota-
tion de la roue. Nous considérerons que chaque ruban suit le cycle de trans-
formations suivantes : une élongation isotherme a la température ambiante
T, suivie d’une élongation adiabatique, puis une contraction isotherme a la
température T; > T, et enfin une contraction adiabatique.

—

La force extérieure qu’exerce le moyeu sur un ruban de longueur ¢ est don-
F,, née par Foyy = k(€ —{p), ou k(T) = aT est la constante de raideur a tempéra-
Y —Jp ture T, a > 0 une constante et {y < ¢ la longueur du ruban au repos. Nous
supposerons que l’énergie interne du ruban est donnée par U = C,T, ou

C¢ > 0 est une constante.

(a) Précisez les conditions dans lesquelles les performances de ce moteur sont optimales.
(b) Donnez I'expression du travail infinitésimal pour changer la longueur d’un ruban de d¢.

(c) Montrez qu’au cours d’une transformation adiabatique, la température Ty finale du ruban est reliée a
. o a
sa température initiale T; par Ty = T; exp {Z_Cg[(gf —00)* = (¢; —50)2]}.

(d) Représentez les transformations d’un cycle dans des diagrammes force-longueur et température-entropie.

(e) Calculez les quantités de chaleur et de travail échangées au cours de chacune des transformations d’un
cycle.

(f) Montrez que le rendement maximal de ce moteur vérifie le théoréeme de Carnot.

(a) Les performances sont optimales pour des transformations réversibles.

(b) Le travail infinitésimal est donné par OW = Fo dl = aT (€ —{y)d{L.

(c) Par définition, une transformation adiabatique s’effectue sans échange de chaleur. Si la transformation
est de plus infinitésimale, 6Q = 0 et la variation d’énergie interne est simplement donnée par dU =
oW. En remplacant l’expression de 1’énergie interne donnée dans I’énoncé et celle du travail obtenue
précédemment, nous parvenons a CpedT = aT (€ — {y)d{. Pour résoudre cette équation, il nous faut

I o[ (er — o)~ (€ - €)*] Le

T, 2C, f 0 i o) |

calcul de I'exponentielle de chaque membre conduit au résultat attendu.

aTr
d’abord séparer les variables T = Cﬁ(f —{y)dl, puis intégrer : log
¢

(d) Le cycle de transformations est représenté sur les diagrammes suivants :

Fext T
A A
’ /’"’ T1 C “ D
D/ ///
-~ B . L |,
— , A g —

— A > >
¢, 14 S
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Remarquons que les courbes associées a des transformations quelconques doivent toutes se rejoindre
en ¢ = {; dans le plan (F.y, €). Au cours d'une transformation isotherme, le coefficient k est constant
de sorte que la force Fe, = k({ —{) varie linéairement avec . Autrement dit, une transformation iso-
therme est représentée par une droite dans le plan (Feyy, €) dont la pente est d’autant plus importante
que la température est élevée puisque k = aT. Au contraire, la courbe associée a une transformation
adiabatique est non-linéaire du fait de la dépendence exponentielle de la température en fonction de
la longueur ¢.

Remarquons qu’au cours d’une transformation isotherme, 1’énergie interne reste constante donc dU =
0=0Q+0W,dou doQ =-0W =—-aT({-{y)dl. Lors d’'une transformation adiabatique, 0Q = 0 d’ou
OW =dU = CpdT. Nous obtenons ainsi :

aT,
Wyp=-Qap= 2[ (s —€o)* = (Ca —50)2] >0

a T
Weop = ~Qeop = —+{(tp —60)* = (e ~60)*] <0
Qp-c=0=Qp-a
Wpc =Co(Th - T2) = =Wp_a > 0.
Le rendement est défini par le rapport entre le travail total fourni W;,; < 0 par le moteur et la chaleur
|vvtot|

C—D
ne varie pas au cours d’un cycle, nous avons Wy + Q45+ Qc_p = 0 Nous pouvons ainsi réécrire le

Wit _ Qasp+Qcop _y, Quos T (G —0p)* = (La—0p)’

Qcop  Qcop Qcop T (bp—00)? = (Cc —{o)?
d’apres la relation démontrée a la question (c), nous avons pour les transformations de BaCetde D a
A

T = Tzexp{%[(gc -6’ —<€B—€o)2]}

qu’il a fallu lui fournir, soit p = . Or d’apres le premier principe et le fait que I’énergie interne

rendement comme o = . Par ailleurs,

T2=Tlexp{ s €a-tor? <€D—€o>2]}

d’ou nous pouvons tirer 'identité

log— 2C, [€C 50 (53—50)2] :—f (€A ZO) (€D_€0)2]

(Cp —Lo)* = (bc — €o)* = (€4 —€o)* — (€5 — Lo)*.

. . . T, . P
Finalement, le rendement maximal est donné par p =1 — —2 conformément au théoréme de Carnot.
1
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Chapitre 4

Théorie cinétique des gaz

4.1 Verification expérimentale de la distribution de Maxwell-Boltzmann
(janvier 2014)

En 1927, John A. Eldridge proposa une méthode expérimentale pour me-
surer la distribution des vitesses des molécules d’un gaz. Un tube renferme
deux disques coaxiaux et solidaires, distants de d, et tournant a la méme vi-
tesse angulaire w. De la vapeur de cadmium est injectée dans le tube. Les
atomes pénétrent a I'instant t = 0 par une fente d’aire X percé dans le pre-
mier disque. Ils viennent ensuite se déposer sur le second disque en posi- -l
tion angulaire & a 'instant t. Nous rappelons que d’apres la distribution de 4 "
Maxwell-Boltzmann, le nombre d’atomes dont la vitesse est comprise entre
v et v+ dv dans 'angle solide dQ) est donné par

3/2 2
mv L
dN =N 2 - dvdQ,
(2nkBT) Y eXp( ZkBT) v =
ou N est le nombre total d’atomes, m leur masse, kg la constante de Boltz- L —— ©

mann, T la température. ﬁ/ .

(a) Montrez que le nombre dNy d’atomes traversant le premier disque par unité de temps, et dont la

- , . . 3 mv?
vitesse est comprise entre v et v + dv est proportionnel a v’ exp kT dv.
B

(b) Montrez que a = C/v en précisant la constante C.

dN 2
(c) Déduisez que la densité angulaire d’atomes déposés sur le second disque est d—z o v° exp (— 2’7ch )
a B

(d) Sachant que I’épaisseur e de la couche d’atomes déposés sur le disque est proportionnelle a la densité
angulaire, déterminez 'angle ay,,, pour lequel e est maximale. Montrez que la mesure de cet angle
permet de déterminer la masse des atomes.

(a) Introduisons des coordonnées sphériques comme dans la figure ci-dessous.
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<y

X

Seuls les atomes contenus dans le volume |Ev,dt| = |Xv cos Odt| peuvent traverser le disque pendant la
durée dt (remarquons que v, < 0 puisque les atomes se dirigent vers le bas). Le nombre dNy d’atomes
est donc donné par

3/2 2
dNE:—ZvCOSth ( m ) ) (_mv

v ksT v°exp 2kBT)dvs1n6d6d¢.

Intégrons sur les angles

3/2 2 P4 27
Xdt m 3 mv .
dNE__TN(ZT(kBT) v exp(—szT)va;/ZCOSQSandQJ; dg.

Nous avons
TC

& ) 1., 1
cosOsinOdoO = [—sm 6] =——.
/2 2 w2 2

Nous trouvons ainsi

dN —T(Zdt N m ” v3ex mv? dv oc v3ex my? dv
= - & - .
2Ty Y orkgT P\"2ksT P\™2k,T

(b) Au bout du temps ¢, les atomes ont parcouru la distance d a la vitesse v donc t = d/v. Or pendant ce

wd

méme temps, les deux disques ont tourné d’un angle a = wt. Donc a = —.
v

d dv dN: mv?

(c) De l'expression précédente, nous trouvons da = —(;)—2117/ x5 Donc d_az o v° exp(— T )
mw?d?

da ’

dN;
(d) Exprimons tout d’abord la densité angulaire en fonction de la variable « : =L gl exp(—W
Bl &

2
. . m . o
Le maximum de cette fonction est obtenu pour @,y = .| ST wd. Autrement dit, m = 5kgT (%’alx) .
B w
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4.2 Expérience de Marcus et McFee (janvier 2017)

L'expérience réalisée en 1959 par P. M. Marcus et J. H. McFee permit de mesurer avec précision la distri-
bution des vitesses des molécules d’un gaz. Pour cela, un four de volume V' contenant un gaz de potassium en
équilibre thermodynamique a la température T et a la pression P émet des atomes a travers un petit orifice de
section . Les atomes traversent ensuite une cavité sous vide ou deux disques coaxiaux en rotation et percés
d’une fente permettent de filtrer les atomes selon leur vitesse comme 1'illustre la figure ci-dessous.

disques

LU

four X' détecteur

cavité sous vide

En supposant que le gaz soit parfait, le nombre moyen dN d’atomes dans le four dont la vitesse est
comprise entre ¥’ et ¥+ d¥ est donné par la distribution de Maxwell-Boltzmann

AN = f(D)d3v = f; m? ) s,

= = fyexp|-——— ,
0P\ " 2ksT

ou m est la masse des atomes et kg la constante de Boltzmann.

(a) Exprimez le coefficient fy en fonctionde P, V, T, m et kp.

b) Montrez que le nombre dNy d’atomes qui s’échappent du four avec une vitesse comprise entre v et
q Y q pp P
U+ dv pendant la durée dt est de la forme

2
dNy = Kv3exp|- ™Y )cos@sin 0dodpdvdt,
2kgT
ou K est un coefficient que vous déterminerez. Cette distribution 0

est en trés bon accord avec celle obtenue expérimentalement par
Marcus et McFee.

y
(c) Montrez que l’énergie cinétique moyenne des atomes du jet est plus grande d’un facteur 4/3 que
I’énergie cinétique moyenne des atomes dans le four. Interprétez physiquement ce résultat.

(d) Les disques sont désormais positionnés de maniére a laisser passer tous les atomes. Calculez l'intensité
dN. . . ) :
totale I = j d_t): du jet au niveau du détecteur d’ouverture angulaire 260,.
(a) Le coefficient f; s’obtient par la condition de normalisation N = Jf(f)d% et vaut

f N . 3/2_ P7v " 3/2
07 N\ 2nkgT) kT \2mkzT

en utilisant I’équation d’état des gaz parfaits PV = NkgT.
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(b)

Seuls les atomes contenus dans le volume Yv,dt = Yvcos0dt peuvent s’échapper du four pendant la
durée dt. Le nombre dNy d’atomes du jet est donc donné par

YvcosOdt mv?\
Tfo exp (—m)d V.

En utilisant les résultats de la question précédente avec d3v = v?sin0d0d¢ en coordonnées sphé-
riques, nous parvenons a la relation recherchée avec le coefficient K donné par

dNy =

‘ yp 3/2
a kBT 27TkBT ’

‘UZ

Zexp (—217(?) en coordonnées sphé-

La distribution des vitesses des atomes dans le four varie comme v

riques. Leur énergie cinétique moyenne est donc donnée par

2 3 R mv? d
J s o 1mJ0 ! eXp(_szT) i
T2 e mv? 2
v)d>v 2 - d
J.f(_)) J; v exp( 2kBT) v

1}2
2kgT

1 1
Em<vz>f0ur = Em

Les atomes du jet ont une distribution des vitesses du type v>exp (— ) Leur énergie cinétique

moyenne est donc plus grande et vaut

+00 2
5 _mv
| i . J; v exp( 2kBT)dv
Em(v djet = oM =2kgT =

20 (F mv? )
3
voexp|-— dv
.fo ( 2kgT
Cela tient au fait que les atomes ont d’autant plus de chance de sortir du four qu’ils se déplacent
rapidement.

2
m<v >f0ur

1
32

Le nombre dN,; d’atomes parvenant au détecteur pendant la durée dt s’obtient en intégrant dNy sur
toutes les vitesses et sur ’angle solide du détecteur

+0o mvz 0,4 2n
dN, = Kdtf v2exp|- va. cos@sin@d@f do,
0 2kgT 0 0

soit
2
kgT
AN, = 271Kdt(37) sin6,,
avec
04 2n 1 04
J cos Osin GdQJ do = [— sin’ 6} 21 = 1tsin’ 6.
0 0 2 0
L’intensité du jet est donc finalement donnée par
dN. dN, XpP
I :J EoNd sin®6,;.
dt dt  \2mmkgT
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4.3 Refroidissement d’un gaz par effusion (aout 2017)

Un gaz monoatomique est initialement comprimé dans une bonbonne de volume V dont les parois rigides
sont calorifugées. Le robinet de section ¥ est ouvert a l'instant ¢ = 0, libérant des atomes du gaz. Le gaz
est supposé parfait, et la distribution des vitesses ¥’ des atomes du gaz est décrite a chaque instant par la
distribution de Maxwell-Boltzmann

2
my
V)= foexpl-—5—=1,
f@)=fo P( szT)
ou m est la masse des atomes, kg la constante de Boltzmann et T la température du gaz.

(a) Exprimez le coefficient f; en fonction de T, m, kg et du nombre N d’atomes.

(b) Montrez que la variation dN du nombre d’atomes contenus dans la bonbonne au bout d’une durée
infinitésimale dt est donnée par

Vv

1/2
kB_T) dt
2tm

dN:—NE(

(c) Déduisez le nombre N(t) d’atomes a un instant ¢ en fonction du nombre initial Ny en supposant que
la température initiale Ty du gaz ne varie pas.

(d) Expliquez pourquoi I’hypothése précédente n’est pas réaliste.

(e) En exprimant la variation d’énergie interne du gaz dans la bonbonne entre les instants t et t + dt de
deux maniéres différentes, montrez que la température T du gaz obéit a une équation différentielle de
la forme iT

- _ K T3/2
dt
ol K est une constante positive que vous déterminerez.

(f) Donnez l'expression de la température T(f) a n'importe quel instant t. Déduisez le nombre N(t)

d’atomes dans le cas général ou la température T du gaz varie au cours du temps.

(a) Le coefficient f; s’obtient par la condition de normalisation N = ff(17)d3v et vaut

N - 3/2
fo= 2nkgT)

(b) Par définition, le nombre d’atomes ayant une vitesse comprise entre ' et 7'+ dv’ est donné par f(7)d°v.
Au bout d’une durée dt, seule la fraction Yv,dt/V d’atomes peuvent s’échappent de la bonbonne, ou
v, > 0 désigne la composante de la vitesse dirigée selon I’axe du robinet. En utilisant les résultats de la
question précédente avec d3v = v?sin0dOd¢ en coordonnées sphériques, nous obtenons

3/2 +00 2 /2 27
)Y m 3 mv .
= — f—| — - .
AN =-Nd (2 kBT) L v exp( szT)de cos@sm@d@L d¢

L’intégration sur toutes les vitesses conduit a la relation recherchée.

(c) En séparant les variables dans I’équation de la question précédente,

N __de 12 (ko)
B 2mtm

N Ty ’ To \%
puis en intégrant membre a membre, nous trouvons

N(t) = Ngexp(—t/1gp).

50



(d)

Chaque atome qui s’échappe emporte une énergie cinétique Emvz. Puisque les parois de la bonbonne

sont rigides et calorifugées, cette perte d’énergie interne ne peut étre compensée par un transfert
d’énergie sous forme de travail ou de chaleur avec le milieu extérieur. Par conséquent, le gaz se refroi-
dit.

La variation de I’énergie interne du gaz au bout d’une durée dt est donnée par

3/2 ~too 2 /2 2n
_ X m 1 5\ 3 mv .
au = thV(27szT) J; (va )v exp( ZkBT)dVL cos@smE)d@J; do,

soit apres intégration,

dU:_fUth(

kT |2
3 Vv '

2tm

Par ailleurs, I’énergie interne d’un gaz parfait monoatomique est donnée par U = EN kgT. Sa variation

eut donc aussi s’écrire
td i

dU = %kBTdN-I- gNdeT

En combinant ces deux équations et en utilisant la relation de la question (b), nous obtenons

1/2
dT 11(T) ki

E_ 3’[0

avec

La solution de I’équation différentielle précédente est

-2 -2
T(t):To(lﬁ-K\éTot) :To(lﬁ-L) .

6T0

Insérons cette équation dans l’expression de dN fournie a la question (b). Nous obtenons ainsi une
équation différentielle pour N uniquement :

N To

N _ dtf ot
6T0 '
La solution est

" -6
N(t):N0(1+6_TO) .

Le nombre d’atomes diminue moins rapidement que dans I’hypothése d'une température constante
car la baisse de température se traduit par une vitesse moindre des atomes. Dans la limite t < 7, le
nombre d’atomes varie approximativement comme

t

N(t)%No(l—T—O),

en appliquant le développement limité

(1+x)% =1+ ax+o(x?).
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Nous parvenons au méme résultat en partant de la forme approchée obtenue a la question (c) avec le
développement limité
exp(x)=1+x+ +o(x?).

Autrement dit, lors des premiers instants qui suivent 'ouverture du robinet, le nombre d’atomes suit
approximativement une loi de décroissance exponentielle N(t) = Nyexp(—t/7y), puis diminue moins
rapidement lorsque t devient comparable a 7.
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4.4 Stabilité d’une naine blanche (janvier2019)

Une naine blanche est un astre de masse comparable au Soleil mais dont la taille est similaire a celle de
la Terre. Contrairement a une étoile comme le Soleil, l'intérieur d’une naine blanche n’est pas le siege de
réactions nucléaires et les effets thermiques sont négligeables. La matiere y est si tassée que les électrons
sont arrachés des atomes et forment un gaz froid trés dense. En dépit d’une concentration élevée d’électrons,
les interactions dans le gaz peuvent étre ignorées. La pression exercée par le gaz d’électrons libres assure la
cohésion d’une naine blanche en s’opposant a son effondrement gravitationnel.

(a) Donnez une raison pour laquelle les électrons libres dans une naine blanche ne peuvent étre décrits
par un gaz parfait classique.

Dans ces conditions, la distribution de vitesses d’un gaz de N électrons comprimés dans un volume V a
2m3V 1

h3 -\
1+exp(ﬁ)

son énergie cinétique (kg désigne la constante de Boltzmann et h

température T et de potentiel chimique p est donnée par la distribution de Fermi-Dirac f(v) =

N , 1
ou m est la masse de ’électron et & = Emv2

la constante de Planck).

(b) Montrez qu’a la limite T = 0 K, les électrons sont animés d’'un mouvement mais dont la vitesse ne peut
dépasser une certaine valeur appelée vitesse de Fermi vg. Exprimez vg en fonction de p.

(c) Montrez en utilisant la relation obtenue en (b) que le potentiel chimique des électrons a T = 0 K est
h2 3N 2/3
donné par = 17 ()
onné par y = o |~
(d) Expliquez pourquoi la pression P d’un gaz de Fermi a T = 0 K ne peut dépendre que du rapport N/V,

puis établissez explicitement la relation entre P et N/V.

(e) Montrez qu'a T = 0 K, un gaz de Fermi posséde une énergie interne U non nulle que vous détermine-
rez.

(a) Les effets thermiques étant négligeables dans une naine blanche, un gaz parfait classique exercerait
une pression (P = 0 dans la limite T = 0 K) trop faible pour assurer la stabilité de l’astre. Par ailleurs,
nous avons vu au cours que ce modele n’est effectivement plus valable a basse température car il viole
le troisiéme principe de la thermodynamique.

(b) Examinons le comportement de la distribution de Fermi-Dirac a la limite T = 0 K en distinguant les
deuxcas& >pet& <p:

_ 51%>y,exp(g; T#)—>+oodoncf(77)—>0,
3
— 51%</A,exp(gl; #)—>Odoncf (V) — thaV'

En se rappelant que f(7)d>v représente le nombre moyen d’électrons dont la vitesse est comprise entre
Vet ¥+ dv, nous pouvons donc en conclure qu’aucun électron ne posséde une vitesse dont la norme

est supérieure a une certaine valeur vy définie par &(vg) = p, soit vg = il
m

(c) Par définition, le nombre total d’électrons contenus dans le volume V est donné par N = Jf(i')d%.

3

Substituons la distribution de Fermi-Dirac f (V) = si v < vp et 0 sinon, introduisons des coor-

3
données sphériques pour les composantes de la vitesse (6 étant I’angle entre v, et 7, ¢ I’angle entre v,
et la composante dans le plan (v, v,) de v), puis intégrons :

2n 3 VR 3 3 3 3/2
2m \% 2m>V (F 8rtm’V v 8rtm>V (2u

N=| d¢| do v? =4 dvv? = % _ (7) ,
J ‘PJ J s L vy B3 38 \m
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ou nous avons inséré I’expression de la vitesse de Fermi obtenue précédemment. En résolvant pour y,
nous obtenons la relation recherchée.

AT =0K, les seules variables thermodynamiques décrivant le gaz d’électrons sont N et V. La pression
étant une grandeur intensive, elle ne peut dépendre que du rapport N/V. La pression peut se calculer

N . ) . . L e e . m
a partir de 'expression issue de la théorie cinétique des gaz P = EYz v f(D)d%v.

Nous pouvons également déterminer P en tirant partie de la relation de Gibbs-Duhem VdP = Ndu
soit :

2 2/3 2 2/3
dP =ndy = :_m(%) nd(n*3) = :_m(%) §n2/3dn, avecn=N/V.

Nous obtenons ainsi ’équation différentielle — = ——
dn  12m
K2 (3 )2/3 3 5/3
— =] =n
12m\m 5

W2 /3 2/3
( —) n?/3. Lintégration de cette équation
i

conduit a P = + Py. La constante d’intégration Py peut étre fixée par la condition
K2 [ 3\%/3
P(n=0)=0, soit Py = 0. Finalement, nous trouvons P = 20m (;) n/3,
m

3
L’énergie interne peut se calculer par la théorie de la cinétique des gaz, U = %Jvzf(i’)d% = EPV'

ou par l’équation fondamentale de la thermodynamique U = —PV + uN. Aprées simplification, nous
3 h2/3 2/3

obtenons U = V——(—) n>3.
40 m \n

54



Chapitre 5

Systemes multi-phasiques et transitions
de phases

5.1 Ferroélectricité (janvier 2012)

Certains cristaux dits ferroélectriques développent une polarisation électrique macroscopique méme en
I’absence de champ électrique en dessous de la température de Curie T . Nous supposerons que la transition
de phase peut étre décrite par la théorie de Landau. Nous admettrons que I’énergie de Gibbs a pression
ambiante et pour des températures T voisines de la transition est donnée par

G(P,T) = Go(T) + 5(T - TP + 2@4
ou a et b sont des constantes positives, P estla polarisation et Go(T) représente I’énergie de Gibbs en I’absence
de polarisation.
(a) Représentez schématiquement G(@D, T) en fonction de F pour T>TeetT<Tc.
(b) Calculez la polarisation du cristal a I’équilibre thermodynamique en fonctionde T .
(c) Exprimez l'entropie du cristal a I’équilibre en fonction de T et montrez que la transition est du

deuxiéme ordre.

(a) L'énergie de Gibbs se présente sous la forme suivante (avec Gy pour origine) :

G(P,T) T>T

c
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(b)

L'énergie de Gibbs est minimale a 1’équilibre. Pour une température T donnée, la fonction G(@D,T)

d ; 3 2
présente un minimum si (ﬁ) = 0 soit A(T - TC)@+ v = 0, et [a—ci] >0.Si T >Tg, la seule
T dJ Jr

solution est & = 0 : le cristal n'est pas polarisé. Si T < T, la fonction G(@D, T) présente deux minima

Tc-T
donnés par P=x %.
JG P2 JdG
Lentropie est donnée par S = _(ﬁ)@ =S50- %ga ,ou Sy = —(a—TO)gb est I’entropie du cristal en
I’absence de polarisation : si T > T, & = 0 donc nous avons bien S = Sp. Si T < T¢, 'entropie est égale
5 2
asS=5- ;@3 =Sp- Z_b(TC —T). Remarquons que S < S : 'entropie est plus basse car le cristal est

2

9T ~  9T2
est du deuxiéme ordre (discontinuité dans la dérivée seconde d’un potentiel thermodynamique, en
l'occurence G).

plus ordonné. L'entropie est continue en T = T mais pas sa dérivée donc la transition
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5.2

Surfusion du phosphore (aotiit 2013)

Un récipient calorifugé a la pression atmosphérique contient une masse m de phosphore surfondue a une
température T; inférieure a la température de fusion Ty,s. Apres avoir agité le récipient, le phosphore liquide
se solidifie entierement. La température finale a I’équilibre est Ty < Tpys.

(a)
(b)

Décrivez la nature de la transformation en justifiant votre réponse.

Apres avoir rappelé la définition de ’enthalpie, montrez que celle-ci reste constante au cours de cette
transformation.

Exprimez la température Ty en fonction de ’enthalpie massique de fusion {f,, des capacités calori-

fiques massiques cg) du phosphore liquide et cg) du phosphore solide. Les coefficients €, cg) et cg)

seront supposés indépendants de la température.

Calculez la variation d’entropie au cours de cette transformation.

La transformation est spontanée donc irréversible.

L’enthalpie est définie par H = U + PV. Sa variation entre 1’état initial et 1’état final est donc donnée
par AH = Hy —H; = Uy —U; + P V; —P;V;. Or d’apres le premier principe, AU = Q+ W (cette relation est
valable que la transformation soit réversible ou non). La solidification se déroule a pression extérieure
constante (transformation monobare) donc le travail échangé est W = —P,,AV. De plus, le récipient
est calorifugé donc Q = 0. Enfin, I’état initial et I’état final étant des états d’équilibre nous devons avoir
P; = Peyy = Py. Par conséquent, AH = W + P, ( AV = 0.

Puisque l’enthalpie est une fonction d’état, nous pouvons calculer sa variation le long de n'importe
quel chemin thermodynamique. Considérons le chemin réversible suivant : refroidissement du liquide
de T; a Ty, puis solidification a Ty et enfin refroidissement du solide de Tgys a Ty. La variation
d’enthalpie est donc donnée par

!
AH = mc;)(Tfus = T;) — mlpys + mcgj)(Tf = Ttys) = 0.
Nous en déduisons que la température finale est

I (
C}J)(Ti - Tfus) + CPS)Tfus + €fus

D

Ty =

L'entropie étant une fonction d’état, nous pouvons calculer sa variation le long de n’importe quel
chemin thermodynamique. Considérons le méme chemin réversible que dans la question précédente.
La variation d’entropie est donc donnée par

T l - T
AS = mcg)ln fus _ 4, Zfus +mc§§)ln f
Ti Tfus Tfus
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5.3 Transition ordre-désordre dans les alliages (aott 2016)

Des transitions de phase de type ordre-désordre ont été mises en évidence

expérimentalement dans des alliages comme le laiton (Cu-Zn) dont la struc- "
ture est représentée sur la figure ci-contre. a

En dessous d’une certaine température T, les atomes de cuivre et de zinc

tendent a se répartir de maniere ordonnée : les premiers occupant les sites
a du réseau cristallin, les seconds les sites  (I'alliage étant completement

ordonné a T = 0). A des températures T > T¢, chaque site est occupé indiffé- a "

remment par un atome de cuivre ou de zinc.
Considérons comme parameétre d’ordre de la transition P = 2p =1, 0up  désigne la probabilité pour
a a
qu’'un site a soit occupé par un atome de cuivre. Nous admettrons que 1’énergie interne U et ’entropie S

d’un alliage constitué de N atomes sont données par

U@ T,N) = Uy(T,N) + NaT”,

@ T,N)=8,(T, N)+kBN{log2——

(1+P)iog(1+ @)+ 1 @)bg(l_@)]},

ol a < 0 est une constante caractérisant les intéractions interatomiques et kg est la constante de Boltzmann.
N sera supposé constant par la suite.
(a) Que vaut le parameétre d’ordre ParT=0etaT> Tc?
(b) Montrez que So(T =0,N) =0.
(c) Montrez, par un développement limité, qu’au voisinage de T < T¢ 'entropie s’écrit approximative-
ment 5 .

s@ 1,N)~ SO(T,N)+kBN[log2— = - E]'

(d) Rappelez la condition d’équilibre thermodynamique d’un systéeme maintenu a température constante,
puis calculez Pa I’équilibre en fonction de T. Déduisez l'expression de la température de transition
Tc.

(e) Exprimez 'entropie de l'alliage a I’équilibre dans le voisinage de T = T-. Montrez que la capacité calo-
rifique présente une discontinuité a T = Tc. Que pouvez-vous en conclure sur l'ordre de la transition ?

(a) A T = 0, chaque site a est occupé par un atome de cuivre donc no=Tet P = 1. Au dela de la
a
température T¢, chaque site a est occupé soit par un atome de cuivre soit par un atome de zinc donc
p,=12eF =0
(b) Dans la limite T = 0, les termes en & dans I'expression de l’entropie s’annulent d’ou S(gb, T=0,N)=

So(T =0,N). Or d’apres le troisieme principe de la thermodynamique S(T = 0,N) = 0 d’ou la relation
recherchée.

(c) Le développement du premier terme logarithmique conduit a :

2 3 i N3 3 o
(1+P)log(1 + Py~ ( 1+@°[@° g gD—@D] ~P_ ga gi_giﬂﬂ_giﬂ;

2 3 3 4 2 3
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5
ou nous avons négligé les termes d’ordre supérieur ou égal a &’ En regroupant les termes, nous
obtenons finalement

1+@310g1+@3 +— -+ —.
Le développement du second terme logarithmique s’obtient aisément en effectuant le changement de

variable & — —@3, soit ) 3 4
(1 ga )log(1 - @ ER :

En ajoutant les expression des deux termes logarithmiques, nous trouvons la relation recherchée.

L’équilibre thermodynamique a température constante T est déterminé par le minimum de I’énergie
libre F = U — TS. En utilisant le résultat de la question précédente, nous obtenons

¢? @4]

2
F~Fy(T,N)+NaJ’ —kBTN[log2— S-=
avec Fo(T,N)=Uy(T,N)—TSy(T,N). La condition d’équilibre s’écrit

(aF

a_@“)m 0= 2Na@3+kBTN[@°+g; .

. . . . , 2a
Il est facile de se convaincre que la température de transition est donnée par T¢ = = En effet,
B

I’équation précédente peut alors s’écrire

@[M+@°z]:o.

T

Si T > T¢, la seule solution possible est P= 0. Pour T < T, il existe une autre solution donnée par

D’apreés les résultats obtenus aux questions (c) , nous trouvons pour T < T¢
3Tc-T
S(P, T,N) ~ So(T,N) + kyN|log2 - ==~ |.
2 Tc

Lentropie varie de maniere continue a la transition en T = T, mais pas sa dérivée premiere puisque
pour T > T¢,
( aS ) B ( dSo )
T )pNy \IT Iy

95\ (%) ,3kN
IT|py \OT |y 2 Tc'

JF
En se rappelant que S = _(ﬁ) , nous en déduisons que la transition est du deuxieme ordre (dis-
N

continuité dans la dérivée seconde d’un potentiel thermodynamique, en l'occurence F). La capacité

tandis que pour T < T,

calorifique donnée par C =T (ﬁ) présente une discontinuité a la transition.
N
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5.4

Un gaz contenu dans une enceinte fermée est partiellement dissout dans un solvant
liquide comme illustré sur la figure ci-contre. Nous admettrons que le potentiel chi-

Loi de Henry (janvier 2013)

mique du gaz dissout est donné par gaz

X
pdis(T, P, X) = pais(T, P, Xo) +kBT1nX_0

ou kg est la constante de Boltzmann, X représente la fraction de gaz dissout et Xy une | gaz djssout

fraction de gaz dissout pour une solution de référence.

(a)
(b)
()

(a)
(b)

Dans quelles conditions les molécules du gaz sont-elles en équilibre avec les molécules dissoutes dans
le solvant?

Montrez qu’a 1’équilibre des phases, une variation infinitésimale dP de la pression a température
constante s’accompagne d’une variation dX de la fraction de gaz dissout.

En supposant que le gaz soit parfait et que les molécules de gaz dissoutes occupent un volume négli-
geable, montrez que X = XoP/P, ou P, est la pression a I’équilibre de la solution de référence.

L'équilibre des phases s’écrit pga, (T, P) = pqis(T, P, X).

Ecrivons I’équilibre pour une température T, une pression P + dP et une fraction X + dX :
Hgaz(T, P +dP) = pgis(T, P +dP, X + dX).

Développons cette relation au premier ordre :

J dis
ﬂgaz(Tfp)_"vgazdP:l/ldis(TJPJX)+vdisdP+( gX )Tde

. Igar Ipdis . . ; .
OU Vgay = et vgis = représentent respectivement le volume occupé par une molé-
T T,X

Jap JdpP

cule dans la phase gazeuse et le volume occupé par une molécule dans le solvant. D’apres I’équation
obtenue au (a), I’équation précédente se simplifie sous la forme

dIn(X/X,)

X ax.

(Vgaz —Vgis)dP = kgT

. kgT TP .
Pour un gaz parfa1t, vgaz = BT En supposant que Vgaz > V4is, NOUs pouvons 51mp11ﬁer ]’equathl’l

d1In(X/X X
%d?{ Par intégration, nous obtenons InP = In - +C,ouC
0

est une constante. Or par définition, P = Py pour X = Xy donc C = In F,. Finalement, nous trouvons

T
obtenue au (b) : kBTdP ~ kgT

P
In P—O =In X—O soit encore P = Pyln X—O
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5.5 Transition ferroélectrique dans le titanate de baryum (janvier 2017)

A des températures suffisamment élevées, le titanate de baryum
(BaTiO3) est constitué d’un cristal cubique dont les ions baryum sont
disposés aux sommets d’un cube, les ions oxygene au milieu des faces
et les ions titane au centre du cube comme l’illustre la figure ci-contre.
Le matériau se comporte comme un paraélectrique : la polarisation élec-

trique est nulle (@3 = 0) en I'absence de champ électrique appliqué.

En dessous d’une certaine température T, le titanate de baryum de-
vient ferroélectrique : il présente spontanément une polarisation élec-
trique (@3 # 0) induite par un déplacement des ions de baryum et de
titane par rapport aux ions oxygéne comme indiqué sur la figure. La

polarisation I@l est d’autant plus grande que la température est basse.

Nous admettrons que 1’énergie libre du matériau a pression ambiante et pour des températures T voisines
de T¢ est donnée par

6@, 1)=Go(T) -EF+ (T - )P’ - Z@ﬂ N %@6

ou E désigne le champ électrique, Pla polarisation, et Gy(T) I’énergie libre en 1’absence de polarisation. Ty,
a, b et c sont des constantes positives.

(a) Apres avoir rappelé la définition de P, justifiez ’existence d’une polarisation électrique dans la phase
ferroélectrique.

(b) Trouvez une relation entre le champ électrique et la polarisation lorsque le matériau a atteint un état
d’équilibre thermodynamique. Montrez que dans la phase paraélectrique, la susceptibilité diélectrique

(loi de Curie-Weiss).

X. du matériau varie comme T
— 1o
Dans la suite, nous supposerons que E = 0.
2

(c) Exprimez la polarisation en fonction de la température T et montrez que T¢ = T + Toc
ac

. ; ap2 ,
(d) Montrez que l’entropie est de la forme S(ga, T)=S¢(T)- EQD . Que pouvez-vous en conclure sur l'ordre
de la transition?
(e) Déterminez la chaleur latente de cette transition.

(f) Calculez la capacité calorifique Cp a pression constante et montrez qu’elle présente un comportement
singulier a la transition.

(a) La polarisation électrique est définie par P = J dV p(r)7, ou p(7) désigne la densité de charge élec-
1%

trique au point 7. Au dela de Tc, les distributions de charges positives et négatives se compensent. En
effet, une maille élémentaire du cristal contient en moyenne un ion titane de charge 4+, un ion ba-
ryum de charge 2+ (chaque sommet du cube contribue pour 1/8 car il est partagé par 8 cubes voisins)
et trois ions oxygene de charge 2— (chaque face contribue pour 1/2 car elle est partagée par 2 cubes
voisins). La maille est donc électriquement neutre. Au dela de T, les barycentres des charges positives
et négatives sont situés au centre de la maille. Ce n’est plus le cas en dessous de T¢.

(b) L’énergie libre est minimale a I’équilibre. Pour une température T donnée, la fonction G(gb, T) présente

G
un minimum si () =0d’ou
T

oF
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E=a(T-Ty)P P + P

La susceptibilité est définie par x, = , V désignant le volume du matériau. D’apres la relation

€0L7E
précédente, nous trouvons

QED = o(T = Ty) - bF + F*,

Dans la phase paraélectrique, P =0 dou

1

Xe= aeo\/(l"—-Tb)

En l'absence de champ électrique, ’équation d’équilibre se réduit a

o(T-T) PP + P = 0.

) 2 2 .
Une solution triviale est & = 0. Nous pouvons obtenir les autres solutions en posant X = ‘i L’équation
précédente se réduit alors a une équation du second degré. Par symétrie, si & est une solution alors
~& I’est aussi. Les solutions positives possibles sont données par

P _ b+ /b2 —4ac(T - Ty)

2c

Ces solutions ne sont physiques que si les facteurs dans les racines carrées sont positifs. En particulier,
b? —4ac(T-Ty) >0

soit

avec

Nous pouvons donc réécrire

N L Vaac(Te—T)

2c

La solution &_ n'existe que si
b>/4ac(Tc-T),

soit
T>T,.

Cependant, cette solution est a exclure car elle correspond a un maximum de G. En effet,

G 2 4 b
T2 —aT-Ty) =369 +5F, = da(Te - T)| 12 ———|.
[a@i]T e )(1+ 4ac<Tc—T>]

62



(f)

Donc

2
),

2
73| _,
8@1 T
I1 est également possible de s’en convaincre physiquement en remarquant que P_ est maximale a T =

Tc et diminue lorsque la température baisse, en contradiction avec l’expérience (et en contradiction
avec le fait qu'un systeme tend a étre plus ordonné a basses températures).

Remarquons que la solution FP=o représente un minimum de G pour T < T puisqu’alors
( 9°G
2

oF

Cependant, cette solution n’est qu'un minimum local. Le vrai minimum de G est atteint pour P= @1 :

] Za(T—To)SO.
T

¢@.,T)-cP=0,T)= ., T)-Gy(T) = @i(g(T S Ty) - sz@i) <o0.

Finalement, la polarisation dans la phase ferroélectrique est donc donnée par

P_P b++/b% —4ac(T - Ty)

2c

La polarisation varie de maniére discontinue a la transition, passant de @ =0aT>Tc, a @3 = 5% a
c
T =Tc.

JdG 2 dG
L'entropie est donnée par S = —( ) =So— %@ ,ou Sy = _(8_’1"0)@3 est 'entropie du matériau en

T |p
I’absence de polarisation. Remarquons que l’entropie est plus basse dans la phase ferroélectrique car
le matériau est plus ordonné. Puisque & varie de maniére discontinue a la transition, il en est de méme
de l'entropie donc de la dérivée premiere de G. Par conséquent, la transition est du premier ordre.

La chaleur latente libérée lors de la transition de la phase paraélectrique a la phase ferroélectrique est
donnée par

LlTC 2 abTC
= TeAS = =C0° = :
=z ¢ 2 4c

La capacité calorifique a pression constante est définie par

Cr = (Z_g)zv - T(g_;)l,'

En utilisant les résultats des questions précédentes, nous trouvons

dS .
Cp = T(a_;)v =C) si T>Tc,

a aT
Cp=COy 2“7 i T<T-.
P \/:4\/TC—T osc

La capacité calorifique Cp varie de maniére discontinue a la transition et présente une divergence.
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5.6 Théorie de Landau des matériaux antiferromagnétiques (janvier 2014)

Dans un matériau antiferromagnétique, le réseau cristallin peut étre décomposé en deux sous-réseaux
- —
d’ions possédant chacun une aimantation différente. Ces derniéres, notées cMD et cMQ , sont dirigées selon une
1 2 d

méme direction, choisie comme axe z. L'aimantation totale du matériau est donnée par Mo = cMDl + cMDZ, ou

selon l'axe z : lD = cMDl +cM92. En l'absence de champ magnétique extérieur, I’énergie libre de Gibbs pour une
température T et une pression P est approximativement donnée par

G (T, 2,d01,05) = Go(, P) + (74 o) (6 403 ) & (A6 4463 + 52l

ou a, B, y et T sont des constantes positives caractéristiques du matériau.
(a) Rappelez la condition d’équilibre thermodynamique d’un systéme maintenu a température et pression
constantes. Déduisez que ’'aimantation du matériau est nulle a I’équilibre.

(b) Apreés avoir exprimé G en fonction de cMQO = cMDl = —cMOz, calculez olVbo en fonction de T et des caracté-
ristiques du matériau.

(c) Montrez que l’état cMOO = 0 est instable en dessous d’une certaine température Ty, dite température de
Néel, que vous déterminerez. Précisez la valeur de JV(DO dans 1’état stable.

(d) Calculez I'entropie du matériau a I’équilibre, puis sa capacité calorifique a pression constante en dis-
tinguant les cas T < Tyy et T > T. Que pouvez-vous en conclure sur l'ordre de la transition antiferro-
magnétique?

(a) L'énergie libre de Gibbs est minimale a 1’équilibre thermodynamique d’un systéme maintenu a tem-
dG

T1,2,0, 90M92

= 0. D’ou nous trouvons
7,240,

pérature et pression constantes, soit

JdG
a0,
3
OC(T + TQ)LMOl + ﬂchl + 7/0‘“92 = 0
3
CK(T+T0)0M92+[JJQMDZ+7/JV© = 0.
En sommant membre a membre, nous obtenons c\/b[ (T +Tp) +/3( \/b —J/(Q] J/bz +c\/b )+7/] = 0. Or

2 2
o\/bl —d\/blcklbz + o\/bz > 0 donc la seule solution est {0 = J/bl + o\/bz =0

2 4 JG

(b) (T P,db ) Go(T,P)+[a(T + Ty) - 7/]0\/(90 + EC‘MDQ. A T’équilibre, =0 . Nous trouvons deux
2 a0y 7 p
2 —a(T + T,
solutions : M0y = 0 ou M0y = )/CY(ﬁo)_

(c) La deuxiéme solution n’existe qu’en dessous de la température Ty = Y_ Ty. Dans ce cas, I’état stable

a

v-T

correspond a J/bo ==+ a(]\;) : les aimantations J/bl et c\/bz des deux sous-réseaux sont anti-

paralleles.

(d) A I’équilibre, CMDO est une fonction de T donc I’énergie de Gibbs ne dépend que de T et de P d’ou

JdG G
dG =VdP —-SdT. Par conséquent, I’entropie est donnée par S = 57| En notant Sy = _TTO , NOus
P P
trouvons
2
S = So - acMDO T < TN
S =S T>Ty.
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La capacité calorifique s’obtient par I'expression Cp = T=—| d’ou

aT

o>
Cp = Co+ ?T T < Ty
Cp = CJ T > Ty,
0 dSo e N . R . s P
avec Cp = o7 | La dérivée premiere de G est continue a T = Ty mais pas sa deuxiéme dérivée. La
P

transition antiferromagnétique est donc du deuxiéme ordre.
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5.7 Thermodynamique de la supraconductivité (janvier 2016)

En 1911, le physicien néerlandais Heinke Kamerlingh Onnes et son collaborateur Gilles Holst décou-
vrirent que la résistance électrique du mercure s’annule en dessous de T, = 4,2 K. Il observéerent un phé-
nomene similaire pour d’autres matériaux dits supraconducteurs. En 1933, les physiciens allemands Walther

Meissner and Robert Ochsenfeld remarquerent qu'un champ magnétique B ne peut pénétrer a 'intérieur
d’un supraconducteur : un échantillon initialement a une température T > T, est pénétré par le champ ma-
e . . . . Z . 7’ =2 2
gnétique; mais une fois refroidi en dessous de T,, le champ magnétique y est expulsé (B = 0 dans le supra-
conducteur).
A *.(7)

S

normal

La supraconductivité est détruite lorsque l'excitation magnétique e (O)
excede une certaine valeur dont la dépendance en température est don- ~ *

2
T
née empiriquement par la relation %C(T) = 8’85(0)[1 - (?) ]

c

Le diagramme de phases d’'un matériau supraconducteur est résumé

) X supraconducteur
sur la figure ci-contre.

0 T,

. 7 7’ 4. z . = 4
Un long barreau indéformable de volume V est placé dans un champ magnétique extérieur B, créé par
un solénoide entourant le barreau. L'aimantation du barreau dans la phase normale sera supposée nulle.

—

By
L'excitation magnétique a l'intérieur du barreau est donnée par g‘@ = —, ol yg est la perméabilité magnétique
Ho

du vide. Les variables caractérisant I’état thermodynamique du barreau sont donc T et g‘@

(a) Montrez que la ph_?se en équilibre a T et g'_e données est celle qui minimise le potentiel thermodyna-
mique F = F — v B, ol F est I’énergie libre. Soient Fy et Fg les potentiels des phases normale et
supraconductrice respectivement. Le matériau sera donc supraconducteur si (T, g—)‘g < In(T, BT)@

(b) Rappelez la définition de l'excitation magnétique H‘@ Montrez que dans la phase normale, le champ
magnétique pénetre completement dans le barreau de sorte que B = B,.

(c) Montrez que dF = -SdT - VB. dgﬁ ou S désigne l'entropie du matériau, puis calculez les variations

Fu(T0) = Fu(T,0) et 7(T, )= 7(T,0).
(d) Que vaut Fg( TB‘B
(e) Etablissez la relation suivante : F5(T, g’@ - (T, 9'@ = —Vﬂo (Hﬁ g‘g )

(f) Montrez que la chaleur latente de la transition est donnée par ZN=%(T) = ;AOVT’(}@C . Que pouvez-

d T
vous dire de 'ordre de la transition ?

(a) L'énergie libre est définie par F = U — TS , ou U est I’énergie interne et S 'entropie. La variation du

potentiel thermodynamique a T et gﬁ données est donc donnée par AF = AU-TAS- Vg@ AB.D’ apres le
premier principe AU = Q+ W. Sachant que le volume est fixe (barreau indéformable), et que le travail
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(d)
(e)

(f)

électromagnétique est donné par W = V%-Aﬁ, la variation d’énergie interne est finalement donnée par

AU =Q+ vd0-AB. Par ailleurs, le deuxiéme principe implique que Q < TAS. Donc AF = Q-TAS <0.
P B

L'excitation magnétique est définie par B’@ = — —qR, ou m est l'aimantation. Dans 1’état normal, m =0
Ho

» B 1 B L
donc == or =22 donc B = By.
Ho Ho

Considérons une transformation réversible. La variation d’énergie interne s’écrit dU = 0Q + OW =

— —
TdS+ V- dB Dot dF = -SdT - VB dd. Puisque cette relation ne fait intervenir que des variables
d’état, elle reste valable pour une transformation infinitésimale quelconque. En intégrant cette équa-

tion a température fixée pour des excitations magnétiques variant de 0 a B’@, et en considérant que

B= P[OB’@ dans I’état normal et B = 0 dans 1’état supraconducteur, nous obtenons }"N(T,B’@) - FN(T,0) =
1 2 10

—EVVOBL@ et (T, 80) - %(T,0) = 0.

— — —.

Lorsque &= B‘@C, la supraconductivité est détruite. Par conséquent, nous avons }—S(T,g‘ec(T)) = ]:N(T,g'@C(T)).

— -

D’apreés les résultats obtenus précédemment, nous avons Fg (T,g’@) =F(T,0)=Fg (T,g’@C(T)) = ]—"N(T,B’EC(T))

V,gﬁ

ddt
L = Ho VTQ‘@C—C, Pour une température T < T,
v.de T

La chaleur latente de la transition est définie par EN”S(T) = T(Sg— Sn)- Or Sy = —( et

d d(Fs —

SS:—(ﬁ) _,doncqus(T):_T(M
aT |, % o aT

la transition de phase lorsque X = B’@C(T) s’accompagne d’une chaleur latente, autrement dit d’une

discontinuité de la dérivée premicre du potentiel F par rapport a T. La transition est donc du premier

ordre. A T = T,, nous avons B@C = 0 donc la chaleur latente s’annule. La transition est donc d’ordre
supérieur. Il est possible de montrer que la dérivée seconde du potentiel 7 par rapport a T varie de
maniere discontinue : la transition est donc du deuxiéme ordre.
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5.8 Formule de Rankine pour la pression de vapeur saturante (aout 2017)

Le physicien et ingénieur écossais William Rankine (1820-1872) proposa la formule empirique suivante
pour la pression le long de la courbe de coexistence liquide-gaz loin du point critique :

B
InPy(T)= A~

ou A et B sont des coefficients positifs.

(a) Rappelez la définition du point critique.

(b) Exprimez la condition d’équilibre des phases pour un corps pur.

(c) En considérant deux points infiniment proches (T,P) et (T +dT, P + dP) sur la courbe de coexistence
dPy Pl
dT T (vg—vy)
la chaleur latente de la transition liquide-gaz (qui sera supposée indépendante de la température), s,

et s¢ les entropies par particule du gaz et du liquide, et v, et v, les volumes par particule du gaz et du
liquide.

Py(T), démontrez I’équation de Clausius-Clapeyron : ,ou F8=T (sg —s¢) désigne

(d) Rappelez la définition du point triple de pression P et de température Ty. Montrez qu’a son voisinage,
la pression de vapeur saturante Py (T) est approximativement donnée par la formule de Rankine, avec
des coefficients A et B que vous déterminerez. Vous supposerez pour cela que le gaz est parfait et que
Ve K Vg

(a) Par définition, la distinction entre les phases liquide et gaz disparait au point critique.

(b) L'équilibre des phases est déterminé par l’égalité des potentiels chimiques py(T,P) = py(T, P) aux
mémes température T (équilibre thermique) et pression P (équilibre mécanique).

(c) Considérons un point infiniment proche (T +dT,P + dP) sur la courbe de coexistence. La condition
d’équilibre s’écrit po(T +dT,P +dP) = pg(T +dT,P + dP). En développant cette identité au premier
ordre, nous obtenons

dpe dpe B Ipig Ihg
l/lé"‘(a,r)p‘N dT+(8I) . dp—‘llg'f'(a,]_‘ . dT+(aP . dP

ou toutes les quantités sont maintenant évaluées en (T, P). Par ailleurs, nous avons montré au cours
d d
(cf. syllabus) que hidad =-set i =v. La condition d’équilibre en (T + dT, P + dP) se réduit
T |p IP ).
ainsi a
—s¢dT +vgdP =—s,dT + vy dP.
L’équation de Clausius-Clapeyron s’en déduit aisément en regroupant les termes.

(d) Le point triple désigne la coexistence des trois phases solide, liquide et gaz. En approximant v, — vy =

. . . dP(/) Ftosp
vy = kg T/P, I’équation de Clausius-Clapeyron devient —— =

T - kT2 L’intégration de cette équation
B

conduit a la formule de Rankine avec les coefficients
gfeg 5 gfag
kgTy ’ kg

A:hlpo-i-
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5.9

Le carbone a I’état solide existe sous différentes formes appelées varié-
tés allotropiques comme l’illustre la figure ci-contre. Certaines ont été
synthétisées en laboratoire, telles que les fullerénes (d), (e), (f) et les
nanotubes (h). Les structures cristallines présentes naturellement sur
Terre sont principalement de deux sortes : le diamant (a) et le graphite

(b).

Ces deux variétés allotropiques seront supposées incompressibles.
Dans les conditions ambiantes de température Ty = 25° C et de pres-
sion Py = 10° Pa, les potentiels chimiques du graphite et du diamant
vérifient ,ug < ,ug, et leurs volumes par particule sont tels que v; < v,.

(a)

(b)

Allotropie du carbone (aotut 2018)

9

Montrez que I’état d’équilibre thermodynamique d’un corps pur a température et pression fixées cor-
respond au minimum de I’énergie libre de Gibbs. Expliquez pourquoi le diamant ne peut étre que
métastable dans les conditions ambiantes.

Montrez que la variation du potentiel chimique y d’un corps pur lors d’une transformation infinitési-
male est donnée par la relation de Gibbs-Duhem : dy = —sdT +vdP, ou s = S/N désigne I'entropie par
particule et v = V/N le volume par particule.

En utilisant une relation de Maxwell pour 1’énergie libre de Gibbs, montrez que I'entropie d’un solide
incompressible est de la forme S = s(T)N, ou l'entropie par particule s(T) est une fonction uniquement
de la température.

T

En appliquant le deuxiéme principe de la thermodynamique, établissez la relation s(T) = sg+cy In (? ),
0

ou ¢y désigne la capacité calorifique par particule (supposée indépendante de T), et sy l’entropie par

particule dans les conditions ambiantes.
En utilisant une relation de Maxwell pour 1’énergie libre de Helmholtz, déduisez de la question (c) que
la pression P d’un solide incompressible est indépendante de la température.

Montrez que sous certaines conditions de pression et de température que vous déterminerez, le gra-
phite peut en principe étre transformé en diamant.

L’équilibre d’un corps pur a T et P constantes a été traité lors des séances de travaux pratiques. Il
faut remarquer que ’énergie de Gibbs s’écrit G = uN. Pour un nombre fixe de particules, I’état stable
correspond donc au minimum de y. Puisque ,ug < Y, le diamant n’est pas I’état d’équilibre thermody-
namique stable dans les conditions ambiantes. Il est donc métastable.

La relation de Gibbs-Duhem a été démontrée en cours (cf. syllabus).

. dS A% . S .
La relation de Maxwell est | =— =—|== = 0 puisque le volume d’un solide incompressible
IP ),y T |p y
est invariant. L'entropie ne peut donc dépendre que de T et N. Or I'entropie est une fonction d’état
extensive. Par conséquent, ’entropie est nécessairement de la forme S = s(T)N.

Puisque S est une fonction d’état, nous pouvons calculer sa variation le long de n’importe quelle trans-
formation menant du méme état initial au méme état final. Choisissons alors une transformation ré-
versible isochore. D’aprés le deuxiéme principe, la variation d’entropie lors d’une telle transformation

o } aT
infinitésimale est donnée par dS = TQ Or 60Q =CydT avec Cy =cyN,douds = CVT L'intégration

conduit a la relation recherchée.
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) JP dJS
(e) La relation de Maxwell est (ﬁ)VN = (W

d’apres la question (c). Donc P ne peut dépendre que de V et N mais pas de T.

) = 0 puisque l'entropie est indépendante du volume
T,N

(f) En intégrant la relation de Gibbs-Duhem avec les résultats obtenus précédemment, et en notant cg et
cgq les capacités calorifiques par particule du graphite et du diamant, nous trouvons

T
0 0
]lg(T,P) = i,{g +1/g(P —Po) —Sg(T - T()) + CgT[l —ln(ﬁ)]

p#a(T,P) = pS +vy(P - Py) —s)(T - T0)+ch[l —1n(T1)].
0

Le graphite est thermodynamique instable si pg(T, P) < pg (T, P), soit

"3"‘3””‘%)“’-1’0)f<52—s§><T—To>—<Cd—cg>r[1-ln( % )]

La synthese artificielle de diamant fut réalisée pour la premiere fois dans les années 1950 sous hautes
températures, typiquement T = 1700 K. Cela nécessite de tres hautes pressions. En effet, nous pouvons
réécrire I'inégalité précédente sous la forme

P>P, +{y2 — pg+ (T = To)(sg —s9) +(cq —cd)T[ln(TZO - 1)]}(vg—vd)1-

Estimons le membre de droite a partir des données thermodynamiques sur les allotropes du carboneEl
avec Ty = 298 K, Py = 1 bar= 10> Pa : ]/lg —,ug =2.9x 103 J mol™! (enthalpie libre de formation notée

AfGO), 52 =2,4] mol™! K1, sg =5,7 ] mol~! K1, g =85] mol™! K™! ¢; =6,1 ] mol™! KL. Les
volumes molaires s'obtiennent a partir des masses volumiques p; = 3,5 g cm ™ et Pg=22¢g cm™3 par

les formules vy = M/p, et vy = M/pg avec M =12 g mol~! la masse molaire du carbone. Nous trouvons
qu’il est possible de transformer du graphite en diamant pour des pressions

P>5,2x10%P,.

1. John R. Rumble, ed., CRC Handbook of Chemistry and Physics, 99th Edition (Internet Version 2018), CRC Press/Taylor & Francis,
Boca Raton, FL. http://hbcponline.com
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5.10 Transition nématique-isotrope dans les cristaux liquides (janvier
2019)

Les cristaux liquides sont constitués de molécules en forme de batonnets / \ /
orientés de maniére isotrope, comme illustré sur la figure (a). Cependant, / \ — |
une transition vers une phase dite nématique est observée en-deca d’une - \
certaine température critique T, : les batonnets ont alors tendance a s’aligner \ / \

le long d’'un méme axe z, comme illustré sur la figure (b).

z

Lorientation d’un batonnet est repérée par les angles 6 and ¢ comme indi-
qué sur la figure.

Soit f (6, ¢)sinOdOd ¢ la probabilité de trouver un batonnet dont la direction
est comprise entre les angles 0 et 0 +d0, ¢ et ¢ +d¢.

(a) Justifiez que f (0, ¢) est constante dans la phase isotrope et déterminez cette constante.

am

batonnets sont parfaitement alignés, 6(0) etant la distribution de Dirac. Déterminez la constante de
proportionalité.

(b) Justifiez que (6, ¢) est proportionnelle a dans le cas limite de la phase nématique ou tous les

1
(c) Montrez que 1 = 5 J:[dq')de sin@f (0, $)(3cos’> O — 1) est un paramétre d’ordre de la transition en cal-
culant sa valeur dans les deux cas précédents.

Au voisinage de la transition, I’énergie libre de N batonnets a la température T est approximativement
donnée par
T Na (Tp\?
F(N,T,n) = Fo(N,T) +Na(1 - ?0)172 4 7“ (?0) n’,
ou a et T sont des constantes positives.

(d) Rappelez la condition d’équilibre thermodynamique d’un systéme a N et T fixés.

(e) Calculez la valeur d’équilibre du parameétre d’ordre en fonction de T. Montrez que plusieurs solutions
existent lorsque T est inférieure a une température T, que vous préciserez.

(f) Déterminez la valeur de 7 correspondant a I’équilibre stable.

(g) Montrez que l'entropie S(N, T) varie de maniere continue a I’équilibre en T = T,. Que pouvez-vous en
conclure sur l'ordre de la transition?

(a) Dans la phase isotrope, toutes les directions sont équiprobables. Par conséquent, f(6, ¢) ne peut dé-
pendre des angles. Posons f(60,¢) = fy. Par définition, la somme des probabilités doit étre égale a 1,
or

27 T 27 e
J. d(/)J dQsian(Q,(f)):foj d(j)f dOsinO =4nfy=1dou fy = —
0 0 0 0

(b) Sitous les batonnets sont parfaitement alignés selon ’axe z (0 = 0), la probabilité de trouver un baton-
net dans une direction différente doit donc étre nulle. Cette propriété est contenue dans la distribution
de Dirac 6(0). La condition de normalisation de f(6,¢) impose I'introduction du facteur 1/sin6. Po-

o(0
sons f(60,¢) = f (—6) L’intégrale est alors convergente et vaut :

21 27
L d(f)J; d@sin@f(@,(f)):flj; dq)J; doso(0)=2mnf; =1dou f; = —

71



1
(c) Dans la phase isotrope avec [0, ¢) = s le calcul de # s’effectue comme suit :

! 2nd(i)J- dOsinO(3cos’0—1) = 27{] dOsinO(3cos’ 0 —1)
T= 8 87 Jo
3 (7 1 ! "
:—f d0sin O cos? 6——j dQSinez— —~cos®0| —=|-cosO| =0.
1), 1), 4 3 , 4 .
A 0(0)
Dans la phase nématique avec f0,¢) = Fmsing’ MOUS obtenons

21 27 g )
n= 471J d(pf d65(0)(3cos’0—1) = 47'(_[- d0o(0)2 :J(; doo(0) =

Ceci montre que # est bien un parametre d’ordre de la transition : il est nul dans la phase désordonnée
(isotrope) et vaut 1 dans la phase parfaitement ordonnée (nématique).

(d) L’équilibre thermodynamique d’un systeme a N et T fixés correspond au minimum de son énergie
libre de Helmholtz F.

(e) Recherchons les extremas de 1’énergie libre avec la condition
JF To\ 3 5 Ty
=2nNal|l-— Na =0.
wr ”( T ) 2l ( T )

o
L. . . , . , 4T T
Il est évident que 1 = 0 est toujours une solution. L'autre solution est donnée par 1 = - —(1—-—|.

3T, Ty
Puisque le parametre d’ordre 1 doit étre positif ou nul d’apres sa définition, cette seconde solution
n’existe que si T < Ty. Nous en déduisons que Ty est la température critique de la transition.

(f) Pour qu’une solution soit physiquement acceptable, elle doit correspondre a un minimum de F (équi-

’F d°F To Ty \?
libre stable), autrement dit elle doit étre telle que —— >0.0r =— = 2Na(1 - )+317Na(—) .
n?ln 2y T T
Considérons les deux solutions obtenues précédemment
2 TO
Nous avons — 52 = 2Na(1 - T) Donc cette solution correspond a un minimum de F si T > Tj.
n
4T T
3T,\ T,
J’F T, 4T T Ty \ T, To T
N 22| =2Na[1-2)+3=—(1-=—|Na[2) =2Na[1-2 1- —|Na=
ous YOS 02 ln ( T) 33T0( TO) “(T) “( T)+ T( TO) ¢
To T T
2Na(1 T ) +4Na (?O - 1) = ZNa(?O -1 ) Donc cette solution correspond a un minimum de F si
T < To.
, . e JF . o
(f) L’entropie est définie par S = — Frd . Remarquons que cette expression suppose que ’énergie libre
V.N

est calculée a I’équilibre. Dans le cas i)résent, il faut donc évaluer I"énergie libre en remplagant # par
sa valeur d’équilibre 7., en fonction de la température T, c’est-a-dire F(N,T) = F(N, T,14(T)), avant
de calculer S. Considérons les deux phases :

— T>T,

= So.

JoF
Dans ce cas, 17, =0 et F = Fg d’ou S = _(_0)

aT |,
— T<T0

. L'énergie libre a I’équilibre est alors donnée par

v

4T T

Dans ce cas, 17,4(T) = 5?0(1 - To
To\(4\2( T\ (. T\ Na/T,\2/43(T\ (. TV
F(N.T)= Fo(N.T) +Na(1 = 225 (TO) (1‘?0) 5 (7] 5) i 1‘?0)
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2 3
16 T(T T 32 T T
= Fo(N,T)+ —Nae | —1|[1- =] + 2ENa—[1- =
o)+ aTo(To )( )+ e (1 )
3
16 T
=Fy(N, T)——Na—|1
olN. T) 9 aTo( )
3
1 T T
_ro (N, T)— BNl (1o L),
27\,

JF
Calculons I'entropie S = —| = . Nous obtenons
aT ), N
3 2 2
16 Na T 16 T (-3 T 16 Na T 4T
S=So+—=—|1-= —Na—|=][1-=] =So+—==—(1-=] [1-=)
"7 To( To) 27 aTo(To)( To) "7 To( To) ( To)

Ceci montre que S = Sy lorsque T = Tj. Par conséquent, aucune chaleur latente n’est associée a
cette transition, qui ne peut donc étre du premier ordre (la dérivée premiere de I’énergie libre varie
contintiment). Le calcul des dérivées partielles de I’énergie libre d’ordre supérieur montrerait que
la transition est du troisieme ordre.
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Chapitre 6

Thermodynamique des systemes
dielectriques et magnétiques

6.1 Ascension d’un liquide paramagnétique (janvier 2015)

Une solution d’un sel paramagnétique de masse volumique p
constante est contenue dans un tube en U vertical. L'une des ex- N S n
trémités est disposée dans l’entrefer d’un électroaimant. i

L’établissement d’'un champ magnétique dans I’entrefer provoque
l'ascension du liquide d’une hauteur h par rapport au niveau
du liquide dans extrémité ot ne régne aucun champ, comme

l'illustre la figure ci-contre. t//

Nous supposerons que 1’aimantation m dans la solution est proportionnelle a 1’excitation magnétique X de

sorte que M = )(mg‘@ ou x,, > 0 désigne la susceptibilité magnétique de la solution. De plus, nous ferons
I’hypothése que x,, < 1.

N —
(a) Rappelez le lien entre I'induction magnétique B et I'excitation magnétique x. Que devient cette rela-
tion dans la limite x,, < 1?

(b) Donnez I’expression du travail associé a une variation réversible dv de ’'aimantation de la solution.

(c) Déduisez des deux questions précédentes que le champ magnétique induit une force volumique au

sein de la solution donnée par f; = ;iﬁ)Bz, ou pg est la perméabilité magnétique du vide.
Ho

2
m

(d) Montrez a l’aide de I’équation de I’hydrostatique )?V -VP=0 que P+pgz— Xz est constant en tout

point du liquide, z étant la coordonnée selon un axe vertical dirigé vers le haut. Calculez la hauteur h
du liquide en fonction du champ B et des autres paramétres du probléeme.

(a) B = po(1+ xm)d0~ podl

(b) 5W,, = B-di. = Bdm, la derniére égalité provenant du fait que I'aimantation est proportionnelle au
champ magnétique.
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(c) Nous avons m = )(W,BE ~ Xmp Donc SW,, = Xmpip = d(é(—mB2). Le travail peut ainsi s’exprimer

Ho Ho Ho
comme la variation d’une énergie potentielle 6W,, = —d&,,, avec &,, = —;—mBz. Or, par définition du
Ho
travail oW, = f,, - d¢. Donc f,, = —ﬁgm. La relation recherchée s’en déduit immédiatement.
2
(d) Comme ]?V =pg+ ;—mVBZ, I’équation de 'hydrostatique peut aussi s’écrire V(P +pgz— X2m ) =0.
Ho Ho

2
m

Autrement dit, P+pgz— X2

est constant en tout point du liquide. En calculant cette quantité sur les

surfaces libres du liquide et en remarquant que les pressions sont les mémes, nous trouvons finalement
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6.2 Susceptibilité magnétique des matériaux antiferromagnétiques (aout
2014)

Dans un matériau antiferromagnétique, le réseau cristallin peut étre décomposé en deux sous-réseaux
i N
d’ions possédant chacun une aimantation différente. Ces derniéres, notées cMDl et (MQQ, sont dirigées selon
A N
une méme direction, choisie comme axe z. 'aimantation totale du matériau est donnée par Jo = cMQl + :MDQ,
ou selon l'axe z : /0 = cMDl + vaz. En l'absence de champ magnétique extérieur, le matériau possede une
aimantation CMOO = (JVbl = —(M% non-nulle en dessous de la température de Néel Ty .

En présence d’un faible champ magnétique extérieur 5B dirigé selon l'axe z, I’énergie libre de Gibbs pour
une température T et une pression P est approximativement donnée par

G (T, 2,d01,03, B) = Go(, Py + ST+ To) (0] .03 ) & (465 403 0, 40, — (Ao 405 51

ou a, 8, y et T sont des constantes positives caractéristiques du matériau. Nous poserons cMDl = cMOO + 6cM91
et cMQ2 = —cMQO + 60M92, ou 60M91 et 6cM92 sont les aimantations induites par le champ magnétique 0B.

(a) Rappelez la condition d’équilibre thermodynamique d’un systéme maintenu a température et pression
constantes. Déduisez deux équations pour cMDl et J0,.

(b) En posant 0B = 0 dans les équations précédentes, établissez les expressions de I'aimantation cMDO et de
la température de Néel Ty .

(c) Déduisez des équations obtenues en (a) une relation approchée entre 5o = 5cM91 + 5cM92 et 0B. Vous
1 7 . o, 7 3 3 2
utiliserez pour cela le développement limité (MQI + <M92 ~ 30M906cM9.

0
(d) Calculez la susceptibilité magnétique du matériau x,, = fo—sp- en fonction de la température en dis-

tinguant les cas T < Tyy et T > Tyy. Montrez que la susceptibilité magnétique est maximale a Ty.

(a) L’énergie libre de Gibbs est minimale a I’équilibre thermodynamique d’un systéme maintenu a tem-

JdG JdG
pérature et pression constantes, soit ——— =0, —_ = 0. D’ou nous trouvons
ac‘\/bl TP, Mo, ‘sz T,2,M0,
3
a(T + To)0; + g0, + o, —sB = 0

3
a(T + To)M0, + M0 + o, 5B = 0.
(b) En sommant membre a membre les deux équations précédentes pour 6B = 0, nous obtenons

QW[Q(T+TO)+ﬁ(cWDf—cM310MD2 +J/b§)+y] =0.

2 2
Or c\/bl —o\/blo\/bz +o\/bz > 0 donc la seule solution est f0 = o\/bl +c\/b2 = 0. Ces équations conduisent a

0((T+ To)Q‘MDO +ﬂ(,MDg +)/0MDO =0.

2 y—a(T +Ty)

Nous trouvons deux solutions : J/bo =0 ou CMDO = 3 . La seconde solution n’existe qu’en

Y

, , . a(Ty-T
dessous de la température Tyy = — —Tj. Dans ce cas, I’état stable correspond a c\/bo =+ oIy =T)
a

: les

aimantations c‘/@l et c\/bz des deux sous-réseaux sont anti-paralleles.
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(c) La relation recherchée s’obtient en sommant les deux équations trouvées au (a) :
2
[a(T +Tp) + 3805 + 7 |50 ~ 25B.
Ho

(X(ZTN + TO - T)

pour T > Ty . La susceptibilité magnétique est une fonction continue de T : elle est

(d) En utilisant les résultats obtenus en (b) et (c), nous trouvons x,, =

Ho
Xm=——"FTr 7
o ( T+2TN + TO)
une fonction croissante de T en-dessous de Ty, et décroissante au-dessus. Elle est donc maximale en
Ty-

pour T < Ty et
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6.3 Relation de Gibbs-Duhem pour les milieux magnétiques (aout 2012)

o
Un milieu magnétique d’aimantation MO constitué de N particules est plongé dans un champ Balatem-
pérature T. L'aimantation sera supposée alignée dans la direction du champ magnétique.

(a) Donnez l'expression du travail magnétique associé a une variation réversible infinitésimale 40 de
l'aimantation.

(b) Exprimez la variation infinitésimale dU d’énergie interne en fonction des variations dS de l’entropie,
dJ0 de aimantation et AN du nombre de particules.

(c) En invoquant la propriété d’extensivité de 1’énergie interne, démontrez la relation dy = —sdT — mdB
ou s = S/N désigne 'entropie par particule et m = MO/N Taimantation par particule.

(d) Alaide delarelation de Maxwell, montrez que le troisieme principe de la thermodynamique implique
om
lim|==] =0.
50 ( oT ) B
(a) oW = BddD.

(b) D’apres les deux premiers principes, nous avons dU = 0Q +0W +0C =TdS + Bdd0+ HdN.

(c) L'extensivité de I’énergie implique que U(/\S,/\c\/b, AN) = /\U(S,c\/b,N), quel que soit A. En dérivant
cette équation par rapport a A, puis en posant A = 1, nous obtenons :

U:(QU) S+(8U) J’b+(au) N:TS+BJ’@+;4N.
aS QMO,N ac\/b S,N 8N QMO,S

Apres différentiation et en utilisant la relation obtenue a la question précédente, nous en déduisons la
relation recherchée.

dT

(d) La différentielle du potentiel chimique étant exacte, nous avons la relation de Maxwell () =
B
(9;) . Or d’apreés le troisieme principe, lorsque la température approche du zéro absolu l’entropie
T

s e 12 . )z . . . m
tend vers zéro indépendamment des autres variables d’état intensives donc %IH})(QT) =0.
—
B
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6.4 Electrostriction (janvier 2013)

Un matériau diélectrique de volume V , est maintenu dans un état d’équilibre thermodynamique a une
température T et a une pression P. Plongé dans un champ électrique uniforme E, il acquiert une polarisation

électrique P alignée avec le champ électrique.
(a) Rappelez I’expression du travail électrique associé a une variation infinitésimale dF dela polarisation.

(b) En utilisant une relation de Maxwell pour la fonction thermodynamique (g = G-EF ot Gest I’énergie

(g_Z)T,P ) _(g]ms ’

(c) Le matériau est supposé homogene et isotrope de sorte que P = €ox.EV , ou g est la permittivité
diélectrique du vide et x, la susceptibilité diélectrique du matériau (supposée indépendante de E).
Montrez que lors d’une augmentation isotherme et isobare du champ électrique de 0 a E , la variation
du volume du matériau (phénomeéne d’électrostriction) est approximativement donnée par

AV 1 dx
oo (3
T

dans la limite AV/V < 1, k7 étant le coefficient de compressibilité isotherme (supposé indépendant
de E). Nous rappelons que log(1 + x) = x dans la limite x < 1.

libre de Gibbs, montrez que

(a) oW = EdF.
(b) D’apres les deux premiers principes de la thermodynamique, dU = 0Q +0W =TdS - PdV + EdS. Or
G=U-TS+PV dou d(g =-SdT + vdP -FdE. La fonction g a donc pour variables d’état T, P et E.

)

———| conduisent a la relation recherchée.
JPOE

Les dérivées croisées
T

(c) En remplacant P €ox.EV dans la relation obtenue a la question (b), nous trouvons :

8V) X, Xe [V X
— :—GOEV[( ) + === =e)EV|xrx.—| =+ .
(aE T.p JP re V JdP T.E ¢ \oP T.E

aXe
JP
mier membre entre V et V + AV, et le deuxieme membre entre 0 et E, nous obtenons :

VAV AV 1, Ixe
ln( v )NV—ZGOE |:KTX€_(8P . .

P . av o
Nous pouvons réécrire cette relation sous la forme v = eOEdE[KT)(e —( ) ] En intégrant le pre-
T
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6.5 Polarisation du chlorure d’hydrogéne dans un champ électrique (aotit
2018)

Un récipient de volume V contient N molécules de gaz chlorhydrique maintenu a la température T. Chacune

5
des molécules diatomiques HCI posséde une polarisation électrique permanente & de norme constante mais

. . . 7z . . N 7 . . =
d’orientation quelconque. Le gaz, qui sera supposé parfait, est soumis a un champ électrique uniforme E
dirigé selon 'axe z comme l'illustre la figure ci-dessous.

Le nombre moyen dN de molécules dont la vitesse est comprise entre

Vet v+ dv, et dont la polarisation & est contenue dans I'angle solide
dQ) =sin6dOd ¢ est de la forme

dN zf(i@))d%dﬂ =/ exp(—%)d%dQ,
B

ou kg désigne la constante de Boltzmann. En ignorant les degrés de

liberté internes des molécules et ceux associés a la rotation et a la vi-

bration, I’énergie d’'une molécule de masse m et de vitesse v est donnée
-

1 -
par & = Emvz—E-@D.

N
(a) Rappelez la définition de la polarisation électrique. Donnez l’expression du vecteur & d’une molécule
de gaz en considérant qu’elle est constituée d’ions H* et C1~ ponctuels séparés d’une distance d.

(b) Quelle polarisation moyenne du gaz attendez-vous dans les limites de trés haute et tres basse tempé-
ratures respectivement? Justifiez votre réponse.

(c) Exprimez f; en fonctionde N, m, T, E, et gD

(d) Montrez que la polarisation moyenne des N molécules du gaz a une température T quelconque est

1 1 E
dirigée selon l'axe z et que sa norme vaut (@) = (tanhx - ;)N@3 avec x = kT

(e) Déduisez la susceptibilité diélectrique du gaz.
(f) Calculez I’énergie interne du gaz U =(&).

-

(a) La polarisation électrique est définie par P = J dV p(¥)7. Dans le modéle simple d’une molécule
v

constituée d’ions H* et Cl~ ponctuels séparés d’une distance d, nous obtenons gD = ec?, ou e est la
charge électrique du proton et d est le vecteur séparant les ions orienté de la charge négative vers la
charge positive.

(b) A trés basse température, les molécules ont leur polarisation alignée avec le champ électrique de
maniére a minimiser leur énergie potentielle. La polarisation moyenne du gaz est donc donnée par
(@} = N&. A trés haute température, les polarisations individuelles sont orientées aléatoirement en

raison des fluctuations thermiques. Le gaz n’est donc pas globalement polarisé et (@) =0.
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(c) Le nombre total de molécules doit étre donné par N = fd%d()f(??, ga)) soit

2

oo mv? oo muvy, oo mv? n ” PE cos6
d —_— X _—— —_ z 1 —_—
foJ._ Vxexp( szT)f_ dv},exp[ 2kBT]J: dvzexp( ZkBT)JO d({)J; dOsin O exp ks

3
oo mv? o PEcoso
fO{J-_oo dvxexp(—szT)} ZHJ(; désm@exp[kB—T

N

27tkg T 32 kgT PEcosa \|"
= 27'Cf0 - - s exp T
EP B o
27tkg T 32 Asinhx
= fo - x .

La constante de normalisation f, est donc donnée par

3/2 ¥
=N .
fo ( 21tkg T ) 4msinhx

(d) La polarisation moyenne du gaz est définie par

@) = Jd%dQ@f(ﬁ,@_s),

2

2 +0o mv% +00 mVy +0o mvzz
(@3) foj dvxexp(—2kBT)J dvyexp[—ZkBT J dvzexp(—szT) (6.1)

21 Ve — @E
xf d¢J d@@sin@cos@exp[ﬂ)
0 0 kg T
3/2 ~2m e N ]
= f0(2nkBT) J dqf)j dG@sin@cosGexp[M].
m 0 0 kBT

Les composantes de & sont données par gbx = Psin0cos o, gay = @)sinesin(p, et gbz = Pcoso. Les
moyennes de @ax et @33, comportent ainsi les intégrales jozn dpcosp =0 et fozn d¢sin¢ = 0 respecti-

vement. Par conséquent, <@x> = @3?) = 0. La polarisation moyenne (@3) est dirigé selon l'axe z. Ce

résultat pouvait étre déduit immédiatement par symétrie. Calculons a présent <@32> en intégrant par
partie selon 6 et en exploitant la relation obtenue a la question (c) :

@)

3/2
2n@3f0(2nkBT) J d6 cosOsin O exp (xcosO)
0

m
3/2 N
= zn@fo(znkBT) {[_Coseexp(xcose)} _J‘ desineexp(xcose)}
" x o Jo x
3/2 .
_ 2“@3f0(277kBT) (2COth_2s1nhx)
X m x
= ( . —1)N@°.
tanhx x
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5
(e) La susceptibilité diélectrique x, est définie par (@)) = eo)(eVﬁ. Avec les résultats précédents, nous
obtenons

Xe:( 1 1)N@°

tanhx x/)eyVE"

(f) L’énergie interne du gaz est donnée par
1 - 7
U=(&)= <5mv2>—E AP.

Le terme cinétique étant quadratique dans les composantes de la vitesse, nous pouvons appliquer le
théoreme de I’équipartition de 1’énergie :

1 1 1 1 3
<§mv2> = <§mv§> + <§mv5> + <§mv§> = ENkBT.

En utilisant les résultats de la question précédente, nous trouvons finalement

3 1 1
= = T—|— - E@3
v ZNkB (tanhx x)N
5 X
= T|=- .
Ny (2 tanhx)
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6.6 Equilibre d’un diélectrique gazeux dans un condensateur plan (aout
2019)

Un récipient de longueur L et de section ¥ est séparé en deux compartiments par une cloison mobile im-
perméable dont la position est repérée par I’abscisse x comme l'illustre la figure ci-dessous. Le compartiment
délimité par des parois chargées contient un gaz de permittivité diélectrique € (supposée invariante) formant
ainsi un condensateur plan de charge électrique g. La différence de potentiel aux armatures est donnée par

X P . ) . 12
® =1 Lereste du récipient est vide. L'ensemble est isolé.
|

-q +q
vide
| |

0 x L

(a) Donnez l’expression générale du travail électrique lors d’une transformation réversible infinitésimale.
(b) Montrez que le travail électrique associé a une variation réversible infinitésimale dq de la charge du
condensateur est donné par oW, = Ddg.

La chaleur échangée au cours d’une transformation réversible infinitésimale sera supposée donnée par
0Q=CdT +€dV +vdq.
(c) Etablissez toutes les relations de Maxwell pour 'entropie S(T, V, g) et pour I’énergie interne U(T, V,q).

(d) Déduisez de ces relations que C(T,V,q) = Co(T, V), &(T,V,q) =€o(T,V) et v =0.
2

oP,
(e) Montrez que P = Py - q—2 etly=T (8_0) ,ou Py(T, V) est la pression du gaz.
2eX T/,

Le gaz, supposé parfait, est initialement confiné dans le condensateur sous une pression P’ en maintenant
la cloison a I’abscisse x’. La cloison est alors relachée. Lorsque 1’équilibre est atteint, la cloison se trouve
a l'abscisse x/ et la pression du gaz est Pf. La charge g du condensateur demeure constante au cours de
I’évolution.

(f) La transformation est-elle réversible ou irréversible ? Justifiez votre réponse.
(g) Donnez la raison pour laquelle P/ = 0.

i 1pf
. 1+cP}/P]

Toc avec ¢ = C/(Nkg).

(h) En effectuant un bilan d’énergie, montrez que x/ = x
(a) Le travail électrique est donné par oW, = de]:?- d9D.
(b) La démonstration a été vue en séance d’exercices.

(c) Lors d’une transformation réversible, nous pouvons écrire

dS:g—CdT+§

v
T =7 dV+?dq.

D’apres le premier principe, dU = 0Q + 0W ou 0W est le travail total des forces de pression et des
forces électriques, d’ou (le nombre de particules étant invariable dN = 0)

AU =CdT + (£ —-P)dV + (D +v)dg.
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Les relations de Maxwell s’obtiennent en considérant les dérivées secondes croisées :

JE I E T N T
JdTdq ), JT oV 9aq iy JdTdq ), aT oV 9 )y ¢
3) (92_8) :(a(v/T)) :(Q(Z/T)) (@) (BZU) :(9(v+CD)) :(8(€—P))
aVaq|, A% 0T dq Tv aVaq |, A% 0T dq V.
2°S d(C/T) A/T) ’U d(l—-P) aC
o (s, ~(5507) 155 ), @ (v, (5, (),

(d) Développons la premiere relation

1(@) _1_1(9_C)
T\oT),, T> T\dqlr,’

puis remplacons dans la deuxieme
), (20, -2,
or),, \oT ), \oT| , T

(fL‘D) v
aT),, T

Or a g et V = Xx fixés, x l'est aussi et @ est indépendant de la température puisque la permittivité
diélectrique € est supposée constante. Donc nous pouvons en conclure que v = 0. Des relations (1) et
(3), nous tirons immédiatement que

) ) o () 2,
9q rv T dq T,V 9q v T 9q T,V .

soit

Par conséquent, C(T,V,q) = Co(T, V) et &(T,V,q) =€y(T, V).
(e) Avec les résultats de la question précédente, la relation (4) s’écrit

(5], (%)
A% 0T dq V,T.

Calculons la dérivée partielle de gauche en remplacons I'expression de P :

(2) L) -
FA% o7 >\ ox o7 ex?’

La relation (4) se réduit finalement a
4 __(2°
ex2  \odq v

L'intégration par rapport a g conduit au résultat recherché :

q2

2ey2?’

En éliminant les dérivées partielles de C dans les relations (5) et (6), nous parvenons a

e B B 2 W 0 B
ot ),y \oT) , \ov] , ot |, \oT) , T

oP P,
oT),,~ \oT,

84

P=p, -

soit



(f) Le systeme étant isolé et I’évolution spontanée, la transformation est irréversible.
(g) L'équilibre mécanique impose I’égalité des pressions entre le gaz et le vide.

(h) Le systéme étant isolé, I’énergie interne est conservée. Avec les résultats obtenus aux questions pré-
cédentes, la variation d’énergie interne lors d’une transformation infinitésimale a g fixée est don-
née par dU = CdT + (€ — P)dV. Pour un gaz parfait, nous avons I’équation d’état PyV = NkgT d’ou

dP,
(=T (8_79) = DPy. La variation d’énergie interne est donc simplement donnée par
v
e
dU =CdT + dv =0.
2eX?

L'intégration entre 1’état final et I’état initial en se rappelant que V = Xx et en utilisant I’équation
d’état du gaz parfait conduit a

. Ccy. . 2 .
f_Z:_ff_IZ:_q_f_l
C(T/ -T") NkB(PO x/ —Pyx') 26):(x x").
f 2
La relation recherchée s’obtient en isolant x/ et en remarquant que P = o2 (puisque P/ = 0).
€
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Chapitre 7

Thermodynamique du rayonnement

7.1

Rayonnement fossile (janvier 2012)

L’Univers est rempli d’'un rayonnement thermique fossile, preuve que dans le passé 1’'Univers s’est trouvé
dans un état extrémement dense et chaud. L'Univers sera assimilé a un corps noir de volume V et de tempé-
rature T.

(a)
(b)

()

(d)

(a)
(b)

(c)

Rappelez la définition d’un corps noir.
Expliquez pourquoi l'entropie S d’un corps noir ne peut s’écrire que sous la forme S =s(T)V.

Déterminez la fonction s(T) en invoquant la définition thermodynamique de la température. Nous
rappelons que I’énergie d’un corps noir est donnée par U = sT*V ou s est la constante de Stefan.

Exprimez la température T du rayonnement fossile en fonction de V en considérant que I'expansion
de I'Univers s’est produite de maniere isentropique a partir d’un état initial caractérisé par une tem-
pérature Ty et un volume Vj.

Un corps noir est un corps qui absorbe intégralement tout rayonnement incident.

Les seules variables d’état pertinentes sont T et V. Comme l’entropie est une variable extensive, elle

doit nécessairement étre proportionnelle au volume.

U dUy . P .

=) ==Y ou dUy et dSy sont les variations infinitésimales a

JS ), dSy

volume constant de 1’énergie et de l’entropie respectivement. En utilisant la loi de Stefan, nous trou-

du(T)
aT -

soit encore u’(T) = 45T2. L'intégration de cette équation conduit a

La température est définie par T = (

vons dUy = 45T3VdT. La variation d’entropie est donnée par dSy = u’(T)VdT ou u'(T) =
sT3
u'(T)

u(T) = %5T3 + ug. D’apres le troisieme principe de la thermodynamique, S(T = 0) = 0 donc uy = 0.

Nous obtenons ainsi T =

. 4
Finalement, nous trouvons S(T) = §5T3V.
Au cours d’une transformation isentropique, l’entropie est constante. Par conséquent, nous avons

1/3
T3V = Ty V, soit T = TO(VO) : I’expansion de 1’Univers s’accompagne d’un refroidissement du

rayonnement fossile.
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7.2

Loi de Newton sur le rayonnement (aott 2016)

Un échantillon solide assimilé a un corps noir de surface ¥ est disposé a l'intérieur d’une enceinte dont
les parois sont maintenues a la température Tj.

(a)
(b)

(d)

(a)
(b)

Rappelez la définition d’un corps noir.
Montrez que I’énergie rayonnée par I’échantillon a la température T au cours d’un intervalle de temps
dt est donnée par

AUsmise = —% T4ydt,
ou ¢ désigne la vitesse de la lumiere dans le vide, et s la constante de Stefan. Montrez que 1’énergie
regue par ’échantillon pendant la méme durée est donnée par
SC
4

En supposant que |T—Tj| < T, montrez que la variation d’énergie interne de 1’échantillon est approxi-
mativement donnée par

AUrecue = — Ty Zdt.

dU = KX(Ty - T)dt,
ou K est une constante que vous préciserez.

Etablissez ’expression de la durée 7 au bout de laquelle la température de I’échantillon varie de T; a
T, en fonction de sa capacité calorifique massique cy et de sa masse m.

Par définition, un corps est dit noir s’il absorbe intégralement tout rayonnement incident.
L'énergie rayonnée par un élément de surface d¥ pendant un intervalle de temps dt dans un angle
solide dQ) dans une direction faisant un angle 0 avec la normale a la surface du corps est donnée par

U(T,V) dQ U(T,V) sinfdOd ¢
2

I by — )y .
A Usmise cdtd¥ cosO cdtd¥ cosO

En intégrant sur toute la surface et dans toutes les directions possibles, nous trouvons

U(T, V) cxdt f"ﬂ
1% 4t ),

21
d Uémise = —

cos@sin@d@J dp = MEZdt.
0 vV 4

Or d’apreés la loi de Stefan, U = sT*V d’ou
sc
dUgmise = -7 T4xdt.
Par un raisonnement similaire, I’énergie regue par I’échantillon pendant la méme durée est donnée par
sc
4

La variation d’énergie interne de I’échantillon est donc donnée par

AUrecue = — Ty Zdt.

SC oT ’
du :dUémise"rdUre(}ue = ;Té[l _(1 " TO) :|Zdt

ou nous avons posé 0T = T — T;. En développant au premier ordre en 07/T,
4 -
oT oT
1+ =) =1+4—,
(%)

0 To

nous trouvons
dU = scTy X (Ty - T)dt,

d’ou
K= SCTO3.

87



(d) D’apres le premier principe de la thermodynamique, dU = 6Q = mcydT. En utilisant l'expression de
dU, nous obtenons 1’équation différentielle

KE(TO — T)dt = THCVdT.

En regroupant les variables

puis en intégrant, nous trouvons
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Chapitre 8

Introduction a la thermodynamique hors
equilibre

8.1 Diffusion de molécules dans un gaz (aout 2016)

Un récipient formé de deux compartiments identiques contient
un méme gaz mais a des concentrations moléculaires différentes,
que nous noterons respectivement n; et n,. Nous négligerons les
effets de taille finie, et assimilerons les deux compartiments a

des milieux semi-infinis, comme I'illustre la figure ci-contre. Les n; ny
deux gaz sont mis en contact a I'instant t = 0 en 6tant la cloison
séparant les deux compartiments en x = 0. La diffusion de molé-
cules est régie par I’équation suivante : 0 x
on(x,t) %n(x, t)
=K
ot ox?

ou n(x,t) représente la concentration de molécules a la position x
et a I'instant t, et ¥ désigne le coefficient de diffusion du gaz.
(a) Mont I’équation de diffusi t s’expri laf R, t a
a) Montrez que I’équation de diffusion peut s’exprimer sous la forme — +2u— = 0 en posant u = .

q q P P 2 a1 p Var:

u
. A 22 . . . 2 _2
(b) Montrez que la solution générale de I’équation de diffusion est donnée par n(u) = AJ eV dv+B.
0
Apres avoir précisé les conditions initiales, déterminez les constantes A et B.
(c) Montrez qu’au bout d’un temps infiniment long, la concentration de molécules en n'importe quel point
tend vers une méme valeur limite que vous déterminerez.

(a) En effectuant le changement de variable u = , nous obtenons :

dxt
on _dndu  udn
ot dudt  2tdu
on_dnou_ 1 dn_on_ 1 &
dx dudx 2+[xtdu dx?  4xtdu?
, . e . d’n dn
L’équation de diffusion peut donc s’exprimer sous la forme T2 2u - 0.
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. n _,, . e . dw , , dw
(b) Soit w(u) = T L’équation de diffusion devient alors m + 2uw = 0. en séparant les variables — =
u u w
. e s —u? . T . N
—2udu, puis en intégrant nous obtenons w = Ae™* ol A est une constante d’intégration. Une deuxiéme
intégration conduit a la relation recherchée. Les conditions initiales sont n(x < 0, = 0) = ny et n(x >
0,t=0)=mn,. D’ou, en posant n, = (11 + 1,)/2,

ny— 1y x/Naxt
Vi Jo

(c) Dans la limite t — +o0, la concentration tend vers la valeur moyenne 7.

2

n(x,t) = N + eV dv
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8.2

Formation de la banquise (janvier 2015)

La banquise est la couche de glace qui apparait a la surface d’une étendue d’eau liquide lorsque la tem-
pérature Ty de l'air est inférieure a la température de fusion T, de l’eau.

Nous supposerons que la pression atmosphérique P, reste

zA

constante au cours du temps. Nous ferons également I’hypothése T,, P, air
que l’eau occupe le demi-espace z < 0, ou z est la coordonnée se- 0
lon un axe vertical dirigé vers le haut. glace i £1)

L'étendue d’eau a la température T, constante est initialement

non gelée, puis se solidifie progressivement. Soit £(t) I’épaisseur T; eau liquide

de la banquise a 'instant ¢, comme l'illustre la figure ci-contre.

(a)

(b)

Déterminez, a partir de '’équation de la chaleur, la température T,(7,t) au sein de la couche de glace
apres avoir précisé les conditions aux limites. Vous supposerez pour cela que la solidification est tres
lente &(t) ~ & et que la couche de glace a atteint un état stationnaire.

Montrez a I'aide de la loi de Fourier et de I'expression de T, obtenue a la question précédente, que le

T, —Ty , . , .
gé Oez, ou /\g désigne

la conductivité thermique de la glace et €, est un vecteur unitaire orienté selon l’axe z.

flux de chaleur s’échappant de la glace par conduction est donné par T = Ag

Considérons la formation d’une couche de glace de masse volumique p, et de section ¥ entre les instants f et

t+dt.

()
(d)

(e)

Précisez la nature réversible ou irréversible de cette transformation en justifiant votre réponse.

Apres avoir rappelé la définition de I'enthalpie, montrez que sa variation est égale a la chaleur échan-
gée.
Montrez, a partir du bilan d’enthalpie d’une couche d’eau d’épaisseur d& et de section X, que la vi-

J

tesse du front de glaciation est donnée par de = ——, ou ¥ désigne la chaleur latente massique de

dt  p, &

solidification.

Montrez que I’épaisseur de la banquise a un instant ¢ est de la forme &(¢) = V2Dt. Donnez l'expression
de la constante D.

I, _
ot

Par symétrie, T, (7, t) = Tg(z,t). La glace étant un milieu solide, I'équation de la chaleur se réduit a

2
2T,
dz2
JT, 0? T, ey . z
—= ~ 0, donc ~ ~ 0. Par intégration, nous obtenons Ty(z,t) = To — (T, — Tp) -

K

. Les conditions aux limites sont Tg(0,t) = Ty et Ty(=&,t) = Tp. En régime quasi-stationnaire,

ot 0z? <
)y N . . =g = . 4 . . )2 . .
D’apres la loi de Fourier, J = —A,VT,. Puisque T, ne dépend que de z, la loi de Fourier s’écrit simple-
o T,
ment J = J,¢&, avec J, = —/\g 7 ¢ La relation recherchée s’obtient aisément en dérivant I’expression
z

de T trouvée a la question (a).

La solidification est irréversible car la couche de glace n’est pas en équilibre thermique avec le milieu
extérieur : il existe un flux de chaleur.

L'enthalpie est définie par H = U + PV. Sa variation a pression extérieure P constante est donc égale
adH =dU + PydV. Or d’apres le premier principe dU = 0Q + 0W. De plus, le travail échangé lors
d’une transformation infinitésimale quelconque est donné par 6W = —FP;d V. Finalement, nous obte-
nons dH = 6Q.
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(e)

Puisque l’enthalpie est une fonction d’état, nous pouvons calculer sa variation le long de n'importe
quel chemin thermodynamique menant du méme état initial au méme état final. Considérons la
solidification réversible d’une masse dm, = p,Yd& de glace. La variation d’enthalpie, donnée par
dH = —gdmg, est égale a la chaleur échangée avec le milieu extérieur 0Q = —7¥dt. En écrivant que
dH = 6Q, nous obtenons ainsi I’équation recherchée.

d
En utilisant les résultats des questions précédentes, nous obtenons 1’équation différentielle d—f =
Ag(T; - To) Ag(Te = To)
pgff g pg,?

, que nous pouvons réécrire £d¢& = dt. En intégrant membre a membre, nous

1 2 /\g(Tf_TO) N b s . C . )
trouvons EE = Tt + C, ou C est une constante d’intégration. Or initialement la surface n’est
Pg
. . ) . Ag(Te = To)
pas geléedonc £ =0at=0douC =0.La constante D est donnée par D = pT
8
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8.3

Température de contact entre deux corps (janvier 2016)

Deux matériaux solides, assimilés a des milieux semi-infinis a des

températures différentes T; et T, sont mis en contact a l'instant

t =0 en x = 0, comme l'illustre la figure ci-contre. L'échange de T, T,
chaleur conduit a I’établissement en x = 0 d’une température T¢

indépendante du temps que nous souhaitons déterminer.

Les conductivités thermiques Ay et A, de méme que les coeffi-
cients de diffusivité thermique x; et k, de chacun des deux ma-
tériaux seront supposés connus.

(a)

Montrez que I’équation de la chaleur pour un corps solide de diffusivité thermique x peut s’exprimer
2

sous la forme — + 2u— =0 en posant u =

du? du

X
Vixt

u
Montrez que la solution générale de I’équation de la chaleur est de la forme T(u) = AJ e dv +

0
B. Déduisez les expressions des températures dans chacun des matériaux a un instant t apres avoir
précisé les conditions aux limites.

Calculez a partir de la loi de Fourier les courants de chaleur .71(x, t) et j;(x, t) dans chacun des maté-
riaux.

o . . Ty +1pT, -
Montrez par continuité que la température de contact est donnée par T¢ = %, et précisez
1+
les expressions des coefficients d’effusivité thermique #; et #,. Expliquez pourquoi le fait de toucher
un morceau de bois a 100°C ne provoque aucune brilure contrairement au fait de toucher une piéce

métallique a la méme température, sachant que #pois < Mcorpshumain < fmétal-

Dans ce probléme la température ne dépend que du temps t et de la coordonnée x par symétrie.
J°T

T
——=Kk——.E
g oxr "

. 7 . 7z . =2 7’ . 7z . N
Puisque les matériaux sont supposés solides v = 0. L’équation de la chaleur se réduit a

effectuant le changement de variable u = , nous obtenons :

Akt
JT dT du udT

9t du ot 2tdu
R
ox dudx vxtdu ~ Ix?  4xtdu?’

d>T aT
L’équation de la chaleur peut donc s’exprimer sous la forme T2 +2u T 0.
u u
) ar _, . . drt , . dt
Soit 7(u) = T L’équation de la chaleur devient alors T 2ut = 0. en séparant les variables — =
u u T

. . 7 — 2 \ . 7 . LN
—2udu, puis en intégrant nous obtenons 7 = Ae™" ou A est une constante d’intégration. Une deuxieme

intégration conduit a la relation recherchée. Les conditions aux limites sont T(x — —co,t) =T}, T(x —
+00,t) =T, et T(0,t) = Tc. D’ou

2 x/4it )
7(TC—T1)J‘ eV dv
Vr 0

2 x/4icot )
7(T2—Tc)j 677/ dv.
Vi 0

T(XSO;t):Tc-F

T(XZO;t):Tc-F
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(c)

Le courant de chaleur dans le matériau situé en x < 0 est donné par la loi de Fourier ‘71 = —Alﬁ)T. De

. Pe =2 = R .
meéme, le courant dans le second matériau est donné par J, = —A,VT. En utilisant les expressions des
champs de températures obtenues précédemment, nous trouvons

A
\-71 (X, t) _ (Tl _ TC) 1 e—xz/(4k1 t)
K

><‘
N
[

To(x,t) = (Te - Tz)_e—xz/(z;xzt)_
2

§‘
A

A A
En régime stationnaire, nous avons [J1(0,t) = J,(0,t), d’ou (T} —TC)—1 = (TC—TZ)—Z. Nous obtenons

. ) A A
la relation recherchée en posant 1, = ZL et = 2
VK1 VK2
Au contact d’'un morceau de bois a 100°C, la température est approximativement donnée par T¢ =~
Teorpshumain- AU contraire, la température au contact d’une piece métallique est approximativement

donnée par Tc ~ Tinetal > Tcorpshumain-
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8.4 Résistance thermique d’une conduite hydraulique (aout 2017)

Une conduite, constituée de deux tubes concentriques de rayons r; et r,, achemine de l'’eau chaude a
température T| supérieure a la température ambiante T,. La longueur ¢ de la conduite sera supposée trés
grande par rapport a r; et r;.

27'2 27'1 T1

A
Y

4

(a) Justifiez qu’en régime stationnaire la température T a l'intérieur de la conduite ne dépend que de la
distance r a l’axe.

(b) Etablissez ’expression de T(r) a partir de I’équation de la chaleur apres avoir précisé les conditions
aux limites.

(c) Déduisez de la loi de Fourier le flux de chaleur 7 en fonction de la conductivité thermique A de la
conduite.

0Q .
(d) Montrez que le courant thermique I = °Q (6Q désignant la chaleur échangée pendant une durée dt)

dt

. . . T,-T
qui sort de la conduite peut s’écrire sous la forme I = -2

et donnez ’expression de la résistance

thermique R.

(e) Comment la résistance serait-elle modifiée si une gaine de conductivité thermique A, et d’épaisseur e
était aposée tout autour de la conduite?

.. . . , o JoT .

(a) En régime stationnaire, la température est indépendante du temps — = 0. Puisque ¢ > r,r,, nous
pouvons négliger les effets de bords et considérer une conduite infiniment longue. Du fait de la symé-
trie axiale, la température ne peut donc dépendre que de r.

(b) L’équation de chaleur s’écrit simplement V2T = 0, soit en coordonnées cylindriques

1d dT 0

——r— =0.

rdr dr
La solution générale est de la forme T(r) = Alnr + B. Les constantes A et B sont déterminées par les
conditions suivantes : T(ry) = T} et T(r,) = T,. Finalement, nous trouvons

In(r/ry)

T(r)=T +(T; - TZ)ln(rl/rz)'

(c) D’apres la loi de Fourier, le flux de chaleur est donné par J =-AVT. Puisque T ne dépend que de r,
le flux est purement radial. En utilisant 'expression précédente de T(r), nous obtenons
dT A T,-T
J(=-A- =St

dr ?ln(rl/rz)

Le flux de chaleur est dirigé vers l'extérieur de la conduite, J > 0, en accord avec le deuxiéme principe
de la thermodynamique selon lequel la chaleur ne peut étre spontanément transférée que d’une source
chaude vers une source froide.
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(d)

Le courant thermique I est donné par I'intégrale du flux thermique a travers la surface extérieure de
la conduite d’aire ¥ = 27tr, ¢, soit
5> o T, -T
Ip= jj dY = J(ry)2mrt =12
avec
B In(ry/r1)
-2nlA

In(1 +e/ry)
2nlA,

que dans la limite d’une gaine tres fine e < r;, R, tend vers la résistance thermique d’une plaque

N € N ’os . . N
homogene R, ~ T3 ot Y = 2mryl est laire de la surface. Puisque le courant thermique a travers
8

chaque paroi est le méme, les résistances thermiques s’ajoutent. La résistance totale est donc donnée
par Ript = R+Ry.

La résistance R, de la gaine s’obtient par un raisonnement similaire : R, = . Remarquons
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8.5

Expérience d’Ingenhousz (janvier 2018)

Le physicien britannique Jan Ingenhousz proposa en 1789 une expérience permettant de comparer les
conductivités thermiques de différents métaux.

Des tiges cylindriques rigides, homogénes de méme longueur ¢
et de méme rayon r < ¢, mais composées chacune de différents
matériaux, sont reliées par 'une de leurs extrémités a un bac
rempli d’eau maintenue en ébullition a température T,, comme
l'illustre la figure ci-contre. Uensemble est disposé a lair libre a
une température Ty = 293 K constante. La chaleur 6Q transfé-
rée a I'atmospheére a travers un élément de surface d¥ d’une tige
a température T pendant la durée dt sera supposée donnée par
0Q =h6dtdY, ou 6 = T — Ty, et h est un coefficient identique pour
toutes les tiges.

(a)

(b)

Exprimez le courant de chaleur T (x) le long d’une tige a I’abscisse x (axe orienté de l'extrémité fixe a
I'extrémité libre avec l'origine au point d’ancrage) en fonction de la température T (x) et de la conduc-
tivité thermique A.
Etablissez en régime stationnaire le bilan d’énergie pour un trong¢on de tige compris entre les abscisses
x et x + dx. Puis, montrez que l'excédent de température 6(x) obéit a une équation différentielle du
type
d’0 0
dx2 82

ou ¢ est une longueur caractéristique que vous déterminerez.

0

En supposant que l'extrémité de chaque tige est a la température T}, vérifiez que la solution générale
est donnée par 6(x) = Aexp(x/0) + Bexp(—x/0), ou A et B sont des constantes que vous déterminerez.

Donnez la forme limite de 6(x) lorsque £/6 — +oo.

Les tiges sont initialement enduites de cire dont la température de fusion est T = 333 K. Proposez
une méthode pour mesurer les rapports des conductivités thermiques des différentes tiges.

D’apres la loi de Fourier, J = =AVT. Par symeétrie, le courant de chaleur est dirigé le long de la tige,

soit J, = —A—— > 0: la chaleur est transférée de la source chaude (I’eau bouillante dans le bac) vers la
X
source froide (I’air ambiant).

En régime stationnaire, I’énergie interne ne varie pas au cours du temps. Autrement dit, la variation
d’énergie interne pendant une durée dt est dU = 0. La tige étant rigide, le travail échangé est nul
OW = 0. Donc d’apreés le premier principe de la thermodynamique, dU = 6Q + 0W, la chaleur totale
est nulle. La chaleur regue est donc égale a la chaleur perdue. Par définition du courant de chaleur, la
chaleur regue pendant la durée dt par un trongon cylindrique de section o = 7t7? entre les abscisses x
et x + dx est donnée par

5Q = —dtéi- dz = dtnrz[jx(x) — To(x+dx)|.
Le vecteur do est perpendiculaire a la section (donc paralléle a la tige) et orienté vers l'extérieur de la

surface. L'intégration sur la face latérale de la tige est nulle, puisque le courant de chaleur est paralléle
a la tige. Par ailleurs, la chaleur perdue est donnée par

0Q = hO(x)dtdY. = hO(x)dt2nrdx.
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En toute rigueur, il faudrait tenir compte de la chaleur perdue au niveau de l'extrémité libre, soit
hO(x)dtrr?. Cependant, cette contribution est négligeable dans la mesure ou r < ¢ (la surface de la
section 7tr? est a comparer avec la surface latérale 27r¢ : leur rapport varie donc comme r/2¢ < 1).

D’apreés la réponse a la question (a), le bilan d’énergie s’exprime sous la forme

Adtnr? dT(x) B dT(x+dx)

2
T
] = /\dtnrzjl—zdx = hO(x)dt2mrdx,
X

dx dx
soit
a’o o6 ) Ar
W—ﬁ—o, avec 0= o7
(c) En dérivant successivement, nous obtenons
o A . B . da’o A B 0
i exp(x/0) - 5 exp(—x/0), puis i ﬁexp(x/é) + ﬁexp(—x/é) =5

Avec les conditions aux limites 6(0) = T, — Ty et 6(¢) = 0, l'excédent de température est finalement
donné par
1 +exp[2(x—10)/9]

1 —exp(=26/8)

(d) Dans la limite £/0 — +o0, exp(—€/6) — 0 d’ou O(x) — (T, — T) exp(—x/9).

(e) Sachant que la température de fusion Ty de la cire est inférieure a la température de I’eau bouillante
dans le bac T, = 373 K, la cire fond sur la portion de la tige dont la température excede Ty. La distance
. , . ' . . o T.-T
le long de laquelle la cire a fondu est déterminée par I’équation 0(x) = Ty — Ty, soit x = d1n 20 la
f— 40
distance x dépend de la conductivité thermique de la tige. Considérons deux tiges dont les distances
mesurées sont x; et x,. Leurs conductivités thermiques sont alors liées par la relation

A _ (%)
A \x )

0(x) = (Te = To) exp(=x/0)
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8.6 Sources thermiques dans la croiite terrestre (aout 2019)

La croute terrestre est assimilée a une coquille sphérique solide, homogeéne et isotrope, d’épaisseur h.
La masse volumique p, la capacité calorifique massique cy et la conductivité thermique A seront supposées
indépendantes de la température. La radioactivité des roches se traduit par une émission permanente de
chaleur a un taux 4 < 0 par unité de temps et de volume. Les sources thermiques seront supposées réparties
uniformément. Soient T la température a la surface de la Terre de rayon R et Ty la température de fusion des
roches.

(a) Justifiez que la température T a I'intérieur de la crolte ne dépend que de la distance r au centre de la
Terre.

(b) Exprimez le flux de chaleur J en fonction de la conductivité thermique A et de la température T.
. . . . aT j
(c) En effectuant un bilan d’énergie interne entre les instants ¢ et t + df, montrez que T =xV?T + i,
pcy
ou K est un parameétre que vous préciserez.
(d) Etablissez I'expression de la température a l'intérieur de la crofite terrestre en régime stationnaire

apres avoir précisé les conditions aux limites.

(a) Du fait de la symétrie sphérique, la température ne peut dépendre que de la distance r.

(b) D’apres la loi de Fourier, le flux de chaleur est donné par J=-AVT. Puisque T ne dépend que de r,
dT
le flux est purement radial. La loi de Fourier se réduit alors a J(r) = —Ad—.
r
(c) La crotte étant solide, le travail des forces de pression est négligeable. La variation dU d’énergie
interne lors d’une évolution de durée dt est déterminée par le flux de chaleur et par les sources ther-

miques. En désignant par e = ¢y T I’énergie interne massique, la variation d’énergie interne est donnée

par
dU d oT
ﬁ—f”a(f’e){dvf’cvw

La puissance associée a la chaleur contient deux termes :

oQ . 2 2 . 2
- = dV(q—V~j)_JdV(q+/\V T),
la derniére égalité s’'obtenant avec la loi de Fourier. D’apres le premier principe, FTERTE soit en
identifiant terme a terme a7 o7 '
. 2 q 2
— = T=—=— T.
pev o =4+ AVT = ETRRry +xV

Le parameétre x = — représente la diffusivité thermique.

pcv
L. . . , o JaT o
(d) En régime stationnaire, la température est indépendante du temps i 0. L’équation de la chaleur
A aT . o j B
se réduit alors a — —r>—— = —4. L'intégration conduit a T(r) = —%\rz + A+ —. Les constantes A et B
r

r2dr  or

s'obtiennent avec les conditions aux limites T(R) = T; et T(R;) = Ty avec Re = R—h:
T.R—TfR.+(4/6A)(R> - R?)
A= p

Ty - T, - (4/6M)(R* - R?)
- .

B=RR,
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