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Chapitre 1

Equations de Maxwell dans le
vide, sources et champs

1.1 Equations de Maxwell: forme intégrale

1.1.1 La loi de Gauss - Coulomb

Soit S une surface fermée non chargée. Le flux du champ électrique sortant de S
est proportionnel a la charge totale intérieure a S:

}'{ ISFE =+ Qint (1.1.1)
S €0

1.1.2 La loi de Faraday

Soit C' une boucle fermée, 3 une surface quelconque qui s’appuie sur C': la circu-
lation du champ électrique le long de la courbe fermée est égale, au signe pres (loi de
Lenz), a la dérivée temporelle du flux magnétique qui traverse la surface 3.

fdr.E:—i/ﬁ.E ou 5:—i<bm. (1.1.2)
c dt Jx dt

1.1.3 L’absence de monopdles magnétiques

Le flux magnétique sortant d’une surface fermée S arbitraire est nul:
?é dS.B =0 (1.1.3)
S

1.1.4 La loi d’Ampeéere modifiée par Maxwell

Soit C' une boucle fermée, ¥ une surface quelconque qui s’appuie sur C,

_ _ 1 d .
dr.B = dS.] + — — dS.E. 1.1.4
fcr #0/2 57+ [ (1.1.4)

¢ désigne la vitesse de la lumiere:

1
€0 Ho = 0_2 (1.1.5)



L’introduction du courant de déplacement 0;(egF), non exigée a I’époque par une
quelconque nécessité expérimentale, est un trait du génie de Maxwell.

1.2 Forme locale des équations de Maxwell

La forme locale des équations de Maxwell s’obtient en appliquant les théoremes
d’Ostrogradsky et Stokes a (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) et (1.1.4), puis en laissant le
volume V' limité par S (respectivement la surface ¥ limitée par la boucle C) de-
venir infinitésimalement petit. Nous supposerons que les charges et les courants sont
décrits par leurs distributions volumiques p(7,t) et j(Z,t) (ces distributions peuvent
éventuellement avoir des singularités sur des surfaces, des lignes ou en certains points).
La loi de Gauss, par exemple, (1.1.1) se transforme par le théoréme d’Ostrogradsky

en )
/ dvV.E = —/ dv p. (1.2.6)
v € Jv

On en déduit la forme locale pour V, arbitraire, infiniment petit,
vE="L (1.2.7)

De la méme fagon, on obtient les autres équations

VxE=-0,B (1.2.8)
V.B=0 (1.2.9)
V x B=pgleod E+ 7] (1.2.10)

Ce sont des équations aux dérivées partielles du premier ordre qui couplent les
champs F et B.

Remarque: en I’absence de sources, ces équations restent inchangées si 'on rem-
place E par —c¢ B et B par %E: c’est la dualité électrique-magnétique *. Cette invari-
ance peut étre étendue aux équations avec sources, a la condition d’admettre 'ex-
istence de monopoles magnétiques. Une telle hypothese a été introduite par P.A.M.
DIRAC [1]: elle peut fournir une explication au fait avéré que toute particule élémentaire
porte une charge électrique qui est un multiple entier de la charge de I’électron.

1.2.1 Conservation locale de la charge électrique:
équation de continuité

En prenant la dérivée par rapport au temps de ’équation (1.2.7) et la divergence
de (1.2.10), on obtient la loi locale de conservation de la charge électrique

dp

V.j=0. 1.2.11
T +V.j=0 ( )

Intégrée sur un volume V', elle exprime que

4 dvp:—/ dvV.j = — f{ %.3:7{(—%)3 (1.2.12)
\%4 S S

dt |y

1. En fait, les équ.restent inchangées pour E — cosaF — sinacB et B — sin a% + cosaB



la variation, au cours du temps, de la charge électrique contenue dans V' est diie au
flux du courant qui traverse la surface S. Sur le plan mathématique, c’est la condition
d’intégrablité des équations de Maxwell.

Noter que, sans le courant de déplacement, la loi de conservation serait toujours
celle des courants permanents V.j = 0.

1.3 Equations du second ordre pour FE et B

En prenant le rotationnel des deux membres de 'équation (1.2.8), et en utilisant
les équations de Maxwell, il vient

_ . _ _ 1 — _
Vx(VxE)=V(V.E)—-AE=—Vp— AE

€0
— OB 0 = = 0 1 0F -
Ceci équivaut a I’équation
19 = = s 0f
- —0OF = — 1. 3.
[02 9 AlE E o [¢“ Vp + at] (1.3.14)

En faisant subir le méme sort a I’équation (1.2.10), il vient

1 92

[0_2@_&]?: 0B = o (V x 7). (1.3.15)

Les équations (1.3.14) et (1.3.15) sont maintenant des équations séparées pour le
champ électrique et le champ magnétique, mais ce sont des équations aux dérivées
partielles du second ordre: celles-ci admettent davantage de solutions que les équations
du premier ordre.

En 'absence de sources (pour p = 0 et j = 0), les champs obéissent & des équations
d’ondes; on entrevoit donc que les équations de Maxwell vont admettre des solutions
ondulatoires et que ces ondes vont se propager a la vitesse de la lumiere ( cfr. la
découverte par Maxwell de la nature électromagnétique de la lumiere; confirmée par
les expériences de Hertz).

1.4 Potentiels électromagnétiques

Lorsque les sources sont localisées dans ’espace, en application du Lemme de
Poincaré, ’équation (1.2.9) admet pour solution

B=V x A (1.4.16)

A(z,t) est appelé potentiel magnétique ou potentiel vecteur. Noter qu’il n’est pas
totalement défini par (1.4.16): en effet, puisque le rotationnel d’un gradient est nul,
les potentiels A et

A =A+Vf (1.4.17)

fournissent le méme B:

B[A'] = B[A]. (1.4.18)
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Si l'on injecte B = B[A] dans I’équation V.B = 0, celle-ci se réduit & une identité
puisque V.(V x A) est identiquement nulle.
En portant (1.4.16) dans '’équation (1.2.8), on en tire que

?xE:—%(?xZ) (1.4.19)
ou encore que
V x (E + 0;A) = 0. (1.4.20)

Par le Lemme de Poincaré, on en conclut que
E+ 0A=-Vé. (1.4.21)

¢(z,t) est appelé potentiel électrique ou potentiel scalaire. L’équation (1.4.21) exprime
donc le champ électrique en fonction des potentiels

E[A,¢] = —V¢ — O, A. (1.4.22)

En remplacant dans 1’équation (1.2.8) le champ électrique par son expression E[A,¢],
celle-ci se réduit donc aussi & une identité. Par la transformation (1.4.17) qui laisse
invariant le champ magnétique, le champ électrique devient

mais si, en plus, on remplace ¢ par ¢ défini par

¢'=¢—0f, (1.4.24)

alors
E[A'¢'] = E[A,¢). (1.4.25)

Il existe donc une infinité de potentiels (A4,¢) qui fournissent les mémes champs E[A,¢]
et B[A]: ces potentiels se déduisent I'un de 1’autre par une transformation de jauge
(1.4.17) et (1.4.24); ces transformations dépendent d’une fonction arbitraire f(z,t).

En terme des potentiels, les équations de Maxwell (1.2.8) et (1.2.9) dans lesquelles
ne figurent pas les sources deviennent donc des identités, tandis que les équations avec
sources prennent la forme suivante

1 92

—— 1
530~ ]¢—at[v.A+c—26t¢]=% (1.4.26)
1 02 - == 1 =

(G5 ~ M A+VIVA+ 506 = o (1.4.27)

Ces équations, aux dérivées partielles du second ordre, mélangent les potentiels
électrique et magnétique; elles se simplifient considérablement si, dans la classe des
potentiels équivalents, on choisit comme représentant un couple (A,4) qui satisfait la
condition de jauge de Lorenz, a savoir

=— 1
VA+ 500 =0. (1.4.28)
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Avec (1.4.28), les équations pour les potentiels deviennent des équations d’ondes
inhomogenes

0¢p=2 (1.4.29)
€0
0A = puoJ (1.4.30)
ou 52
1
= 555 — A (1.4.31)

désigne I'opérateur d’Alembertien du vide.

Remarque 1.1. la condition de jauge de Lorenz ne fize pas totalement les potentiels;
en effet, si (A,¢) satisfont la condition (1.4.28), (A’.¢) satisfont encore la condition
de Lorenz pour tout f solution de l’équation de d’Alembert:

1 1 - 1
VA +50¢=VA+50¢-0f=-0f=0. (1.4.32)

Cette équation
Of=0 (1.4.33)

admet encore une infinité de solutions.
Remarque 1.2. D’autres choiz de jauge conduisent a des équations différentes pour
les potentiels. Par exemple, dans la jauge de Coulomb, cad, si

V.A=0, (1.4.34)

les équations aux potentiels prennent la forme

A¢= —% (1.4.35)

1 92 —~ - =1
[Gp —AlA= i - VIZ06] (1.4.36)

1.5 Conditions aux limites pour F et B

Les équations de Maxwell gouvernent le comportement des champs électrique
et magnétique au passage d’une surface ¥ portant des distributions surfaciques de
charges et de courants. Pour mettre ceci en évidence,

1) On considere un petit cylindre a cheval sur la surface, de section dS, dont la
hauteur dh — 0 et on calcule le flux du champ électrique au travers de la surface de
ce cylindre

?é E.dS = dSn.(E; — E») (1.5.37)
- / v V.E (1.5.38)
= / dv 2 (1.5.39)
€0

dh
= / as =P (1.5.40)

€0
=Z4s (1.5.41)

€0



d’ou on tire

65 = 7y (B) — Ey) (1.5.42)
0

cad la discontinuité de la composante normale de E s'il existe des charges en surface.
Remarque: pour passer de la distribution volumique de charge p a la distribution
surfacique o, il faut supposer que p est singulier sur ¥ de sorte que,

o= pdh (1.5.43)

est finie, & la limite dh — O.
2) Le calcul du flux de B au travers de la surface de ce cylindre se fait de la méme
fagon mais il conduit a
0 =n1.(B1 — By) (1.5.44)

qui exprime la continuité de la composante normale de B.

3) On considére un petit circuit rectangulaire plan perpendiculaire & ¥ dont les
cotés perpendiculaires & 3 sont de hauteur dh — 0 et on calcule la circulation de F
le long de ce circuit fermé

% Ed_’l“ = d_fl(El - Eg) (1545)
C
= / dS.V x E (1.5.46)
=— / dS.0; B = —dS.(0; B) (1.5.47)

la quantité (n.0; B) étant supposée finie, & la limite ot dh donc aussi dS tend vers
zéro, le produit dS.(0;B) tend vers zéro. On en tire

dl.(Ey — Ey) =0 (1.5.48)

d’ol aussi la continuité des composantes tangentielles de E. On a noté s la petite
surface plane délimitée par le circuit fermé C.
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4) Le calcul de la circulation de B le long de ce circuit fermé donne

7{ B.dr = dly.(By — By) = dl.(By — Bo) (1.5.49)
= / S.V x B (1.5.50)
_ / at E+poj] (1.5.51)
= dS. at E + po (7 x db).dhj (1.5.52)
= 1o (n x dl).k = o (k x n).dl (1.5.53)

On a supposé que c%@,gE’ est une quantité finie dont le produit par dS s’annule & la
limite dS — 0; par ailleurs, pour passer de la distribution volumique de courant j a
la distribution surfacique de courant k, on suppose qu'une composante tangentielle
de j devient singuliere sur ¥ de sorte que, avec

dS = dhn x df (1.5.54)
on obtienne une distribution surfacique finie a la limite dh — 0
k= jdh. (1.5.55)

On en déduit donc que B B B
dl.(By — Bs) = g (k x n).dl (1.5.56)

quel que soit le vecteur df tangent & ¥, d’olt aussi la discontinuité des composantes
tangentielles de B s’il existe des courants en surface:

X (Bl — BQ) = Ko k. (1557)
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Chapitre 2

Electrostatique

2.1 Les Equations de I’électrostatique

Lorsque les distributions de charges et de courants ne varient pas dans le temps, les
équations de Maxwell admettent comme solutions des champs électrique et magnétique
statiques (0 F = 0 = 9y B); ceux-ci obéissent alors & des équations séparées qui sont

2.1.1 Les équations de 1’électrostatique

p

V.E="- (2.1.1)
€0
VxE=0. (2.1.2)
2.1.2 Les équations de la magnétostatique
V.B=0 1
V xB=ppj. 2.1.4

2.2 Champ électrique

Considérons d’abord une répartition de charges limitée a une seule charge ponc-
tuelle Q et placons I'origine du systeme de coordonnées en (). De la symétrie sphérique
de cette distribution, il résulte que le champ électrique au point P de coordonnées
sphériques (r,0,p) est radial (dirigé suivant 1,) et indépendant des angles (6,p):
E(r0,0) = 1, E.(r). Le flux de ce champ électrique sortant de la sphere de rayon r
centrée a l'origine vaut donc, en vertu de la loi de Gauss

™ 27
jé dS.E = / sin@d@/ dpr® Bp(r) = 471 E.(r) = Q (2.2.5)
S 0 0 €0
on en tire 0
E =1 . 2.2.
(r0,0) =1, Trenr? (2.2.6)
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Si la charge ponctuelle Q est placée en un point P’ de coordonnées cartésiennes

(' = 2" 2"2,2"%), le champ électrique en P de coordonnées (Z = z!,22,23) vaut
o Q@ (@-T)
E(z) = — 2.2.7
() dmeg |T — 7|3 ( )
ou (z— )
T—z
5= —1pp (2.2.8)

|z —z
est le vecteur de longueur unité dirigé de P’ vers P.
Pour une distribution de charges formée de n charges ponctuelles Q1 en 7}, Q2
en T,..., Q, en T,, le champ électrique en Z est la somme vectorielle des champs
produits par chacune des charges individuelles

Z @-z) (2.2.9)

471'60 ]w—x lz -z

Remarque 2.1. Au point T = I}, ot se trouve la charge Qy, E(z) doit étre compris
comme la somme vectorielle des champs produits par toutes les autres charges Q;,j #
k (la contribution de la charge Qk doit étre omise! elle est infinie!).

L’élément de charge dq’ en ' produit, en z, I’élément de champ électrique

dE(z) = dg (2 -7

Treg 7 =T (22.10)

et le champ, en Z, produit par tous les dq’ d’'une répartition continue Rep est la

somme vectorielle dd (5 =
B :/ ¢ @-7) (2.2.11)
Rep 4meo |T — 7/

Pour une répartition continue de charges en volume, dans V', d¢’ = dv’ p(Z') le champ

devient d p(#) (7 — )
— v (@) (-7
E = : 2.2.12
() // ey |z — T3 ( )

pour une répartition continue de charges en surface, sur ¥/, d¢’ = dS’ o(z'), le champ

devient o,
E(z) = / 45 o(@) & -7 (2.2.13)

drey |z — T3

pour une distribution continue de charges, sur la ligne C’, d¢’ = ds' A\(Z'), le champ

devient 05 M#) (2 — )
_ sz (x—=Z
E(z) = : 2.2.14
(@) // drey T — TP ( )

Pour une répartition de charges formée de charges ponctuelles et de charges dis-
tribuées en ligne, en surface et en volume, le champ électrique en T est donné par la
somme des expressions ci-dessus.

Remarque 2.2. Si le point P ot l'on calcule le champ est dans la répartition con-
tinue, lintégrale (2.2.11) doit étre vue comme la limite pour o — 0 de lintégrale
étendue a la répartition Reps, ot Repy désigne ce qui reste de la répartition quand
on a enlevé la charge électrique contenue dans un élément de volume o ( respective-
ment de surface ou de ligne) contenant le point P (c’est ce qu’on appelle la valeur
principale de Cauchy).
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2.2.1 Conditions aux limites pour F

Rappelons les résultats déja obtenus au chapitre 2:
1) la composante normale du champ électrique est discontinue en passant de la
g

région 1 a la région 2 et la discontinuité est donnée par o

_ _ o
ﬁ(El — Eg) = — (2215)
€0
7 est le vecteur unité normal & ¥ pointant de la région 2 vers la région 1.
2) les composantes tangentielles du champ électrique sont continues en passant

de la région 1 a la région 2:
nx (B —Ey) =0 (2.2.16)

Ces résultats s’appliquent, par exemple, lorsque le milieu 1 est le vide et le milieu
2 un conducteur parfait: dans ce cas, Ey = 0 et E; est orthogonal & ¥ et la limite
(ou P tend vers un point de la surface en restant dans le milieu 1) de sa composante
normale est égale a %

2.3 Théoreme de Gauss

Soit S la surface fermée limitant le volume V , dS I’élément de surface orienté
vers I'extérieur. Le flux du gradient de la fonction |z — z'|~*
i_l
j'/"?’

= 1
\Y

&I S

= 2.3.17
R (23.17)
au travers de la surface fermée S ne dépend pas de la forme de S mais uniquement
de ’angle solide sous lequel Z’ voit cette surface:

. — A si z' est dans S
j{ ds.v =< —2m siz estsur S (2.3.18)
S

Clz—a2 .
0 si 7 est en dehors de S

Démonstration

Pour la facilité des calculs, nous placerons 'origine des coordonnées en z’, de sorte
que ¥’ = 0.

1) Démontrons d’abord que le flux considéré ne dépend pas de la surface choisie.
Bien que cette propriété soit tout a fait générale, nous la prouverons pour des surfaces
infinitésimales.

i) Soit dS I’élément de surface sur la spheére de rayon r = || centrée & l'origine

dS = 1,72 sinfdf dy (2.3.19)
Comme
vio_1 L (2.3.20)
ro T2 e

son flux au travers de dS vaut

— =1
dS.V; = —sinfdf dy (2.3.21)
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X hors de S

F1G. 2.1 — Théoréeme de Gauss

ii) Considérons un deuxieme élément de surface dS’, sous-tendu par le méme angle
solide que le précédent, mais faisant avec le premier un angle o < 5. Ce deuxiéme
élément de surface est plus grand que le premier

1
dS' =dS (2.3.22)
cos o
mais le produit scalaire de leurs vecteurs normaux respectifs vaut a présent
1.7 = cos (2.3.23)
de sorte que les deux flux sont égaux
— =1 —=1
dS'V—=dS.V-. (2.3.24)
r r

En poursuivant de la méme fagon, on établit le résultat annoncé.

2) Puisqu’on a le choix de la surface S, on peut calculer ce flux dans des cas
simples:

i) Le flux du gradient de % sortant de la sphére de rayon r centrée en &’ = 0 est

égal A
1 T 27
]édS.V—:—/ sin9d9/ dp (2.3.25)
S r 0 0

1 2T
=— / dcos @ / dp = —?{ dQ) = — 4. (2.3.26)
-1 0
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ii) Le flux du gradient de % sortant de la surface fermée S composée de la demi-
sphere de rayon r centrée a l'origine et du disque de rayon r dans le plan (z = 0) est
égal a

z 27
- / * sin6do / dp = — 2m; (2.3.27)
0 0

le flux au travers du disque est nul car, dans ce plan, les vecteurs 1, et 1, sont
orthogonaux.

iii) Si ' = 0 est en dehors de S, le cone formé par les tangentes & S issues de 7/
intersecte la surface S suivant la courbe fermée C' qui décompose S en deux surfaces
S1 et Ss. Les flux au travers de ces deux surfaces sont égaux et puisque

— 1 1 — =1
y{dS.V— :/ dS.V—+/ (—d9).VL =0, (2.3.28)
S S1 Sa

T T T

on obtient bien le résultat annoncé.

2.3.1 Loi de Gauss revisitée

V I .

Fi1G. 2.2 — Loi de Gauss

Revenons un instant en arriere et appliquons ce théoreme de Gauss au calcul du
flux du champ électrique produit par une répartition de charges volumique au travers
d’une surface fermée S entourant V':

— 1 _ = 1
7{ dS.E = — 7{ dS./ dv' p(z')V 7 (2.3.29)
S S !

4eg

1 - = 1
! S

4eg

|z — z
1
= — dv' p(z') (2.3.31)
€0 \%
= Q, (2.3.32)
€0
ol
Q= dv' p(z") (2.3.33)
V/

est la charge totale intérieure a S.
Appliquons-le, & présent, au calcul du flux du champ électrique produit par une
répartition de charges en surface, dans le cas ot la surface chargée Y’ coincide avec
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une partie de S:

. 1 — 1
ISF — - s’ o(& 2.3.34
7{5 5 ngﬁ/g/ S'o(#) V= (2.3.34)

1 — 1
_ S o (i Lt 23,
- /Z sa(x)jfsv’x_x,’ (2.3.35)
1
L ) (2.3.36)
260 S/
. Q
= 5o (2.3.37)
ol
0= [ as @) (2.3.38)
Z/

est la charge totale sur S. On peut donc compléter la loi de Gauss de la fagon suivante
— = 1 1

dS.F = — int + = . 2.3.39

f ~ 1 Quit 5 Y Q] (2.3.39)

2.4 Potentiel électrostatique

Pour une distribution de charges localisée dans ’espace, en vertu du Lemme de
Poincaré, ’équation (V x E = 0) admet comme solution

E=-Vo¢. (2.4.40)

¢() est le potentiel électrique ou potentiel scalaire; ¢ n’est défini qu’a une constante
additive prés. Son interprétation physique apparait de la fagon suivante: rappelons
qu’une charge test @ placée en Z dans un champ électrique E subit de la part de ce
champ une force

F(z) =QE(2); (2.4.41)

le travail a effectuer (contre les forces du champ) pour déplacer la charge test @ du
point A au point B le long de la courbe C est donné par

WAﬂz—/BﬁF:—Q/BﬁE (2.4.42)
5 B
~Q /A 6= Q /A d6 = Q6(B) — ¢(A)] (2.4.43)

et ne dépend pas du chemin suivi pour aller de A en B. Si ’on choisit la constante
arbitraire de sorte que

lim ¢(z) =0 (2.4.44)

|Z|—o0

la grandeur @ ¢(Z) est interprétée comme 1'énergie potentielle de la charge test Q) en
Z: elle est égale au travail a effectuer pour amener la charge test @ de l'infini en .
Remarque 2.3. La condition (2.4.44) ne peut pas étre satisfaite s’il y a des charges
a linfini.
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2.4.1 Potentiel coulombien

De I'expression du champ électrique en Z produit par un élément de charge dq’
=/
en I

d/ — 1
1 (2.4.45)

Cdmey |z —Z
on déduit immédiatement que le potentiel en Z correspondant est le potentiel cou-
lombien 4

q 1
—_— 2.4.46
dmeg |T — T ( )
Il tend vers zéro pour |Z| — oo comme |Z|~!. Le potentiel en Z produit par tous les
éléments dq’ d'une répartition continue ( bornée dans R?) est la somme des potentiels
individuels

o dq' 1
P(z) = /R =k (2.4.47)

ep 4meq |2 — 7

Cette somme est plus simple que (2.2.11) car ce n’est plus une somme vectorielle.

2.4.2 Distributions particulieres

i) le potentiel coulombien en z d’'un ensemble de charges ponctuelles () en
Z),...,Qn en T, est

H(T)=> EEEA (2.4.48)
j=1 J
ii) le potentiel coulombien en T d’'une répartition volumique de charges dans V'

est donné par
dv' p(z') 1
7) = i 2.4.49
¢(@) // drey |z — T ( )

iii) le potentiel coulombien en Z d’une répartition surfacique de charges sur ¥/ est

donné par
ds’o(¥') 1
7) = . 2.4.50
4(2) /Z' dreg |z — T ( )

Remarque 2.4. Comme pour le champ électrique, le potentiel en un point T de
la répartition, se calcule en éliminant de la répartition la charge présente dans une
petite région infinitésimale entourant ce point!

Remarque 2.5. En dehors de la répartition, le potentiel est C*°. Pour une répartition
volumique ou surfacique de charges, le potentiel peut étre choisi partout continu, car
meéme si la composante normale du champ électrique est discontinue au passage d’une
surface chargée, cette discontinuité reste bornée! On ne peut plus assurer la con-
tinuité du potentiel dans le cas des distributions ponctuelles, ni pour des distributions
linéiques, ni encore pour des distributions dipolaires en surface [1].
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2.5 Equations de Poisson et de Laplace

En injectant £ = — V¢ dans la loi de Gauss, celle-ci fournit une équation pour le
potentiel: c’est [’équation de Poisson

Np=-L (2.5.51)

L’équation homogene correspondante
Np=0 (2.5.52)

est ’équation de Laplace.
Dans ce paragraphe, nous utiliserons les coordonnées cartésiennes.
Nous avons déja écrit une solution de I’équation de Poisson sous la forme

6(z) = — / @a’ p(@) (2.5.53)

47eg |z — 2|

Pour vérifier qu’elle satisfait bien cette équation, nous devons prendre le laplacien
des deux membres. Dans le membre de droite, nous tombons sur

AL (2.5.54)

[z — 2|

Pour ' # Z, ce laplacien est nul: en effet, d’abord

!
o 1 __ (z =) ; (2.5.55)
el =l o —a)?+y—y)?+ (2 - )
ensuite
2
o1 _ ! i (2.5.56)
07 =T (- )2+ (g - )P+ (o - )2
_ \2
+ 3o ) : (2.5.57)
[(x =22+ (y—y)* + (= &)?]2
donc o2 52 52
L (2.5.58)

+ — + —_
[8x2 0y? 322] |z — /|
Noter qu’avec Z’ pris comme origine des coordonnées, le calcul est plus simple en
coordonnées sphériques, car alors [T — '| = r et, pour r # 0, on a bien

1 1, 5.1

r

Attention cependant, ce laplacien n’est pas identiquement nul! En effet, pour tout
volume V' (limité par S) contenant le point &',

/Vd?’xA /
-1

22
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(2.5.60)

H |

_SV

—4r (2.5.61)
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en vertu du théoréme de Gauss. En z = 7/, le A ﬁ n’est plus défini en tant que
fonction, mais bien en tant que distribution. En fait

1 _ 3/ — _ _/
A T Ar§°(z — ') (2.5.62)
=—drd(x —2")5(y —y)d(z - 2) (2.5.63)
ou, au sens des distributions
1
(A7, (@) = 47 f(0) = ~47 (3.1) (2.5.64)

ou f désigne une fonction-test de D ou S. § est la distribution de Dirac; son support
est réduit au seul point z = 0. L’appendice D fournit quelques éléments de la théorie
des distributions fort utile en théorie classique comme en théorie quantique. Nous
utiliserons ici la propriété de & d’étre le neutre pour le produit de convolution des
distributions c’est-a-dire

oxT =T, VT (2.5.65)

/ B () 8@ — &) = / B p(7) (5 — ) = p(z) (2.5.66)
/ R3

la distribution p étant nulle en dehors de V', l'intégrale a pu étre étendue a tout
I'espace. Avec ces résultats, il vient donc

1

g - 33:/ j/ 1= __ ~1| Je
M(x)_m//d ) b (2.5.67
- 477160 / ! p(3) (—4m) 0% (2 — ) (2.5.68)
- % p(T). (2.5.69)

C’est bien ce ce nous voulions prouver.

Noter que la distribution de charge correspondant a une charge ponctuelle Q)
placée en T’ est égale a
p(T) = Q8% (z — 7). (2.5.70)

Pour un ensemble de charges ponctuelles Q1,Q2,....QnN, en Z},....7,

N
PQ1,Q2,Qn (T) = Z Qj 53(j - j;), (2.5.71)
=1

et en particulier pour un dipdle électrique en T’ constitué d’une charge ponctuelle @
en (Z' + 1€) et d'une charge (—Q) en (Z' — 3é),

paip(T) = Q[6*(z — 7' — %g) — 83z -7+ %E)] (2.5.72)
= —QeVe(z—-7)=-pVo(z - 7). (2.5.73)

]l
I
O
)
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(a) Field of a "pure” dipole (a) Field of a "physical"” dipole

Fia. 2.3 — Dipole

Le potentiel en Z produit par ce dipdle en 7’ est égal a

_ Q 1 1
in(T) = - 2.5.74
Q = 1

=— AY 2.5.75
47reg ¢ |z — /| ( )

1 1 1 pa
= — p.V = . 2.5.76
dreg b |z — 2|  4rmeq |z — T')? ( )

P = @ € est le moment dipolaire électrique et 7 le vecteur unité n = |”f_“:",‘. Le champ

~— D

électrique en Z produit par le dipole en Z’ est égal & (exercice

_ 1 3n(p.n)—p
Edip(x):47_r€0 T (2.5.77)

2.6 Développement multipolaire du potentiel

Fia. 2.4 — Développement multipolaire

Considérons, dans le cas d’une répartition volumique de charges localisées dans
un volume V’ borné de R3, le potentiel en un point Z situé a grande distance de la
répartition, c-a-d. pour |Z| >>> |Z'|: Pour ce faire, dans l'expression de ce potentiel
4 7 fixé (en coordonnées cartésiennes, dv’ = d3z’), nous remplacons I par son

T/
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développement en série de Taylor autour de Z’ = 0, c-a-d. par

1 1 e 01 1~ oy 021
== _ S 4 2.6.
FRETE IR OLAr Wy DDAy wr ey (2:6.78)
k=1 k=1
Il vient alors
_ 3z p(z') . 1 5 e 0 5 e o 021
0@ = [ TR St 5 3 S s )
k=1 kd=1
(2.6.79)
= ¢;)(@). (2.6.80)

Cette expression est le développement multipolaire du potentiel. Le premier terme
du membre de droite de (2.6.79) est égal a

— [ &2 p(7) = (2.6.81)

i) Si @ # 0, ce terme fournit le comportement dominant du potentiel & grande
distance; il correspond au potentiel d’une charge ponctuelle Q en z’ = 0.

ii) Si @ = 0, c’est le deuxieme terme du membre de droite de (2.6.79) qui devient le
plus important a grande distance; il correspond au potentiel d’un dipdle électrique
de moment dipolaire

p= / ' p(7') T (2.6.82)
situé en &’ = 0: ) )
T) = — p.V—. 2.6.

Il décroit comme |Z|~2 pour |Z| — oco. Si Q@ = 0, le moment dipolaire p ne dépend
pas du point par rapport auquel ce moment est calculé; en effet

P = // dgm/p(fl) (f, —a)=p—aQ =p. (2.6.84)

iii) Si @ et p sont nuls, c’est alors le troisieme terme du membre de droite de (2.6.79)
qui devient dominant, il vaut

1 . 1~ oy 021
T) = x p(z) = _— 2.6.85
b(2)(T) e // ' p(T') B le Tt kot Z| ( )

3
11 , 0% 1
= = Dk _— __ _— 2.6.86
drey 2 kézl dzk ozt |z| ( )
et peut encore étre récrit comme
3
1 1 02 1

= - D — 2.6.87
deg 2 kézl dzk ozt |z| ( )
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avec

! ’ 1 -
DkE — / P @) [0t - < 5 (2.6.88)
en utilisant les propriétés
3
% 1 1
ot —=A—==0 2.6.89
Z dzrkozt |z |z ( )
k=1
pour Z # 0 et
3 3 B
St =3 Y atat =2 (2.6.90)
=1 =1

DFt sont les composantes du moment quadrupolaire de la distribution de charges;
D est symétrique et de trace nulle. De plus, si Q = 0 et p = 0, D*¢ ne dépend pas
du point par rapport auquel ce moment est calculé, en effet, on a

/, B p(@) [ (2'* — a®) (2 = a’) - é(f' —a)? k) = (2.6.91)
2 1
= DM — [alC pl+alpt - 3 d.ﬁéw] +Q (alC at — g(lQ 5“). (2.6.92)

De facon générale, on peut montrer que les multipoles d’ordre k ne dépendent pas du
choix de l'origine si tous les multipoles des ordres j < k sont nuls.

2.7 Développement multipolaire de
I’énergie potentielle

Soit p(Z) une distribution de charge localisée, E un champ électrique extérieur
supposé lentement variable dans la région ou p est non nulle.
L’énergie potentielle de cette distribution dans le champ extérieur vaut

W, — / &z p(7) 6(2). (2.7.93)

En choisissant ’origine des coordonnées en un point de la distribution de charge, on
peut écrire

$(7) = 6(0) + ¥ By 6(&) e + 5 7 2 0 O BNy + - (2.7.94)

= 6(0) — a* Bu@) o — 5 7 2 O B + - (2.7.95)

= $(0) — 2" By(®) a0 — % (2l — é# ) O By(D)oeo + .. (2.7.96)

oll on a utilisé £ = —V ¢ et le fait que le champ extérieur est & divergence nulle. En

injectant ce développement du potentiel dans I’expression de ’énergie potentielle, on
obtient son développement multipolaire sous la forme

W, = / 2 p(z) [(0) — 2 Ei(2)ja—o — % ("ot — %# 5) 9 Eo(2) o0 + -]
(2.7.97)

= Q¢(0) = p* Ep(%)7—0 — % DM Oy Eg(T) 50 + - (2.7.98)
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Les différents termes fournissent 1’énergie potentielle d’un monopdle, d’'un dipoéle,
d’un quadrupdle,..., en & = 0, dans un champ électrique extérieur.

Exemple: ’énergie potentielle du dipole p; en  dans le champ électrique produit
par le dipdle po en 7’ est donnée par

L 3(n.p1)(n.pa2) — p1-pa

W, = —
P 47reg |z — 7|3

(2.7.99)

ou 7 est le vecteur unité dirigé de Z’ vers . C’est aussi ’énergie d’interaction des
deux dipodles.

2.8 Energie électrostatique, densité d’énergie.

Nous allons calculer ici le travail qu’il faut fournir pour créer une distribution de
charges (ce travail ne dépend pas de la maniere dont on crée la distribution); ce sera,
par définition, I’énergie électrostatique de cette distribution.

2.8.1 Distribution de charges ponctuelles

Le travail Wi a fournir pour amener la premiere charge (1, de I'infini au point
T1, dans le vide sans champ, est nul car ()1 ne subit aucune force. Le travail Wy a
fournir pour amener la charge ()2 de I'infini au point Zs dans le champ crée par ()1
vaut

Q1

= Q2 91(Z2) = Q2 e Ea—— (2.8.100)

.. Le travail W} a fournir pour amener la charge @) de l'infini en Z; dans le champ
électrique produit par les charges Q1,Q9,...Qr_1 déja en place est donné par

k=1 0.
— J
Wi = Qi Y Tneolon =7 (2.8.101)
=1

T — wj\
.. Le travail Wy a fournir pour amener la derniére charge (Q de Uinfini en zn dans
le champ électrique produit par les charges Q1,Q2,...QQn_1 est donné par
N-1

_ Qj
N = QN ; W—J,. (2.8.102)

IN — wj\

De sorte que le travail total a fournir pour créer la distribution de charges ponctuelles
est égal a

N N
QrQj Qj Qrk
We = Z W = Z Z dreq | T, i z,| Z Z dreg |;cj — Tg| (28.103)

k=1 k=1 j<k k=1 j>k

On peut encore lui donner une forme plus symétrique, a savoir

Qr Q;
Z ﬁ; 47“0‘%1% 1 (2.8.104)
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2.8.2 Energie électrostatique d’une répartition
volumique de charges p(7)

C’est toujours l’énergie nécessaire pour créer la distribution. Puisque 1’énergie
ne dépend pas de la maniere dont on crée la distribution, supposons V donné et
créons la distribution par couches successives dans V. Introduisons un parametre réel
a (0 < a < 1) pour repérer les différents états intermédiaires: 1’état initial correspond
aa=0,pg=0et ¢g =0, I’état final correspond & a = 1, p; = p et ¢; = ¢. Dans
Pétat intermédiaire ”a”, la distribution de charge est po(Z) = a p(Z); elle produit le
potentiel ¢,(Z) = a¢(z). Le potentiel est une fonction linéaire et homogene de la
distribution de charge!

Calculons d’abord 1’énergie nécessaire a accroitre la distribution de charge d’une
quantité dp, = parda — Pa = da p. Cette énergie est égale a ’énergie potentielle de
dpq dans le champ ”extérieur” produit par les charges déja en place, de potentiel ¢,,
soit

W, = [ dbp,(@) 6ula) = ada | % p(o)o(a) (2.8.105)
\%4 \%4
L’énergie totale vaut donc

_ [ 32 p(Z) 6(F) = + 32 0(Z) O(T
We—/o ada/vdxp(ac)qb(x)—2 /Vd p(Z) ¢(T). (2.8.106)

Pour une distribution volumique, 1’énergie électrostatique prend donc la forme

1
We =3 / Bz p(z) ¢(T). (2.8.107)
\%4
aussi équivalente a
1 1 7)p(z'
W, = = / Bz / i3y LEPET) (2.8.108)
24mey Jy v |z — 7|

Dans lexpression (2.8.107) et la suivante, l'intégrale sur V' peut étre remplacée par
une intégrale sur V’ O V: cela ne change rien car la distribution p est de toute facon
nulle en dehors du volume V' supposé borné. Par contre, si nous choisissons comme
volume V’ = R3, connaissant le comportement & grande distance du potentiel et
du champ, nous pouvons obtenir une expression simplifiée de I’énergie en terme du
champ seulement.

En vertu de I’équation de Maxwell,

p(Z) = e V.E(2), (2.8.109)
I’énergie électrostatique W, peut se mettre sous la forme
W, = %0 / B §(z)V.E(7). (2.8.110)
\%
En intégrant par parties, ceci devient
W, = B d’z[V.(¢pE)+ E] (2.8.111)
1%
60 3 ~ =1 -2
=3 d’z[V.(oFE)+ E’] (2.8.112)
R3



Par le théoreme d’Ostrogradsky, le premier terme du membre de droite devient

/ BrV.(pF) = }[ dS.(¢ F) (2.8.113)
R3 i~
ol S est la sphere dont le rayon R tend vers I'infini. Comme dS est proportionnel
a R?, que ¢ décroit au moins comme R~! et que E = —V¢ décroit au moins comme
R™2, cette intégrale est nulle & la limite ol R — oo. Il ne reste donc que

W, = 6—0/ B2 E’ (2.8.114)
2 R3

Sous cette forme, on attribue I’énergie au champ électrique créé par la répartition de
charges et

we = %OEQ (2.8.115)

est la densité d’énergie électrostatique.

Remarque 2.6. L’expression (2.8.114) de l’énergie est certainement une quantité
non négative, alors que l’énergie d’une distribution de charges ponctuelles peut con-
tenir des termes positifs ou négatifs selon les signes des différentes charges. La raison
de cette apparente contradiction réside dans le fait que (2.8.107) contient des contri-
butions de ”self-énergie”qui sont éliminées dans le cas des charges ponctuelles, parce
qu’infinies.

Pour mettre ceci en évidence, considérons le cas d’une répartition volumique de
charges dans deux volumes disjoints V{ et VJ. Notons p; (respectivement p9) la densité
de charges dans V{ (respectivement dans V). Notons aussi ¢; (respectivement ¢o)
le potentiel produit par p; (respectivement par py). L’énergie (2.8.107) devient, dans
ce cas,

Wo=3 [ & n@) + pald)][01(&) + 0n(a) (2.8.110
Viuvy
=3[ @ @)+ @+ [ @] 01+ 0@
(2.8.117)
=5 [, @ n@) g [P ) e
+ % /v; 3 py(T') p2(T') + % /\/2’ 32 po(Z) ¢1(Z) (2.8.118)

Les deux premiers termes sont clairement des contributions de self-énergie. Le 3eme,
Wi, vaut la moitié de I’énergie potentielle de la distribution 1 dans le champ produit
par la distribution 2; le 4eme, Ws;, vaut la moitié de I’énergie potentielle de la dis-
tribution 2 dans le champ produit par la distribution 1. Ces deux termes sont égaux
(théoreme ”de réciprocité” de Green), comme on peut le voir en explicitant les po-
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tentiels en fonction des densités de charges:

2Who 2/ a3z’ p1(Z') 2 (7) (2.8.119)
vi
— 1 / d?’x// d3x”M (2.8.120)
47T€0 1, V2/ ‘.i', _ i’”’ 0.
— 1 / d?’x”/ d3m’M (2.8.121)
4rreq : Vi ‘.f'” — j-” .8.
= / d3x” pa(27) ¢1(27) = 2Woy. (2.8.122)
Vy

L’énergie d’interaction entre les deux composants de la répartition de charges est
égale a I'énergie potentielle de 'un dans le champ produit par 'autre

Wing = Wig + Wap = 2Wip = 2Wa;. (2.8.123)

Lorsque les deux distributions considérées se réduisent a deux charges ponctuelles,
Wint se ramene a 1’énergie telle qu’elle a été définie pour des charges ponctuelles; la
self-énergie d’une charge ponctuelle est infinie (cela n’a donc pas de sens).

2.9 Théoremes de Green, Théoremes d’unicité

2.9.1 Théorémes de Green

Si V est le volume limité par la surface fermée S, si f et g sont des champs
scalaires suffisamment réguliers, alors

/ BrlgNf+ VgV :7{ dS.gVf (2.9.124)
\% S

et
/ B g Nf — fAg) :}[ dS.[gVf — fVgl. (2.9.125)
\%4 S

La premiere expression découle du théoreme d’Ostrogradky et de I’égalité vectorielle
suivante:

V.(gh) =Vg.h+gV.h (2.9.126)

appliquée & h = Vf; tandis que la seconde est la différence entre (2.9.124) et I'ex-
pression que 1’on obtient en interchangeant f et g dans (2.9.124).

2.9.2 Théorémes d’unicité

Théoréme 2.1. La solution de l’équation de Laplace dans tout Uespace R®, qui tend
vers zéro (au moins) comme |Z|~! pour |Z| — oo est ¢ = 0.

Démonstration: de (2.9.124), avec V = R3 et S = S, puisque A ¢ = 0, on tire
que

_ 3 _ 3, (T2 TPt
0—/Rgdx¢A¢_ /dex(ng) +y§ 5.6V 6. (2.9.127)

[e')
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Mais, puisque ¢ tend vers zéro a I'infini au moins comme |Z|~!, que son gradient tend
vers zéro au moins comme |Z|~2 et que I’dlément de surface dS est proportionnel &
|Z| 2, intégrale sur Su, est nulle. Il s’en suit que V¢ = 0, c-a-d. ¢ = constante qui
ne peut étre que zéro qui est sa valeur a l'infini.

Théoréme 2.2. Soit V le volume limité par la surface fermée S. Si ¢ est solution
de l’équation de Laplace dans V, et si ¢ s’annule sur la surface S, alors ¢ est nulle
dans tout le volume V.

Démonstration: (2.9.124) nous donne

_ 3 _ 3. T 4\2 STt v
o_/vdmm_ /de(th) +7ids.¢v¢ (2.9.128)

et puisque ¢ est nulle sur S, l'intégrale de surface est nulle. On en tire comme
précédemment que ¢ doit étre constante dans V, nulle parce que nulle sur S.
Théoreme 2.3. Soit V' le volume limité par la surface fermée S. Si ¢ est solution
de U’équation de Laplace dans V, et si sa dérivée normale Op,¢ = 7.V ¢ s’annule sur
la surface S, alors ¢ est constante dans tout le volume V.

Démonstration: (2.9.124) nous donne
_ 3 _ 32 TR
0= /V P A /Vd +(Vo) +7i 5.6V (2.9.129)
=— / dBx(Ve)? +7§ dS ¢n.Vo (2.9.130)
\%4 S

et puisque 7.V ¢ est nulle sur S, 'intégrale de surface est nulle. On en tire de nouveau
que ¢ doit étre constante dans V, mais cette constante n’est pas fixée.
Théoréme 2.4. La solution de l’équation de Poisson, dans tout lespace R3,

Np = — eﬁ’ p localisée (2.9.131)
0
qui décroit a Uinfini au moins comme |T|~! est unique, c’est le potentiel coulombien.
Démonstration: Nous avons vu précédemment que le potentiel coulombien est bien
solution de ’équation de Poisson et qu'il décroit au moins comme |Z|~! & infini.
Supposons que ce probléeme admette deux solutions, ¢1 et ¢o. Alors la différence
¢ = ¢1 — ¢ est solution de I’équation de Laplace et décroit a I'infini au moins comme
|Z|71. En vertu du Théoréme 1, ¢ = 0 donc ¢; = ¢s.
Théoréme 2.5. La solution de [’équation de Poisson, dans le volume V limité par
la surface fermée S,

NP =— ﬁ, p localisée (2.9.132)
€0

qui prend sur cette surface la valeur ¢|s = (probléme auz limites de Dirichlet) est
UNIQUE.

Démonstration: Soient ¢ et ¢ deux solutions du probleme. Alors, ¢ = ¢1 — o,
est la solution de I’équation de Laplace dans V', qui s’annule sur S. Elle est donc nulle
dans tout V' en vertu du théoreme 2.

Théoréme 2.6. La solution de [’équation de Poisson, dans le volume V limité par
la surface fermée S,

ANp = — %, p localisée (2.9.133)
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dont la dérivée normale 0,¢ = 7.V prend sur cette surface des valeurs imposées
Ondls = & (probléeme auz limites de Neumann), est unique a une constante additive
pres.

Démonstration: Soient ¢1 et ¢o deux solutions du probleme. Alors, ¢ = ¢1 — @2,
est la solution de ’équation de Laplace dans V', dont la dérivée normale s’annule sur
S. Elle est donc constante dans tout V' en vertu du Théoreme 3.

Remarque: on pourrait aussi envisager un probleme aux limites mixte qui con-
sisterait a se donner ¢ sur une partie de S et £ sur 'autre partie de S. Dans ce cas, la
solution de I’équation de Poisson serait aussi unique, a une constante additive pres.

2.10 Conducteurs parfaits, condensateurs

Tout élément de volume d’un conducteur parfait est électriquement neutre. Sous
Peffet d’un champ extérieur, les particules porteuses de charges (essentiellement des
électrons) se mettent immédiatement en mouvement et vont se répartir sur les sur-
faces limitrophes de telle maniere que le ” contre-champ” qu’elles produisent neutralise
exactement le champ a l'intérieur du conducteur. Le champ électrique est donc nul a
Pintérieur des conducteurs parfaits a ’équilibre électrostatique; le potentiel y est con-
stant et les surfaces limites sont des équipotentielles; a ’extérieur, le champ électrique
est normal & la surface et sa composante normale en P tend vers % lorsque P tend
vers un point de S.

2.10.1 Conditions d’unicité

a )

F1G. 2.5 — Conducteurs

Nous nous intéressons a la solution ¢ de I’équation de Poisson dans V,

Ap=——, (2.10.134)

dans le cas ou la surface S qui limite V est formée des surfaces Sy,51,...,Sy de
conducteurs parfaits (exemple: condensateur).
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Pour pouvoir appliquer le théoréme d’Ostrogradsky, introduisons d’abord les sur-
faces S,51,...,5% infiniment voisines de Sp,S1,...,Sn et ne les touchant pas. Elles
forment la frontiere du volume V’. Pour toute solution éventuelle ¢ de ’équation de
Poisson dans V’, on a, par (2.9.124),

lim d3x¢A¢:/ RN RLYAN) (2.10.135)
V=V Jy v

S'—S

N
=— | &x(Ve)? - 1li dS.¢ 0, .10.
/V z (Vo) lmjzojiﬁ S.¢) O h (2.10.136)

N
=— | Pz(Ve)?— dS ¢ 8,0, 2.10.137
| (@0 z;;i 6 0 (2.10.137)

ot 9,¢") désigne la limite, en venant de Pextérieur, de la dérivée normale. Les
intégrales de surface sont calculées comme des flux sortant des conducteurs donc
entrant dans V', ce qui justifie le changement de signe! Mais, sur S, le potentiel
prend la valeur constante ¢ ) et de plus,

7{ dS 8,0 ") = — 74 ds E(F) (2.10.138)
S; S;
= - ?é as < (2.10.139)
s; €0
_ 9 (2.10.140)
€0

ol Q; est la charge électrique totale sur la surface S;. (2.10.137) devient donc

B LN
3 _ 3 2 . .
/V d’r NP = — /V &’z (Vo) + w ]EO o) Qj- (2.10.141)

Il résulte de (2.10.141) que les données qui assurent I'unicité de la solution de I’équation
de Poisson dans V/, (a une constante additive pres), sont soit les constantes ¢y,
potentiels sur les surfaces Si, soit les charges (Jp portées par ces surfaces, soit les
potentiels sur certaines de ces surfaces et les charges sur les autres.

Remarque: ¢ désigne ici la valeur constante que prend le potentiel sur la surface
du conducteur numéro k; ce potentiel est produit par p et par les charges distribuées
sur tous les conducteurs!

A noter que les charges Q) sont liées par le théoréeme du flux du champ électrique
appliqué a une surface fermée ¥ qui entoure la surface Sy a l'intérieur du conducteur
correspondant:

N
60]4 dSE=0= § Qj+Q ou Q:/ 3z p. (2.10.142)
¥ . 14
j=0

Noter aussi qu’on peut toujours choisir la constante additive pour annuler le
potentiel sur I'une des surfaces; par exemple, on peut choisir ¢ = 0. L’unicité
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est donc établie par la donnée de N nombres, potentiels ou charges des conducteurs
1,2,....N.
Remarque: si Sy est la surface de la sphére de rayon infini, on demandera que
1

¢@0) — 0 au moins comme EE

2.10.2 Capacités, coefficients d’induction

Dans ce paragraphe, nous prendrons ¢ = 0 et nous considérerons qu’il n’y a
pas de charges dans V: p = 0 donc @ = 0. Soit ¢(z) la solution de 1’équation de
Laplace dans V' qui prend sur les surfaces S; les valeurs constantes ¢ ;. Désignons
par 1;(z) la solution de I’équation de Laplace dans V' qui prend sur S; la valeur 1, sur
Sk, k # 7, la valeur 0. En vertu du théoreme d’unicité et de la linéarité du Laplacien,
le potentiel ¢ s’écrit

N
AE) = by Un(T). (2.10.143)
k=1
Il en résulte que
N
Ond = by Ontr (2.10.144)
k=1
donc que
N
Q; =€ 7{ dSEH = —¢ 7{ dS 0,0 =" Cir by (2.10.145)
S Sj k=1
ou
Cik = — € 7{ dS 0,0 = — ¢ f{ AR (2.10.146)
SJ' Sj

Ces constantes Cj; sont déterminées par la géométrie des conducteurs; les C}; sont
les capacités des conducteurs, les Cj, pour j # k sont les coefficients d’induction.
La capacité d’'un conducteur est égale a la charge totale portée par ce conducteur
lorsque celui-ci est maintenu au potentiel 1 alors que tous les autres sont maintenus
au potentiel zéro.

En vertu du théoreme d’unicité, les relations (2.10.145) sont inversibles; on peut
donc aussi écrire

N N

PG) = Z ik Qi avec Z Cik cre = djp. (2.10.147)

k=1 k=1

L’énergie électrostatique d’un systeme de conducteurs peut donc prendre diverses
formes

N N N
We=32_Qitn) =5 D Cindi)dw =35 D @O (2.10.148)
j=1 jik=1 k=1

Théoreme 2.7. Les coefficients d’induction sont symétriques: cj, = ci; donc aussi
Cjr = Cyj et les coefficients de capacité sont définis positifs: Cj; > 0.

Les démonstrations sont proposées comme exercices.
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2.11 Tensions Electrostatiques [2, 3]

Calculons la force électrique totale exercée sur les charges contenues dans le volume

V, cad,
F :/ 3z p(z) E(%); (2.11.149)
v
sa k-iéme composante cartésienne vaut
F, = / 3z p(z) Ey(z) = / Bz fi(z) (2.11.150)
1% \%4
et fi est la k-ieme composante de la densité volumique de force. A I'aide des équations

de Maxwell, nous allons transformer cette expression pour ne plus y voir apparaitre
que le champ électrique. Avec p =€) V.E = ¢y >, 0¢ Ey, la densité de force devient

fe=rc0 Y Ex0iE, (2.11.151)
= ¢ ZZ: 00 (Ey, Ey) — (8y Ey) Ey (2.11.152)
= Z:: 00 (Ex Ey) — (04 Ey) Ef] (2.11.153)
= € ; 00 (Ex Ep) — %ak (E¢ Ey)) (2.11.154)
=0 Y O |Bx By — %EQ Ot (2.11.155)

‘

Pour passer de la deuxieme a la troisieme ligne, nous avons utilisé 'équation Vx E = 0
sous la forme Oy B}, = O Ey.

La k-ieme composante de la densité de force de volume est égale a la divergence
du tenseur des tensions électrostatiques de Mazxwell

fe=Y_ 0T, (2.11.156)
14
ou .
Tkg = Tgk = €0 [Ek Eg - 5 E2 5kg] (211157)

En application du théoreme de la divergence, la force totale qui s’exerce sur les
charges contenues dans le volume V' peut étre exprimée entierement en termes des
composantes du tenseur des tensions sur la surface fermée S qui limite ce volume: en
effet

Fk = / ds.%' Z 3g Tkg = Z%S ng TM = f ds Z Ty Tkg. (2.11.158)
v ¢ ¢ o ¢

Tye est donc la k-ieme composante de la force que le champ exerce sur ’élément de
surface d’aire unité perpendiculaire au vecteur 1,.
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Exemple: Considérons une boule de rayon a, uniformément chargée: Q) = p%ﬂa?’.

Coupons-la en deux par un plan qui passe par son centre (z = 0) et évaluons la force
totale exercée par la demi-boule du bas sur la demi-boule du haut. La surface fermée
entourant la distribution sur laquelle on évalue la force est formée de la demi-sphere
(r=a0<6<3,0<¢<2m)etdudisque (0 <r < a0 = 5,0 < ¢ < 27). Rappelons
que le champ électrique est radial et qu’il vaut

_ 9 1 >
E(r)z{“’“oﬂ noree (2.11.159)

—4ﬂ§)a3 rl,, r<a

et

1, = sinf cos pl, + sinfsinpl, + cos 1. (2.11.160)

La force totale est évidemment dirigée suivant I’axe Oz, il suffit donc de calculer
(exercice) les composantes T,y du tenseur des tensions:

T.p = €0 B By (2.11.161)
T., = 0 E. E, (2.11.162)
T.. =3 (B2 E} - E)). (2.11.163)

Comme élément de surface, on a

e a’dcosfdpl, pour 'hémisphére nord (2.11.164)
—rdrdel, pour le disque o
La force sur I’hémisphere vaut
_ 1 2
tandis que la force sur le disque vaut
_ 1 Q?
et la force totale est la somme des précédentes
_ 1 3Q?
= Treg 162" (2.11.167)

En fait, dans 'application de (2.11.158), on peut remplacer le volume V' par tout autre
volume qui entoure la charge et aucune autre. Dans notre exemple, il est avantageux
de prendre pour V tout le demi-espace z > 0 de sorte que la surface S devient
I’hémisphere supérieur de la sphére Sy, (sur lequel £ = 0) et le plan z = 0: on
vérifiera comme exercice que la contribution a la force des points du plan pour r > a
est bien égale & F}, ci-dessus.

36



Chapitre 3

Problemes aux limites en
électrostatique.

De tres nombreux problemes d’électrostatique consistent a résoudre 1’équa-tion de
Poisson dans un volume limité par des surfaces sur lesquelles soit les potentiels, soit
les distributions de charges sont données. Ce chapitre présente quelques méthodes de
résolution de ce type de problemes.

3.1 La méthode des images

Cette méthode peut étre utile pour trouver le potentiel produit par une (ou
plusieurs) charge(s) ponctuelle(s) en présence de surfaces, a la géométrie tres simple,
par exemple des conducteurs reliés a la terre ou maintenus a des potentiels fixés.

3.1.1 Probleme 1

Calculer le potentiel produit par la charge ponctuelle @ au point P’ de coor-
données cartésiennes (0,0,d) au dessus d’un plan infini conducteur (z = 0), relié a la
terre (¢|,—0 = 0).

Le plan sépare l'espace en deux régions, a savoir la région [1] des z > 0 et la
région [2] des z < 0.

x

1:z>0

z=0 z=0
[e) [¢]
2:z<0 —

i) Dans la région [2], il n’y a pas de charges. Le potentiel y est la solution de
I’équation de Laplace nulle sur le plan z = 0 et a 'infini; ¢ y est donc nul et le champ
électrique y est nul aussi.
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ii) Dans la région [1], le probléme est, a priori, plus compliqué car la charge @
induit sur le plan conducteur une distribution de charges (inconnue jusqu’ici) telle que
le champ qu’elle produit dans la région [2] est égal et opposé au champ coulombien
produit par Q. Nous savons cependant que le potentiel dans la région [1] est solution
de l’équation de Poisson (avec p(Z) = Q 6(x) 6(y) 6(z — d)), qu’il s’annule a l'infini et
sur le plan z = 0 et que ces conditions assurent son unicité.

iii) Considérons, en paralléle, le potentiel de deux charges ponctuelles, @ en (0,0,d)
et (—Q) en (0,0,—d). Ce potentiel s’annule a l'infini et admet le plan médiateur entre
les charges (z = 0) comme surface équipotentielle de potentiel nul. En Z, arbitraire
dans ’espace, il est donné par

Q 1 1

V@)= e T Eran

! (3.1.1)

et, pour  dans la région [1] du probléeme initial, c’est la solution de 1’équation de
Poisson (avec p(z) = Q 6(x) 6(y) §(# —d)) qui s’annule sur le plan (z = 0) et a U'infini.
En vertu du théoreme d’unicité, il coincide donc, dans la région [1] avec le potentiel
recherché.

Nous avons donc résolu le probleme initial dans la région [1] ( potentiel produit
par une charge et satisfaisant une condition aux limites ) en inventant un probléme
sans condition aux limites sur z = 0, mais avec une ”charge-image” placée dans la
région [2] de facon telle que le plan limite soit une surface équipotentielle de potentiel
nul.

Le potentiel recherché vaut donc

#(a) = {OQ RetE (3.1.2)

4meo [\f—diz\ - ‘i‘-{-diz‘] si z e [1].

3.1.2 Probléeme 2

Calculer le potentiel produit par la charge ponctuelle @ en (0,0,d), & proximité
d’une sphere conductrice de rayon a < d, centrée a l'origine, reliée a la terre (¢|s, =

0).

Préliminaire: le potentiel produit par deux charges ponctuelles @ en (0,0,d) et
(—Q’') en (0,0,d"), (d' < d), admet comme équipotentielle de potentiel nul la surface
d’équation

1 Q Q/ B
Trey modn] modn) (3.1.3)

ou I
: L (3.1.4)



ou encore B _
Q _ |z — d1,]
Q |z —d1,|
Or, le lieu géométrique des points T dont le rapport des distances & deux points fixes
(0,0,d) et (0,0,d") est constant est une sphere d’équation

(3.1.5)

2 1 2 2
2 2 (o d' —d), a’(d—d)
_ = 3.1.6
w4+ - g = ) (3.16)
Nous avons posé o = % Cette sphere a pour centre le point de coordonnées (0,0, (?;g /__16)0)
et pour rayon a = (?olgjf)‘ En particulier, le centre de la sphere est a l'origine pour

a?d' = d; dans ce cas, son rayon vaut a = g.

Revenons au probleme posé: i) a l'intérieur de la sphére (pour |Z| < a), le champ
électrique est nul, le potentiel est constant, et méme nul car nul sur la sphere; ii)
pour calculer le potentiel & I'extérieur, on invente une charge-image (—@Q’) en (0,0,d")
a l'intérieur de la sphere telle que

2

/ a / a
=Q- et d=— 3.1.7
@=Q% a ¢=" (3.1.7)
et on calcule le potentiel du a ces deux charges. Celui-ci vaut
Q 1 a

o(z) = — —]. (3.1.8)
Ire B—dl]  djs— 21,

En vertu du théoréme d’unicité, a 'extérieur de la sphere, c¢’est-a-dire pour |Z| > a,

il coincide avec le potentiel recherché.

3.2 Fonction de Green

On appelle ”fonction de Green” ou solution élémentaire de ’équation de Poisson,
toute solution G(Z,z') des équations

AG(z,7) = NG(z,3) = — 4n63(z — T). (3.2.9)

On en connait déja une, a savoir la fonction G (Z,%') = qui s’annule pour

— Jz-7']
— 7, . 7 . 7 9z . .
|Z| — oo ou pour |#'| — oco. La linéarité de ’équation de Poisson nous assure que

toute fonction de Green pourra s’écrire comme
G(z,7") = Goo(2,7) + F(2,7), (3.2.10)

ou F(z,7') est solution de I’équation de Laplace. L’intérét de disposer de solutions
élémentaires réside dans le fait qu’elles permettent toujours d’écrire une solution
particuliere de 1’équation de Poisson

pp=—L, (3.2.11)
€0
par convolution avec la source
1
o(z) = / &’z p(2') G(' 7). (3.2.12)
4dmey Jgs



On vérifie immédiatement que (3.2.12) est solution de I’équation de Poisson en pren-
ant le laplacien des deux membres.

Si, dans (3.2.12), on choisit G = G (Z,7’), la solution particuliere ¢ ainsi con-
struite est celle qui s’annule sur S., (au moins) comme |Z|*. Selon le choix de G,
on peut donc, non seulement écrire une solution, mais encore satisfaire un probleme
aux limites. La question se pose alors de construire ”la fonction” de Green Gg(Z,z’)
appropriée a la résolution d’un probléme aux limites sur la surface fermée S qui est
le bord de V. Utilisons le deuxiéme théoreme de Green (2.9.125) avec

f(@) = o(@), — No(a') = — P&

(3.2.13)
€0
g(7) = % G(#.3), — A’ﬁG(@’,@) = -8z -7). (3.2.14)
I1 vient
/V Bz [- G(Z \7) Zgio) + (7)) 0% (z — 7))
L [ asie@ s a.6) - o@) 0.6 ). (3.2.15)
471' S
Pour z € V, ceci donne
7)) — L 3,0 (! = =
0@) = = [ ¢ o) Gea)
+ ﬁ ds' (G ) 0. 6(F) — (&) B.C(F 7)), (3.2.16)
S

Quelle que soit G, (3.2.16) établit une relation intégrale entre la valeur du potentiel
en un point de V et les valeurs de ¢ et de sa dérivée normale sur S. (3.2.16) telle
quelle, ne peut pas étre utilisée pour calculer ¢ a partir des données ¢g et 9, ¢pg car
ces données sont redondantes et généralement incompatibles avec 1’existence d’une
solution. Par contre, si on choisit bien la fonction F(#',Z), on peut éliminer I'une
des deux intégrales de surface du membre de droite de (3.2.16). En particulier, si on
choisit F' de sorte que G(Z',z) s’annule pour Z’ sur S, alors avec G — Gg, (3.2.16) se
réduit a

o) = ! / B p(7) Gs(F ) — — / ds' [6(2) 0.Gs(F 7). (3.2.17)

mey Jy i Jg

En injectant dans l'intégrale de surface la donnée ¢g = 1), cette relation fournit alors
le potentiel, en tout point & a 'intérieur de V', en termes de la distribution de charges
et de sa valeur sur S.
Remarque 3.1. Puisque l'intégrale de volume du membre de droite de (3.2.17) est
solution de l’équation de Poisson, l'intégrale de surface est solution de l’équation de
Laplace avec condition limite de Dirichlet.

On pourrait aussi choisir F' pour construire la fonction de Green appropriée a la
résolution d’un probleme de Neumann, mais sa construction explicite est plus difficile;
nous ne le ferons pas ici.
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|
x

®=0 enr=a

3.2.1 Fonction de Green de la sphére (probléme extérieur)
Recherchons la fonction de Green G(Z/,Z), solution de
NG(F 7)) = —4rd(z — ') (3.2.18)

pour |Z| > a, qui s’annule pour |Z'| = a et & U'infini. Cette fonction de Green est le
potentiel en Z’' produit par une charge ponctuelle Q = —4meg en T ( extérieure a la
sphere de rayon a centrée a l'origine), et qui s’annule sur cette sphere. Nous I’avons
déja calculée par la méthode des images dans le paragraphe précédent; elle est donnée
par (3.1.8) ou avec des notations adaptées par

1 a a
G 2)= —— — , 23 = ——— 3.2.19
S e R e o S
ou v’ = |Z’'|. En introduisant les coordonnées sphériques,
x = rsinf cos @, 2’ =1'sin@ cos ¢’
y = rsin @ sin p, y' = 1'sin @ sin ¢’ (3.2.20)
z =rcos#, 2 =1"cosb
et, avec
2.2 =171’ cosy, cosy = cos f cos @ + sinfsin @’ cos(p — ¢'), (3.2.21)
elle s’écrit
1 1
G(@'7) = — - , . (3.2.22)
\/7“ 4+ 72 — 2rr’ cosy \/r122+a2_2r7n/c087
Et sa dérivée normale vaut, sur la sphere
0 r? — a?
0,G(& &) |r—qg = —75G(2,2 ) |pr=q = — - (3.2.23)
or a(r? + a® — 2ar cos )2

Le signe (—) devant le deuxieéme terme provient du fait que la normale & S doit étre
orientée vers 'extérieur du volume, soit ici vers l'intérieur de la sphere.

3.2.2 Solution de I’équation de Laplace (Dirichlet)

(3.2.17), avec p = 0, et (3.2.23) donnent la solution de I’équation de Laplace, pour
|Z| = r > a, qui prend sur la sphere la valeur: ¢(a,0,p0) = ¥ (0,p),

a 1 27 7“2 _ a2 A
o(z) = —/ dcosﬂ//0 dgp’( ( J¥(0'7) . (3.2.24)

dm ] 4 r2 4+ a? — 2ar cos ’y)%
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Chapitre 4

Méthode de séparation des
variables

La résolution des équations aux dérivées partielles linéaires de la physique mathéma-
tique se simplifie souvent en passant par la méthode dite de ”séparation des variables”.
Elle consiste a construire une infinité de solutions (qui forment un ensemble complet
orthonormé de solutions), sous la forme de produits de fonctions d’une seule variable,
et qui offrent la possibilité d’exprimer la solution de I’équation aux dérivées partielles
linéaires recherchée sous la forme de développements en séries (ou en intégrales). Les
équations dans lesquelles figure le laplacien admettent des solutions par séparation
des variables dans onze systemes de coordonnées différents. Nous n’utiliserons ici que
les coordonnées cartésiennes et les coordonnées sphériques; le cas des coordonnées
cylindriques est aussi traité, par exemple, dans [1].

4.1 Eq. de Laplace en coordonnées cartésiennes

Cette équation s’écrit
Np=——+—-—5+ -5 =0. (4.1.1)

La méthode de séparation des variables consiste a en rechercher les solutions de la
forme

d(zy,z) = X(2)Y(y) Z(2). (4.1.2)

En portant (4.1.2) dans (4.1.1) puis en divisant le tout par le produit XY Z
supposé non nul, il vient

1 d’X 1 d&*Y 1 d*z
=0; 4.1.3

X(z) dx? * Y (y) dy? * Z(z) dz? ( )

les dérivées partielles sont devenues des dérivées ordinaires puisqu’elles ne portent
plus que sur des fonctions d’une seule variable. (4.1.3) exprime que la somme d’une

fonction qui ne dépend que de z, d’une fonction qui ne dépend que de y et d’une
fonction qui ne dépend que de z est nulle. Les variables x,y,z étant indépendantes,
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ceci ne peut avoir lieu que i) si chacune de ces fonctions est constante et ii) si la
somme des constantes est nulle, donc si

2
% =AX (4.1.4)
d?Y
— =upY 4.1.5
2
Z
avec \, i,V € R et
A p+v=0 (4.1.7)

Si les conditions aux limites ne peuvent étre satisfaites que lorsque les constantes
réelles A et p sont négatives, on pose

A=—-a% et pu=-p* (4.1.8)

alors
v=r22=0a2+03%>0. (4.1.9)

Les équations ci-dessus admettent alors comme solutions générales

X(z) = A cosax + B sinax (4.1.10)
Y (y) = C cos By + D sin By (4.1.11)
Z(z) = E coshyz + F sinh~yz (4.1.12)

et ¢ solution de I'équation de Laplace peut s’écrire comme combinaison linéaire
générale des solutions particulieres ainsi construites

¢(x7y7z) = Z

a,f
{Aap cos ax cos By coshyz + Bag cos aw cos By sinhyz
+ Cop cos ax sin By coshyz + D,g cos ax sin By sinhyz
+ Eqp3 sinax cos By coshyz + F,3 sinax cos By sinhyz
+ Gop sinax sin By coshyz + Hyp sinax sin By sinhyz} (4.1.13)

4.1.1 Exemple

Potentiel a l'intérieur d’une boite parallélipipédique qui s’annule sur les faces
x=0,z =a,y =0,y =b,z =0 et prend en z = ¢ la valeur V(z,y).
i) en x = 0: pour assurer cette condition limite, il faut que

Aap = Bag = Cop = Do = 0. (4.1.14)

ii) en x = a: on ne peut pas annuler les constantes restantes sinon le potentiel
¢ serait identiquement nul. On assure donc cette condition limite en restreignant les
valeurs de « de sorte que (aa) coincide avec les zéros de la fonction sinus:

aa=nmt n=1273,..—a= nn (4.1.15)
a
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iii) en y = 0:

Eop = Fap =0 (4.1.16)

iv) eny =b:
Bb=mm m=123,. — f= ? (4.1.17)

v)en z=0:
Gog = 0. (4.1.18)

La solution générale de 1’équation de Laplace qui satisfait toutes les conditions
limites précédentes s’écrit donc comme

2 2 2 2
nrr . mwy . n?m?  m?mw
hy/——+——2. 4.1.19

—— sin— = sin = I ( )

(b(xayrz) = Z H,, sin

n,m=1
Traitons, a présent, la derniére condition limite: en z = ¢, le potentiel vaut V(z,y) ou
¢(z,y,c) = V(zy) (4.1.20)

donc aussi, en posant z = ¢ dans (4.1.19),

0 2.2 2.2
. MTT . MmTYy . n?m m2
V(z,y) = Z Hyp, sin — sin— sinh 2 + 2 C (4.1.21)
n,m=1
> nwxT mm
= Z Vium sin - sin 5 Y (4.1.22)
n,m=1
Oll nous avons posé
. n2mw2  m2m2
[ Hpm sinh " + 7 ¢l = Vam. (4.1.23)

Les coefficients Vj,,, sont les coefficients de la série de Fourier de la fonction V' (z,y),
ils se calculent par les formules d’inversion de Fourier:

2 [ 2 [P
- / dx = / dyV(x,y) sin BT gin 7Y _ Vien.- (4.1.24)
a 0 b 0 b

a

Leur connaissance détermine les coefficients H,,,, par

n?2n?2 m2n2 __
24_?¢41 (4.1.25)

Hpm = Vi [sinh
a

donc aussi le potentiel ¢ par (4.1.19).

Remarque 4.1. La formule d’inversion découle du fait que, pour n et n' = 1,2,3,...,

a !/ s

. nNTxTr . NI a . . a

dx sin sin = — du sinnu sinn'u = = Gy (4.1.26)
0 a a ™ Jo 2

Par exemple, pour V(z,y) = Vp

Vi = W;lxom 1= (=1)*][1 = (=1)™]. (4.1.27)
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4.2 Eq. de Laplace en coordonnées sphériques

10, ,09 1 9, 09 1 9%
(sin )+rzsin206g02 N

Ap = 0. (4.2.28)

T_ZE(T ar)+r28in989 00

On en recherche des solutions de la forme
o(r,0,p) = R(r) P(0) Q(p). (4.2.29)

En portant (4.2.29) dans (4.2.28), en divisant le tout par RPQ) supposé non nul, puis

en multipliant par 72 sin® 6, il vient
sin?0 d , ,dR, sinf d ar 1 d*Q
—(r*— —(sinf—) + =—= =0. 4.2.
R oar o) T ™) Toan =0 (4.2.30)

La somme des deux premiers termes ne dépend que des variables r et 6, le troisieme
terme n’est fonction que de . L’égalité ne peut avoir lieu que si

sin0 d , ,dR. sinf d ar
—(r*— —(sinf——) = m? 4.2.31
7o @) ) =" (4.2.31)
1d*Q 2
—— = —m”. 4.2.32
ou m est une constante. L’équation (4.2.32) admet comme solutions
Qim = =, (4.2.33)

 étant une variable angulaire, on impose aux fonctions @+, d’étre des fonctions
périodiques de ¢ de période 27, ce qui restreint les valeurs de m a
m=0,+1, £2, £3,.. (4.2.34)
Reprenons 'équation (4.2.31): divisée par sin? 6, elle devient
1d, ,dR 1 d dP m?
——(r*— —(sinf—) — —— =
Rdr( dr)+Psin9d0( d0) sin’
Le premier terme de (4.2.35) n’est fonction que de 7, la somme des deux autres n’est
fonction que de #; encore une fois, I’égalité (4.2.35) ne peut avoir lieu que si

Ld odR

0. (4.2.35)

R (r o )=L(l+1) (4.2.36)
1 d dpP m?
——(sinfl—) — —5— = — 1). 4.2.
Psin 6 df (siné do ) sin? ae+ (4.2.37)

Les conditions de régularité des solutions de I’équation en 6 exposées plus en détail
dans ’appendice 4 imposent a la constante £ d’étre un nombre entier non négatif

(=0,123,... (4.2.38)

L’équation (4.2.36) est I’équation radiale ou équation ’EULER; elle admet comme
solution générale, dans un domaine qui ne contient pas l'origine (r = 0) et qui ne
s’étend pas jusqu’a 'infini,

Ry(r) = Ay 7t + By L (4.2.39)

Si le domaine contient l'origine, les constantes By doivent étre nulles; si le domaine
s’étend jusqu’a I'infini, les constantes Ay, ¢ # 0 doivent étre nulles.
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4.2.1 Equation et Polynéomes de Legendre

En terme de la nouvelle variable
W= cos#, (4.2.40)
I’équation (4.2.37) se met sous la forme

dP m?

10— T e ) - T

du

[P =0. (4.2.41)

Le cas particulier ot m = 0 se présente dans les problemes a symétrie axiale, lorsque
la fonction ¢ ne dépend pas de I’angle azimuthal ¢ (la fonction @ se réduit alors a
une constante). Dans ce cas, I’équation ci-dessus devient

= ey P o (4.2.42)

C’est ’équation de LEGENDRE.

Pour chaque valeur de £ = 0,1,2,3,..., elle admet une solution particuliére, réguliere
en p = +1, qui est un polynéme Py(u), de degré ¢. Ces polynomes sont les polynomes
de Legendre. Un appendice leur est consacré. Ils forment un ensemble complet (pour
les fonctions de carré sommable) de fonctions orthogonales sur le segment [—1, + 1],
dans le sens que

1

2
/ = /

/_1 dp Py(p) Py(p) = T dee (4.2.43)

et, que toute fonction f dans Ls[—1,1], f admet un développement, convergent en
moyenne quadratique, de la forme

F() = e Polp) (4.2.44)

=0

avec L
w=2= | G Pl (4.2.45)

4.2.2 Eq. de Laplace: Solution a symétrie azimuthale

La solution générale de I’équation de Laplace, a symétrie azimuthale peut s’écrire

comme
[ee]

o(r,0) = Z (Agrt + Bor=71) Py(cos 6). (4.2.46)
{=0
Les constantes Ay et By sont déterminées par les conditions aux limites imposées &
la solution et par le domaine dans lequel on travaille.
Pour ¢ = 0, cette solution se réduit a la solution générale, a symétrie sphérique
de I’équation de Laplace

¢(r) = Ao+ By % (4.2.47)

mais, comme on le sait, la fonction % n’est solution de ’équation de Laplace que dans
I'espace R dont on exclut I'origine.
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4.2.3 Harmoniques sphériques

Pour m # 0, il nous faut retourner a l’équation (4.2.41). Celle-ci admet des
solutions régulieres en p = +1 pour

£=0,1,23,... (4.2.48)
m=—L,—0+1,—F0+2,.0—14¢ (4.2.49)

La solution réguliere en p = +1 de (4.2.41) est la fonction de Legendre associée,
P;*(u), donnée, pour m > 0, par la formule de Rodrigues

dZer

I3

1 ¢

PP (n) = grp (1= 1) W(HQ -1 (4.2.50)
Toute la dépendance angulaire en 6,0 de la solution de I’équation de Laplace
peut étre regroupée dans la fonction de Laplace ou harmonique sphérique définie,

pour m > 0, par

Vi (00) = ()" \/ L preosgy e (4250
tandis que
Y, = ()" Y00 (4.2.52)

Ces fonctions forment un systeme complet orthonormé de fonctions sur la sphere de
rayon unité

1 2m
/ dcos / doY*7(0,0) Y (0,0) = 6ur S (4.2.53)
-1 0

et toute fonction g(#,¢$) de carré sommable sur la sphére admet un développement,
convergent en moyenne quadratique, de la forme

[e'e) L
9(9’90) :Z Z Ctm ng(a@) (4'2'54)

=0 m=—¢

avec

1 2
Com = / dcos 6 / de Y7 (0,0) g(0,p). (4.2.55)
-1 0

4.2.4 Equation de Laplace: solution générale

La solution générale de I’équation de Laplace peut s’écrire sous la forme d’un
développement en harmoniques sphériques

00 J4
$(r0,0) =D > (Agn " + Bomr ™1 YM(0.0). (4.2.56)
=0 m=—4

Les constantes Ay, et By, seront déterminées par les conditions aux limites et par
le domaine dans lequel on résoud I’équation.

Plus d’informations concernant ces harmoniques sphériques et leur utilisation
peuvent étre trouvées en appendice.
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4.3 Problemes a symétrie azimuthale [1]

4.3.1 Exemple 1

Potentiel d'une charge ponctuelle @ placée en (0,0,d) & proximité d’une sphére
conductrice (centrée a 'origine, de rayon a < d) mise a la terre.

-Pourr<a,¢p=0

- Pour r > a, ¢(r,0) est solution a symétrie azimuthale de I’équation de Poisson

NAp = —% Q& (z —dl,) (4.3.57)

Une solution particuliére est donnée par le potentiel coulombien

Q 1

pe(r,0) = dreo [T —dis| (4.3.58)

La solution générale qui s’annule & I'infini au moins comme L., s’écrit donc comme
|z[’

o(r,0) = dc(r,0) + Z Byr~1 Py(cos ) (4.3.59)
=0

Il nous faut encore assurer la continuité du potentiel en » = a. Pour cela, nous faisons
appel a la fonction génératrice des polynoémes de Legendre, qui, pour r = a < d,
fournit

Q 1

0 4.3.60
dmeg \/a? 4 d? — 2ad cos 6 47‘(’60 Z df+1 (cos 0) ( )
La condition ¢(a,d) = 0 devient donc
47@ Z gt Prleost) )43 Bra ! Pieost) =0 (4.3.61)
£=0 (=0
d’ou on tire ot
Q a
By =— Tney dot (4.3.62)

qui, injectés dans (4.3.59), fournissent le potentiel recherché.

4.3.2 Exemple 2

Potentiel produit par la répartition de charges o(f) = og cos @ sur la sphere de

rayon a
- Pour r < a,
o
o(rf) = Z Ay 1t Py(cos6) (4.3.63)
(=0
- Pour r > a,
Z Byr~71 Py(cos 6) (4.3.64)
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La condition de continuité du potentiel en r = a fournit
Ay a’ = By a7 o Ay a2t = By (4.3.65)

La donnée de la distribution de charges en surface est équivalente a la donnée de la
discontinuité de la composante normale du champ électrique:

S (1) Bra 2 Pyfeost) + 3 0 Apatl Pyleost) = —a(6)  (4.3.66)
€0
¢ 0
ou 1
S IC+1)Bra 2 + L Aga" | Py(cos 0) = — o(6) (4.3.67)
€0
4

ou, en utilisant (4.3.65) et le développement de () en série de polynomes de Le-
gendre

3" (20 +1) Aga’ ! Py(cosb) = ? Py(cos ) (4.3.68)
0
4

On en tire donc, en identifiant les coefficients des P dans les deux membres

Ag=0NC#1, A= :?TO —Bia™® (4.3.69)
0

En conclusion, a l'intérieur de la sphere, cad pour r < a, le potentiel vaut

o(r,0) = 70 7 Pi(cos ) = 2, (4.3.70)
3€0 3¢€0
et le champ électrique est constant (E = E,1,, E, = —%); a lextérieur de la
sphere, donc pour r > a,
(o) a3
o(r) = 3 12 Py (cosb). (4.3.71)
C’est le potentiel d'un dipdle électrique, a l'origine, de moment dipolaire
_ - oodma® -
p=p:l:=—F—L. (4.3.72)

4.3.3 Exemple 3

Potentiel produit par un disque de rayon a uniformément chargé, pour r > a.
Dans cette région, le potentiel est solution de I’équation de Laplace; il peut s’écrire
comme
¢(r,8) = Byr~t"! Py(cosb) (4.3.73)
J4
Il nous reste donc & calculer les By. Or, en un point de 'axe du disque, soit en
r=2z>0et § =0, le potentiel vaut (voir exercice 7)

d(r=20=0) =2 [\a2+ 22— z] (4.3.74)

N 260
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Pour z > a, (4.3.74) admet le développement suivant

(4.3.75)

(4.3.76)

=20=0) = — 1 -1
o 2 3 ped
Y [§ _ 5_ + 5_ _ i + ]
2¢g 2 8 16 128
ou & = ‘;—z En identifiant ce développement & (4.3.73), pour r = z et cos# = 1 donc
Pi(1) =1,

¢ =—2z
l+1 2¢€

1 2 3 5 4
5 LS
)4

on extrait que les seuls coefficients By non nuls sont

(o) a2 (o) a4 (o) a6 g0 Sa

By=—2—, By=——2— Bj=-—2—
0 2 4 95 16’
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Chapitre 5

Electrostatique des diélectriques

Les diélectriques ou isolants sont des substances dans lesquelles les particules
chargées sont fortement liées a leurs molécules. Sous 'effet d’un champ électrique,
les particules chargées peuvent modifier leurs positions (les particules positives se
déplacant dans la direction du champ, les particules négatives dans la direction op-
posée), donc déformer les atomes et les molécules, mais elles ne peuvent en sortir. Ceci
décrit en fait un diélectrique idéal, dont la conductivité est nulle en présence d’un
champ électrique; un diélectrique réaliste posseéde toujours une faible conductivité
mais elle est de I'ordre de 10720 fois la conductivité d’un bon conducteur.

A coté des conducteurs et des diélectriques, il existe des substances (les semi-
conducteurs et les électrolytes, par exemple) qui ont des propriétés intermédiaires
entre les conducteurs et les diélectriques: ils se comportent essentiellement comme
des conducteurs, mais mettent un temps beaucoup plus long pour atteindre un état
d’équilibre, lorsqu’ils sont soumis & un champ électrostatique.

5.1 Polarisation

5.1.1 Pas de charges extérieures

Considérons d’abord un échantillon de diélectrique localisé dans un volume V'
limité par la surface fermée S, dans lequel les seules particules chargées sont celles
qui composent les molécules. Puisque les charges ne peuvent pas circuler librement
a lintérieur, la déformation des molécules peut produire a I'intérieur du diélectrique
une distribution de charges de densité p,(Z) et donc un champ électrique Ep qui

satisfait les équations
= = = = 1
VxE,=0, V.E, = — pp. (5.1.1)
€0
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L’échantillon étant localisé, p, est nul en dehors de V; et, puisqu’il n’y a pas de
charges apportées de l'extérieur, I’échantillon reste globalement neutre. Soit S’ limite
du volume V’, une surface fermée entourant 1’échantillon, sans le toucher; on a

= li d3x py(T) = 0. 5.1.2

Qp V}an v  pp() ( )

Une telle distribution de charges peut étre décrite en terme d’un champ vectoriel
P(z), appelé polarisation diélectrique, par

pp(Z) = — V.P(7) pour T dans V (5.1.3)

pp(@) =0 et P(z)=0 pour T hors de V. (5.1.4)

Cette description est cohérente car, par le théoreme d’Ostrogradsky, on a bien
/ 3z py(7) = — / dBxV.P(z) = — 7{ dS.P(z) =0 (5.1.5)

puisque P est nul sur S’. La polarisation est aussi responsable d’'une répartition
de charges o, en surface: pour la mettre en évidence, considérons une petite boite
cylindrique infiniment plate (pilbox), a cheval sur la surface S de I’échantillon, et de
section dS

/ B p, = — / BrV.P=— 7{ ds.p (5.1.6)
boite boite sur f.boite

=—n'.PdS =n.PdS = 0,dS. (5.1.7)
7/ est le vecteur normal & S pointant vers I'intérieur de ’échantillon, et 7 = —#7/. On

tire donc de (5.1.7)
op=P,=n.P surS. (5.1.8)

Un diélectrique polarisé se caractérise donc par une distribution volumique p,, de
charges a 'intérieur et une distribution surfacique de charges o, sur le bord,

K

_ n(z).P(@)

v (5.1.9)

S
€s. (5.1.10)

~—

K

op(Z

Nous avons fait I’hypothese que la charge totale de ’échantillon de diélectrique était
nulle, autrement dit que

Qp = lim Brp= / >z p, —i—f dSo, =0, (5.1.11)
VI=V Jyr v s

mais quel est son moment dipolaire? Calculons-le:

p:/vd?’mpp(mwrj{sdsmp:— /Vdgxm[V.P]—i—ji(dS.P)m. (5.1.12)
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La composante pr du moment dipolaire est donc
e =— / 3z 2% [V.P] +7§ (dS.P) z* (5.1.13)
\% S
S / Prat " 0P, +7§ (dS.P) 2" (5.1.14)
1% 7 s
=Y / A3z [0y(z" Py) — 6F Py +7§ (dS.P) z* (5.1.15)
7 v s

:/ d3z Py, (5.1.16)
1%

car, par le théoreme d’Ostrogradsky,

— Z/ d%@g .%' Pg % Z ng .%' Pg prxk (5.1.17)

On a donc

p = 3z P(7). 1.
p—/vd P(z) (5.1.18)

La polarisation introduite en (5.1.3), (5.1.4) n’est donc rien d’autre que la densité
volumique de moment dipolaire électrique dans le diélectrique. Le potentiel de polar-
isation est donné par

- 1 3., pp(@) j{ , op(T)
= — 1.1
op(T) T [/V d°z 7= 7 + : as 7] ] (5.1.19)
1 3. DI\ T 1
= —-— P . . 1.2
Treg /v d’z’ P(z') v]i — 7 (5.1.20)

5.1.2 Polarisation uniforme

Lorsque la polarisation est uniforme, P(z) = Py, les charges de polarisation se
distribuent uniquement en surface:

pp=0 , o,= Py (5.1.21)

Le potentiel qu’elles produisent se calcule alors soit par

o
T as 2@) 5.1.22
op () ~ 4re }{ |z — x’| ( )
soit par
1 _ _
T)=— Py. | &'V 5.1.23
or(@) dreg 0 /V ’ |z — 2| ( )
1 - =
=—P.E(x) (5.1.24)
Po
ou le champ auxiliaire
E(x) ! / B pp ¥ — (5.1.25)
T) = — €T _— .
drey Jy Po |z — /|



est égal au champ électrique de la distribution uniforme de charge pg dans V. Le
champ électrique produit par le diélectrique uniformément polarisé peut donc se
calculer comme

_ _ 1
E(z)=-Vo¢p(x)=-V [% Py.E(7)] (5.1.26)
ou, pour la k-iéme composante,
1
Ep(z) = — P o [PLE(T)] (5.1.27)
1
= — — Py 0p &(T) (5.1.28)
Po
1
= — — P 0, & (T) (5.1.29)
Po
1 - =
=——P).VE&I() (5.1.30)
Po
ou encore comme .
E(z)=— ™ (Py.V)E(T) (5.1.31)
0
On a utilisé, pour le champ auxiliaire, I’équation
O Ev = 0 &y (5.1.32)

Exemple: Potentiel produit par une boule diélectrique de rayon a uniformément
polarisée: P = Py1,

L’application du théoréme de Gauss fournit

-pourr <a:

G i Po = Po = 7 7
EZ":?)—GOTIT:?)—GO[xlx—i—yly—i—zlz] (5.1.33)
-pourr > a:
gout o a3* £0 a3 = = =
donc
- a l'intérieur de la boule
Fi Poo po o < T = P - P
EF"=—-""0,—[z1 1 l,|=—"-1,=—— 5.1.35
o z3€0[x e tyly+21;] e ( )

Eovt 5.1.36
360 7“3 ( )
C’est le champ électrique d’un dipole, a l'origine, de moment dipolaire
4 55
p=gma Py. (5.1.37)
La densité surfacique de charge de polarisation vaut
op = Py.1, = Py cosf. (5.1.38)
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5.1.3 Diélectrique avec charges extérieures

Sil’on introduit, dans un diélectrique, des charges extérieures (particules chargées,
conducteurs chargés,...) en plus des charges structurales qui composent le diélectrique,
toutes les charges présentes produisent un champ électrique total qui obéit aux
équations

VxE=0, (5.1.39)
et
= = 1 1
V.E=—p=—[pp+ Pext)- (5.1.40)
€0 €0

Les charges liées pouvant s’exprimer en terme de la polarisation, on a

_ 1 —
V.E = 6—[—V.P + pext] (5.1.41)
0
ou _
= - P
V.[E+ —] = Zeat. (5.1.42)
€0 €0
On introduit le déplacement électrique D par
D(z) = eg E(z) + P(z), (5.1.43)
il obéit a I’équation o
V.D = pegt. (5.1.44)

Noter que les équations générales de I’électrostatique restent valables dans tous
les cas; mais dans un diélectrique, la partie (p,) des sources die a la structure du
diélectrique ne peut pas étre donnée arbitrairement. Les charges liées sont déterminées
par la maniere dont la matiere réagit a I’application d'un champ. Les densités p,,0, ou
la polarisation P sont des inconnues du probléme. Pour déterminer P, il faut injecter
des informations supplémentaires qui viennent soit de I’expérience, soit d’une étude
au niveau microscopique, c’est-a-dire, qu’il faut se donner une relation fonctionnelle
P = P[E]; nous y reviendrons plus loin.

5.2 Origine moléculaire de la polarisation

5.2.1 Polarisation moléculaire

C’est le mécanisme le plus général de formation de la polarisation. Sous 'effet
d’un champ électrique, toute molécule se déforme: les charges positives et négatives
étant soumises a des forces de signes contraires. Ce mouvement des charges est contré
par les forces intra-atomiques. On en arrive a une distribution de charges localement
asymétrique mais globalement neutre et qui, a des distances grandes par rapport
a la dimension moléculaire, est caractérisée par un moment dipolaire. Ce moment
est nul en 'absence de champ. Pour des champs faibles, il dépend linéairement du
champ; pour des champs plus forts, de nombreux effets non-linéaires apparaissent
(saturation, ionisation,...).
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5.2.2 Dipoles permanents

Certaines molécules ont une distribution de charges asymétrique, méme dans leur
état fondamental (HC1,H50,...). Elles ont un moment dipolaire permanent, méme en
I’absence de champ électrique extérieur, mais elles se meuvent et tournent librement
sous l'effet de 'agitation thermique, de sorte qu’elles ne privilégient aucune direction
et, qu’en moyenne, le moment dipolaire de ’échantillon est nul.

Si 'on applique un champ électrique, les dipodles locaux ont tendance a s’orienter
dans la direction du champ. Sous I'effet combiné des forces électriques et de 'agitation
thermique, 'orientation des dipdles reste cependant partielle ( elle augmente lorsque le
champ augmente ou lorsque la température diminue); il apparait un moment dipolaire
macroscopique, donc une polarisation, fonction croissante du champ. En premiere
approximation, la relation entre P et E est linéaire.

5.2.3 Matériaux ferro-électriques

Dans ces matériaux, les interactions entre les dipoles moléculaires permanents
peuvent étre si importantes qu’elles provoquent (& basse température) une orientation
spontanée de ces dipbles, méme en ’absence de champ.

5.2.4 Autres

Il existe des matériaux ou les mécanismes de polarisation sont encore plus com-
pliqués. Par exemple, dans les piézo-électriques, la polarisation dépend explicite-
ment des tensions a 'intérieur du matériau et peut étre induite par une déformation
mécanique, méme en ’absence de champ.

5.3 Relation entre P et E

Si I'on exclut les diélectriques des types (3) et (4), P s’annule lorsque E s’annule.
De plus, si le matériau est isotrope, P et E sont paralleles et dirigés dans le méme
sens. Ceci se traduit par la relation

P=¢x(E)E, (5.3.45)

ou la quantité scalaire x(E) est la susceptibilité électrique du matériau. Si le matériau
n’est pas isotrope, P et E ne sont plus nécessairement paralleles; (5.3.45) se généralise
alors, par exemple, en

Pe=¢0 Y xuelE)Ey, (5.3.46)
l

oll ¢ sont les composantes d’un tenseur. Le déplacement électrique D est donc i)
dans un milieu isotrope

D=¢E)E (5.3.47)
e(E) =€ (1+ x(E)) (5.3.48)

ou € est la permitivité électrique; ii) dans un matériau électriquement anisotrope,

Dk = Z ekg(E) Eg, €Ly = € ((5kg + ng). (5349)
14

~—
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Dans les diélectriques linéaires, c-a-d. ceux qui répondent linéairement au champ
électrique appliqué, les grandeurs y et € sont indépendantes du champ mais variables
de point en point; dans des matériaux isotropes et homogenes, x et € deviennent des
constantes caractéristiques du diélectrique; ce sont des parametres phénoménologiques
qui ne peuvent étre calculés qu’au niveau microscopique.

5.3.1 Diélectriques linéaires, homogenes et isotropes

Pour de tels matériaux,

P=e¢xFE, D=¢(1+x)E=¢E. (5.3.50)
et .
k=1l+xy=—2>1 (5.3.51)
€0
est la permittivité relative. Les équations du champ sont
VxE=0 (5.3.52)
= = = = 1
V.D = pogt — V.E = Pet _ 2 Peat. (5.3.53)
€ K €p

Tous les problemes traités dans un tel milieu se ramenent a ceux traités dans le
vide, avec comme seuls changements le remplacement de €y par € et le remplacement
des sources par les sources extérieures. Il en résulte que le potentiel et le champ
produits par des charges extérieures dans le diélectrique sont réduits d’un facteur
Kk par rapport au potentiel et au champ que ces mémes charges produiraient dans
le vide. Ceci est évidemment causé par la polarisation des molécules qui entourent
les charges extérieures, dont le champ s’oppose a celui des charges extérieures (effet
d’écran) . Une conséquence immédiate est que la capacité d’un condensateur s’accroit
d’un facteur k si le vide entre les conducteurs est remplacé par un diélectrique de
permittivité e, sans modification des charges sur les conducteurs. Pour un diélectrique
de permittivité e, qui remplit tout ’espace, ’énergie électrostatique du champ devient

_ 1 _
W, = f/ By E? = —/ &z E.D. (5.3.54)
2 R3 2 R3

et la force exercée par le champ sur la répartition de charges extérieures qui le crée
s’écrit

F, = / d®2 pegt Er, = Z ]é dSy Ty, (5.3.55)
v 7 /S

1 _
Ty = D¢ By — 560 D.E . T = Tiy. (5.3.56)

5.4 Conditions aux limites pour D et £

A la surface S qui sépare deux milieux diélectriques (de permittivités distinctes),
nous devons considérer les conditions aux limites imposées & E et D. Celles-ci s’ob-
tiennent & partir i) du flux du déplacement sortant de la surface d’un petit cylindre
infiniment plat a cheval sur la surface:

’FL[D(l) — D(Q)] = Oegxt (5.4.57)
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La composante normale du déplacement est donc discontinue en passant du milieu
(1) au milieu (2) s’il y a des charges extérieures sur S; ii) de la circulation du champ
électrique le long d’un petit circuit plan, a cheval sur la surface S:

n X [E(l) — E(Q)] =0 (5.4.58)

les composantes tangentielles du champ électrique sont donc continues.

5.5 Modele pour la polarisabilité moléculaire

Pour obtenir une estimation du coeflicient moléculaire de polarisabilité, nous
considérons ici un modele trés simple, dans lequel nous supposons
i) que le diélectrique est constitué de molécules de méme nature
ii) que chaque molécule est formée de n particules ponctuelles de charges e; et de
masses mj, (j = 1,2,...,n) et qu’elle est électriquement neutre
n
> ej=0 (5.5.59)
j=1

iii) que le moment dipolaire de la molécule est nul en ’absence de champ extérieur
n
D ez =0 (5.5.60)
j=1

ou :E; désigne la position d’équilibre de la j-ieme particule, en I’absence de champ

iv) que les charges sont liées entre elles sous Iaction d’une force de rappel har-
monique telle que si la particule j est déplacée de a_c; en Z;, elle subit une force de
rappel dirigée de x; vers @; et proportionnelle a la longueur du déplacement

—my; wf- (.f'j — .f';) (5.5.61)

Nous appliquons & ces molécules un champ électrique extérieur £, statique. Avant
d’aller plus avant, nous devons établir une distinction entre le champ qui agit sur
les molécules et le champ extérieur. Dans un milieu raréfié (gaz), ou les distances
intermoléculaires sont grandes, il n’y a que peu de différence entre les deux champs;
mais dans un milieu de grande densité (p.ex.dans un liquide), ou les molécules sont
trés proches les unes des autres, la polarisation des molécules voisines crée un champ
électrique interne microscopique E; qui s’ajoute au champ macroscopique. Le champ
total qui agit sur une molécule est B, = FE + F;.

Ainsi, sous I'action d’un champ électrique extérieur E, la particule j subit une
force électrique e; E; qui la déplace de i; en la nouvelle position d’équilibre z;, telle
que la somme des forces sur la particule j est nulle

ej Ey(z;) — m; w]z (z; — %) = 0. (pas de somme sur j) (5.5.62)

Ainsi est créé, dans la molécule, un moment dipolaire induit
n n n
Pmot =Y Di= €% =Y e (T;—)) (5.5.63)

62

n
=Y —5 Ei(®)) = Yot Bo(2), (5.5.64)
=1 i

58



ol T est une position "moyenne” de la molécule et

n 62»
Yol = ) —. (5.5.65)
j=1 "77]

La constante 7, est le coefficient de polarisabilité de la molécule. La polarisation
par unité de volume qui en résulte est

P(z) = v By(z) (5.5.66)

ol ¥ = N Yot si N désigne le nombre de molécules par unité de volume.

)

|

Une approximation, valable dans de nombreux cas, consiste a considérer que le
champ FE; en un point T est produit par la répartition des charges de polarisation
op = P, sur la surface d’une cavité sphérique centrée en Z, de rayon infiniment petit:

dans ces conditions et en tenant compte du fait que i = — 1,., il vient
B 1 - 2 1 ) 1 -
Ei(z) = 47TEOP(JE) /0 dp /_1 dcosf cos® 0 = 3 P(z). (5.5.67)

(5.5.66) devient alors

_ 1
P=~[E+—P]. (5.5.68)
360
D’ou, avec P = ¢y x E, on tire
3e0y
= 5.5.69
€0 X 3e0 — ( )
et
X _r-l_ce-a (5.5.70)

30 3+Xx K+2 e+2€
C’est I'équation de CLAUSIUS-MOSSOTTTI qui relie la permittivité du diélectrique
a la polarisabilité moléculaire. Cette équation est essentiellement valable pour des
liquides.
Pour des gaz de treés faible densité, on peut pratiquement négliger le champ E;.
(5.5.68) se réduit alors a

P=~E (5.5.71)
et (5.5.70) est remplacé par

J e x=k-1. (5.5.72)
€0
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Chapitre 6

Magnétostatique

Rappelons les équations de la magnétostatique pour une répartition de courants
permanents de densité volumique 7,

V.B=0 (6.0.1)
v x B = Moj.
La condition d’intégrabilité de ces équations est
V.j=0; (6.0.3)

elle exprime la conservation locale du courant. Intégrée sur un volume V limité par
la surface fermée S, elle fournit en application du théoreme d’Ostrogradsky,

mi/d%ﬁj:ffﬁj (6.0.4)
\% S

exprimant que le flux total sortant de S est nul, quelle que soit S (autrement dit: le

flux entrant est égal au flux sortant); donc les lignes de courant (situées a distance

finie) ne peuvent avoir ni début, ni fin, elles ne peuvent étre que des courbes fermées.
Lintensité dI du courant & travers dS est le flux de j au travers de dS

dl =dS.j. (6.0.5)

C’est aussi la quantité de charge électrique qui traverse cette surface, dans le sens du
vecteur dS, par unité de temps.

Pour une répartition superficielle de courants permanents, de densité surfacique
k, sur S, I'intensité du courant qui traverse ’élément de ligne d7, dans la direction
du vecteur n X dr est

dI = k.(i x dF) = dr.(k x n) (6.0.6)

ol 7n est le vecteur unité normal a S. La loi de conservation du courant s’exprime ici
par

L%di@xﬁ):0 (6.0.7)
C

ou, par le théoreme de Stokes

/Egvx%xn%:O (6.0.8)
P



ou X est une surface quelconque qui s’appuie sur le contour C.
En choisissant pour ¥ la portion de surface que C' découpe sur la surface S, on
obtient la loi de conservation locale

n.[V x (k x )] = 0. (6.0.9)
Par exemple, si la surface S est le plan d’équation z = 0, i = 1., (6.0.9) se réduit a

Oy kg + Oy by = 0. (6.0.10)

6.1 Potentiel vecteur

Comme nous I’avons déja montré au chapitre 2, '’équation V.B = 0 admet comme
solution

B =V x A, (6.1.11)

ot A(Z) est un champ vectoriel appelé potentiel vecteur. Il n’est défini qu’a un gradi-
ent pres: en effet, A et
A'=A+Vf (6.1.12)

fournissent le méme B, quelle que soit la fonction f:

B[A'] = B[A]. (6.1.13)

En injectant (6.1.11) dans I’équation avec sources, celle-ci devient

Vx(VxA)=pugj (6.1.14)

ou

NA -V (V.A) = —uoj. (6.1.15)

La liberté qui nous est offerte de modifier le potentiel par une transformation de
jauge, sans changer la physique, permet de simplifier cette équation vectorielle: en
effet, si I’on choisit un potentiel vecteur qui satisfait la condition

V.A=0 (6.1.16)
appelée condition de jauge de Coulomb, cette équation se réduit a

NA=—pgj. (6.1.17)
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En coordonnées cartésiennes, (6.1.17) est un systeme de trois équations séparées pour
les trois composantes du potentiel vecteur:

AAy = — 1o ja (6.1.18)
AA, = — o Jy (6.1.19)
AA, = — 1o js- (6.1.20)

Chacune de ces équations est une équation de Poisson. Tous les théoremes assurant
I'unicité de la solution développés dans le cadre de 1’électrostatique restent applicables
ici. Ainsi, par exemple, si la distribution de courants est localisée dans un volume V'
borné de I'espace, la solution qui s’annule & I'infini, au moins comme |Z|~! est unique
et donnée par

A(z) = “0/ By ) (6.1.21)

47 |z — 2|

On vérifiera, comme exercice, que ce potentiel satisfait bien la condition de jauge de
Coulomb, en vertu de la conservation locale du courant V’.j(z') = 0.

Remarque 6.1. En coordonnées sphériques ou cylindriques, malgré la condition de
jauge de Coulomb, les équations (6.1.17) restent des équations couplées pour les com-
posantes du potentiel. Le lecteur est invité a les écrire explicitement en coordonnées
cylindriques, par exemple.

Le potentiel vecteur produit par une distribution surfacique de courant est donné

par
A7 Ho / E(j,)
A(z) = /SdS

47 |z — 7|

(6.1.22)

Le potentiel produit par une boucle C' parcourue par un courant d’intensité I est

A(z) = ”OI}[ dr_ (6.1.23)

At Jo |z — 7|

6.2 Induction magnétique et Loi de Biot-Savart

En prenant le rotationnel de I’expression (6.1.21), on obtient I'induction magnétique
B en fonction de la répartition de courants:

By (7) = 0y 4> = 0: 4, (6.2.24)
= Z;;/ &’ [j.(2 )%ﬁ Jy(2')0; qEp . = ‘] (6.2.25)

- ZE/ ’a' [~ W% +jy(f’)%] (6.2.26)

- Zi/v d’z ,[j(w ,)xx_(;‘g d )]m (6.2.27)

B(z) = 5_701/‘/ FEEIC ’)xx_(;c,‘; 7). 6.2.25)
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L’induction produite par une distribution surfacique de courant sur S est donnée
par

5oy _ PO , k(@) x (2 - 7')
B dsS . 6.2.29
(@) = 47 / |z — &3 ( )
Pour une boucle C' parcourue par un courant d’intensité I, I'induction vaut
_ ool [ dF x(z-1T)
B . 6.2.30
(#) = AT f{ |z — 7|3 ( )

C’est la loi de BIOT et SAVART.

6.3 Conditions aux limites pour B

Rappelons les résultats obtenus au chapitre 2: soit X une portion de surface sur
laquelle circulent des courants permanents superficiels de densité k().
i) la composante normale de B est continue au passage de X

ﬁ(B(l) — B(Q)) =0 (6.3.31)

ii) S’il y a des courants de surface, les composantes tangenticlles de B sont dis-
continues au passage de X

6.4 Développement multipolaire du
potentiel vecteur

Si la densité de courant j est localisée dans un volume V' borné de I'espace R3, on
peut, comme dans le cas de ’électrostatique, étudier le comportement du potentiel
vecteur pour |Z| grand par rapport aux dimensions de V, c’est-a-dire, pour |z| >>>
|Z’| ou &’ désigne un point courant dans V.

A cet effet, on remplace dans (6.1.21) la fonction
en série de Taylor

|i ] Par son développement

1 1 o 1

_ = — = O— + ... 6.4.33

T O (6433)
1 o1

e + (z. I)W + ... (6.4.34)

La k-ieme composante du potentiel devient ainsi

T
Ap(z |x|/ 32 ji (T | E / B’ 7 (7)) + .. (6.4.35)

E%

Le terme en ‘% dans le membre de droite de (6.4.35), analogue du monopdle électrique
Q, est nul, il n’y a pas de monopdle magnétique!. Pour le montrer, considérons

V2 * 5@ = @) + 2V (E) = 4@ (6.4.36)
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en vertu de la conservation du courant; donc
/ a3z’ 5% () :/ P2 V' [2Fj ()] :}{ as’. %5z =0 (6.4.37)
\% \%4 S

car j est une densité volumique, nulle sur S.
Pour évaluer le deuxieme terme du membre de droite de (6.4.35), il est utile de
considérer

Vg ke ™)) = 2™ * @) + 2 @) + 2R V(7)) (6.4.38)
=2 R @) + 2 (F). (6.4.39)

En intégrant cette divergence sur le volume V puis en la transformant en une intégrale
de surface, puisque j est nul sur S, il vient

/ B’ ™R E) + 2 F ) =0 (6.4.40)
\%
Il en résulte que
! 1 / ! 1 ! !
/V B’z ™ k(@) = /V a3’ {5l mik 1R im) 4 5l mik 2 RimL o (6.4.41)
1 / !
= / B {= [™5F — 2%} (6.4.42)
% 2
donc aussi que
1 -
/V B (z.7) jF = 5[/‘/ B2 {(z.7) % — (z.7) =]} (6.4.43)
1 -
= _5/v 3’ [z x (T x 5(&))) (6.4.44)
ou )
/V B2’ (z.7) j(F) = = /V 2’ [z x (' x §(7)]. (6.4.45)
On définit le moment dipolaire magnétique de la distribution de courants j par
1 - _
i = 5/ &z’ (7 x () :/ d3z’ M (%) (6.4.46)
\%4 \%4
ou M est Uaimantation ou densité de moment magnétique
— -
M(z) = 5(35 X j(Z)). (6.4.47)

La contribution dominante du membre de droite de (6.4.35) est donc celle d’un dipole
magnétique a l'origine

=XV, (6.4.48)

I’induction magnétique correspondante est

o 37 (A1) — i

Baip(T) = 7 EE (6.4.49)
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6.4.1 Exemples

1) Le moment magnétique d’une boucle C, circulaire, de rayon a, dans le plan
z = 0, parcourue par un courant d’intensité I est donné par

I - _
ﬂzif Fxdr’=1,ma’T=1.1A, (6.4.50)
C
ou A est I'aire du cercle limité par la boucle.
2) Si j(Z') est la densité de courant en Z’' produite par une particule ponctuelle
de masse m, de charge @, dont la trajectoire a pour équation z = Z(t) et dont la
vitesse est v(t) = dz/dt,

(@) =Qu 8T — x), (6.4.51)
son moment magnétique est donné par
1 - Q Q Q T
i=—- | &3 xj@)=2ixt=-"Txp=-=1L 6.4.52
i 2/33 T XJE)=FIXV= o TXP= o ( )
oll p = m ¥ est 'impulsion de la particule et L = Z x p son moment cinétique orbital.

6.5 Force exercée par un courant sur un courant

6.5.1 Force de Laplace

Un élément de charge dg en mouvement, a la vitesse v, dans un champ magnétique
extérieur subit une force donnée par

§F = 5qv x B. (6.5.53)

Cette force, appelée force de Laplace, peut prendre des formes diverses en fonction
de la distribution de courant: par exemple,
-sidg = pdx, avec j = p7,

SF =d’zpvx B=dzj x B; (6.5.54)

-sidqg =0dS, avec k =00,

SF =dSov x B=dSk x B; (6.5.55)
- si 6q = 1 dt, -
SF = Idt% « B =1Idrx B. (6.5.56)
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6.5.2 Loi d’Ampere

Considérons deux boucles, Cq et Cy, parcourues par des courants permanents
d’intensités respectives I7 et Is. Calculons la force exercée par la boucle C; sur la
boucle Cs.

C1 produit en  une induction magnétique

Bi(z) = Mollj{ dn x (& ~2) (6.5.57)
dr Jo,  lz—@:]P o

L’élément de courant I3 d7y en Zo subit la force de Laplace 6 Fy (o) = I diy x B1 ().
La force totale exercée par C7 sur Cy est donc

= Holi 127{ dy X [j{ dry x (&3 = 7)), (6.5.58)
o |z
0[1[2% % dry X d?“l X(i‘g—i’l)] (6559)
cy Joy T2 — 21 o
,uo Il I }{ }{ dry X [dry X T21] (6.5.60)
o Jo 721 [?

ol 791 = To — T1. Cette loi d’Ampere est, pour les courants permanents, ’analogue
de la loi de Coulomb.
En utilisant, dans la derniere intégrale, la formule d’expulsion

Ax[BxC)=(AC)B—-(A.B)C, (6.5.61)
cette force se met encore sous la forme
_ LI dry.To1) dry — (dre.diy) T
F2 — )U/O 142 f f ( T2 T21) Tl_ g T2 Tl)TQl (6562)
Cy JCy |T21|
LI (dry.dr
_ Mo 112 f{ }{ 2. 7“13 7“21, (6.5.63)
Cy JC1 [Po1
Pautre intégrale est nulle car c¢’est I'intégrale d’une différentielle sur une boucle fermée
= 1
7{ drp. 2L = —y{ A7y Ng—— = 0. (6.5.64)
c, |7l Cs |Po1
Puisque 791 = — 719, FQ = —Fl.
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6.6 Energie magnétique

6.6.1 Force et Energie potentielle

Soit j une répartition continue dans le volume V borné. Soit B un champ magnétique
extérieur supposé lentement variable dans V. En choisissant judicieusement ’origine
des coordonnées en un point de V', on a, pour chaque composante de B:

B*(z) = [B*(0) + 20, B*(0) + ...] (6.6.65)

En injectant ce développement dans ’expression de la force que B exerce sur la
répartition de courants

F = / d3z j(%) x B(%) (6.6.66)
14
il vient
F; = €iji / d3z 59 (z) [B*(0) 4+ 2°0,B*(0) + ..] (6.6.67)
\%
1 A ,
= §eijk/ B [j9(z) 2* — 29 9,B*(0) + ... (6.6.68)
\%

= €1k €9 1y Oy BF(0) + ... = [6F 67" — 0 8} pum 9 B*(0) + .. (6.6.69)

= ug 0; Bk(O) — 1 Ok Bk(O) + ...
= i, 0; BX(0) + ... (6.6.70)

On a utilisé, pour passer de la premiere a la deuxieme ligne, le fait que 'intégrale
de volume de la densité de courants est nulle et, pour obtenir la derniere ligne, que
V.B = 0. La contribution dominante a la force vaut donc

F=V(iB)o+.. (6.6.71)

La force exercée sur un dipole est égale & F' = —V (—ji.B).
Pour un dipdle permanent, on peut définir I’énergie potentielle magnétique comme

= —j.B (6.6.72)

elle est minimale lorsque i || B.

Remarque 6.2. Pour un dipole non permanent, U ne représente pas son énergie
totale. Car, pour amener le dipdle (petit courant fermé) dans le champ B, un travail
doit étre fourni pour maintenir constant le courant j dans la boucle.

6.6.2 Energie magnétique de circuits

La création d’une distribution de courants stationnaires et du champ magnétique
qui lui est associé comporte une période transitoire pendant laquelle les courants et
les champs passent de la valeur zéro a leur valeur finale. Dans cet intervalle de temps,
les champs varient et induisent des forces électromotrices contre lesquelles les sources
du champ doivent fournir un travail. Puisque I’énergie du champ est, par définition, le
travail total fourni pour créer ce champ, il faut prendre en compte ces contributions.
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Supposons d’abord que nous n’ayons qu’un seul circuit parcouru par un courant
d’intensité I. Si le flux au travers du circuit change, la force électromotrice induite
est donnée par la loi de Faraday & = — ‘il—cf. Pour maintenir le courant constant, les
sources du courant (par exemple une batterie) doivent fournir un travail. Si & est la

f.é.m. de la source (batterie), le courant qui circule dans le circuit est donné par
E+E=IR (6.6.73)

ou & est la f.é.m. induite et R la résistance du circuit. Le travail a fournir par la
batterie pour transporter I’élément de charge dqg = I dt d’une extrémité a ’autre du
circuit est

dg jé dr.Ey =dq& = E Idt = —ETdt+ I*Rdt (6.6.74)
C

=1d® + I’ Rdt. (6.6.75)

La quantité I? R dt représente ’énergie convertie en chaleur et ne doit pas étre incluse
dans ’énergie magnétique. Donc, si d® est la variation du flux au travers du circuit
parcouru par le courant I, I’énergie magnétique conférée au circuit est

AW, = I d®. (6.6.76)

S’il y a n circuits rigides {¢1,0s,...,¢,,}, parcourus par des courants d’intensité
I1,1s,....1,, les variations de flux d®q,d®s,...,d®,, obligent les sources a fournir un
travail donné par

n
AWy = I;d®;. (6.6.77)
j=1
Considérons a présent le travail a fournir pour créer cette distribution stationnaire
de courants et de champs. L’énergie magnétique W,, peut se calculer en intégrant
(6.6.77) de I'état initial ou tous les courants sont nuls (I; = 0), a I'état final ot les
intensités sont respectivement {Iy,ls,...,I,,}. L’énergie magnétique ne dépend pas de
la maniere dont la répartition est réalisée. On peut donc choisir de la réaliser en
variant simultanément tous les flux. Soit a € [0,1] un parametre caractérisant un état
intermédiaire du systéme ot les intensités sont I;(a) = aI;, Pinduction B(a) = a B
et les flux
®;(a) = /E dS.(aB) = a®, (6.6.78)
J
Le travail fourni contre les fém induites par les variations de tous les flux d®; = da ®;,
est donné par

AWp(a) = alpda®y; (6.6.79)
k=1
le travail total est égal a
1 n 1 n
Wy = /0 daa )y Iy = 5 > Ldy (6.6.80)
k=1 k=1
ou
Py, = / dS.B = f{ dr. A. (6.6.81)
Sk O

A (resp.B) est le potentiel (resp. 'induction) produit par ’'ensemble des courants.
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Self-inductance, inductance mutuelle

En utilisant (6.1.23), on peut récrire le flux d’induction magnétique au travers de
la boucle ¢, comme

@k:ié dr.A; (6.6.82)
Z fé f{ ;lr_d; (6.6.83)

ou flj désigne le potentiel produit par le courant dans la boucle ¢;. L’énergie (6.6.80)
peut donc aussi s’exprimer comme

1 n n
=3 S My I I (6.6.84)

k=1 j=1
1 n n n
=3 SNLG+Y Y My I (6.6.85)
j=1 k=1j>k

avec

dr.di’

7{ 74 s (6.6.86)
dr.dr’

72 7{ s (6.6.87)

L; = Mj; est la self-inductance du j-ieme circuit, Mj; est I'inductance mutuelle des
circuits k et j. My; = Mj;,. Comme pour les capacités, ces coefficients ne dépendent
que de la géométrie des circuits.

6.6.3 Energie d’une répartition volumique de courants

Pour une répartition continue de courants en volume, j dans V, 1’énergie magnétique
(6.6.80) prend la forme

W= /V P2 (7). A7) (6.6.88)
= %/RS >z j(%).A(T). (6.6.89)

Dans la derniere expression, l'intégrale a été étendue a tout ’espace; cela ne change
rien ici puisque la répartition est nulle en dehors de V.
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6.6.4 Energie magnétique; densité d’énergie magnétique

En utilisant I'équation V x B = yq j, pour éliminer j de (6.6.89), puis en intégrant
par parties, il vient

Wpn==-— [ d&z(VxB).A (6.6.90)
240 JRs
1 . _ _
= —/ 3z [V.(B x A) + B?] (6.6.91)
240 JRs
1 _
= — | dzB> 6.6.92
2410 /RS ( )

L’intégrale de la divergence dans la deuxieme expression devient par Ostrogradsky
I'intégrale sur la sphere de rayon infini

7{ dS.(B x A), (6.6.93)

or, 'élément de surface est proportionnel & R?, le potentiel décroit & grande distance
comme R~2 et 'induction décroit comme R™3, cette intégrale est donc nulle & la
limite R — oo. Sous la forme (6.6.92), Iénergie est attribuée au champ; comme dans
le cas électrostatique, elle est définie positive.

La densité d’énergie magnétique du champ est définie par

(6.6.94)

6.7 Tensions magnétostatiques [2]

Intéressons-nous au calcul de la force exercée par un champ magnétique sur la
répartition de courants contenue dans le volume V:

F= /V d3x j(z) x B(%). (6.7.95)
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En coordonnées cartésiennes, la k-iéme composante de cette force est égale a

F, = / &z ertm j¢ Bm (6.7.96)
v lm
1 _

d 2> exm (VX B) B (6.7.97)

MO Zm
Px Y erem Y €71(0, By) B (6.7.98)

v tm pq
d3x Z (=8 By + Om By) B, (6.7.99)
1
d3 Z (Br Bm) = Bi (Om Bm) — 50k (B Byn)) (6.7.100)
1 _

d3 Z Om [(Bi, B 56/%32] (6.7.101)

- / &z Z O T (6.7.102)
_Z f{ dS,, T (6.7.103)

ol

T = i) — p LB B, - —5,%32] (6.7.104)

0

sont les composantes du tenseur des tensions magnétostatiques de Maxwell. Comme
dans le cas électrostatique, la densité volumique de force est égale a la divergence
du tenseur des tensions; par le théoreme de la divergence, la force totale exercée sur
les courants dans le volume V peut étre entierement caractérisée par la valeur du
tenseur des tensions sur la surface S qui limite le volume.

Dans le calcul précédent, nous avons utilisé les équations de Maxwell

VxB=upuyj (6.7.105)
V.B=> 0mBn=0 (6.7.106)
m
ainsi que l'identité suivante pour les symboles de Levi-Civita
3
> ekem €I = —67 68, + 5} ob,. (6.7.107)
/=1
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Chapitre 7

Les sources du champ
magnétique

7.1 Classification des courants

Les sources du champ magnétique sont les courants j, comme les sources du
champ électrique sont les charges p. Pour les charges, on a été amené a distinguer les
charges "libres” et les charges ”liées”: cette distinction se manifeste clairement par la
différence de comportement macroscopique des conducteurs et des diélectriques. Pour
les courants, on est aussi amené a distinguer plusieurs catégories [4]: les courants de
charges libres, les courants de polarisation (dus aux mouvement des charges de polar-
isation), les courants moléculaires (ou d’aimantation) et les courants de déplacement
(qui seront introduits plus tard).

Sous l'effet d’'un champ électrique, les charges libres sont accélérées et se déplacent
sur des distances grandes par rapport aux dimensions atomiques; les charges liées
sont aussi accélérées par le champ mais elles subissent une intense force de rappel
moléculaire: elles ne peuvent se déplacer que sur des distances de 'ordre des di-
mensions atomiques autour de leur position d’équilibre . Le courant de polarisation
représente ces mouvements a 1’échelle moléculaire.

Pour comprendre le magnétisme, a 1’échelle moléculaire, on doit tenir compte du
fait que les charges qui constituent les atomes et les molécules sont en perpétuel
mouvement; pour faire une description simple d’une molécule il faut se donner la
distribution de charge et le courant moléculaire effectif.

7.1.1 Courants de charges libres

On distingue généralement deux types de courants, chargés ou non: les courants
de convection caractérisés par un déplacement global de matiere et les autres courants
dits de diffusion ou de conduction, dus & une non uniformité de potentiel électrique,
de densité de particules, de température, etc.
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Les courants de convection

a) Courants dans le vide

Soumise & une perturbation extérieure (champ électrique, température), la matiere
peut émettre des particules chargées (électrons ou ions). Cette émission se produit
parfois spontanément, comme en radioactivité a ot des noyaux lourds perdent, sans
contrainte extérieure, des noyaux d’hélium; les faisceaux de particules peuvent alors
étre accélérés, déviés, focalisés, ce qui est utilisé dans de nombreux dispositifs ( canons
a électrons pour oscilloscopes, tubes de télévision, microscopes électroniques, diodes
a vide, accélérateurs de particules). En raison de la forte absorption des particules
par la matiere, ces courants sont généralement créés dans un vide poussé (10710 Pa
dans un microscope électronique a effet de champ).

b) Courants de convection par déplacement d’ensemble

Un ensemble de charges, fixées sur un support isolant en mouvement constitue
un autre ensemble de courant de convection. Un tel courant se trouve a la base du
fonctionnement du générateur de van de Graaff, par exemple. Si ’ensemble de charges
est neutre (ce qui est le cas des circuits électriques en mouvement), ce courant de
convection est nul.

c) Courants de convection par la pesanteur

L’action de la pesanteur sur des gouttelettes de liquide électrisées peut produire
des courants de convection (pluies atmosphériques). Rappelons que c’est par 1’étude
du mouvement de gouttelettes d’huile électrisées, sous 'action combinée du champ
de pesanteur et d'un champ électrique uniforme, que Millikan a déterminé en 1913 la
valeur de la charge de ’électron avec une précision de 'ordre de 0.1% .

Les courants de conduction et de diffusion

a) La conduction électrique est liée au gradient du potentiel électrique. Dans de
trés nombreux cas, pour des champs électriques faibles, le courant volumique obéit a
la loi d’'Ohm

j=0kFE, (7.1.1)

le milieu peut étre caractérisé par sa conductivité électrique o. Ce type de courant est
utilisé en pratique pour le transport de I’énergie électrique. Il peut exister dans des
milieux matériels solides, liquides ou gazeux, seule differe la nature des porteurs de
charges en mouvement (électrons dans les solides, ions dans les électrolytes, électrons
et ions dans les gaz et les plasmas). Dans tous les cas, c’est 'interaction des porteurs
mobiles avec le milieu qui est a l'origine de la loi d’Ohm (voir par exemple ci-dessous)
b) La diffusion électrique est due a un gradient de concentration; ces courants de

diffusion jouent un roéle important dans le fonctionnement des piles électrochimiques
et des jonctions entre deux solides différents ( diodes et transistors & semi-conducteurs).
Noter qu’'un gradient de température dans un milieu matériel peut aussi produire un
courant de type thermoélectrique.

7.1.2 Modele de Drude pour la conductivité

Dans un conducteur, les charges mobiles interagissent entre elles et avec les charges
fixes qui composent le matériau. Dans le modele de Drude, ’action du milieu sur les
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charges mobiles de densité p, de masse volumique pu, dans 1’élément de volume dv est
décrite par une force effective de friction proportionnelle a la vitesse ©

dF = —avdv, avec « > 0. (7.1.2)

Si I’'on admet que le mouvement est provoqué par un champ électrique macroscopique
constant F a 'intérieur du milieu, la loi de Newton s’écrit

dv _
,udvd—qz:pEdv—az_}dv (7.1.3)
o & ¢E  av
v q v
—_ = — 7.1.4
dt m Nm ( )
en introduisant
w=Nm, p=Ngq (7.1.5)

ol m,q sont la masse et la charge des porteurs, N est le nombre de porteurs par
unité de volume. Avec le parametre 7 = £, appelé temps de relazation des vitesses,
I'équation (7.1.4) prend la forme

dv v qF

— - == 7.1.6

dd ™ m ( )

et admet pour solution
o(t) =vpe T +— (7.1.7)

somme d’un terme transitoire et d’'un terme permanent. Apres un temps de quelques
valeurs de 7, le terme transitoire disparait et la vitesse tend vers une valeur constante
proportionnelle au champ électrique. Il s’établit donc un courant stationnaire de
densité )
q°T
m

=

j=po=N =0k, (7.1.8)

. , . _ q27'
proportionnel au champ électrique et o = N <~

7.1.3 Courants moléculaires et
propriétés magnétiques de la matiere

Chaque atome ou molécule est le siege de mouvements intra-moléculaires com-
plexes de ses constituants chargés (noyaux et électrons); ceux-ci donnent naissance a
des courants atomiques effectifs qu’on peut tenter de relier a la structure moléculaire.
Cette relation ne peut cependant étre vraiment comprise que par la mécanique
quantique. Nous devons nous limiter ici a donner quelques indications qualitatives.

Un électron atomique possede un moment cinétique orbital L = 7 x p et un mo-
ment magnétique orbital fip = 5= L. 11 a en plus un moment magnétique intrinseque
proportionnel & son spin S = 37, fis = 2.5.- 5 [h est la constante de Planck]|. Le
moment magnétique total effectif qui mesure 'interaction de ’atome avec un champ
magnétique extérieur combine les contributions orbitales et spinorielles par les regles
de la mécanique quantique. On trouve

fi=g—(L+5) (7.1.9)



g est le facteur de LANDE, calculable en M.Q. Les protons et les neutrons ont aussi
un moment magnétique orbital et un spin. Tous ces moments magnétiques peuvent
créer des champs dipolaires rapidement variables a I’échelle atomique ou moléculaire.

Dans la plupart des substances [a l’exclusion des substances ferromagnétiques
que nous ne traiterons pas|, en l'absence de champ magnétique extérieur, les cour-
ants atomiques ou moléculaires sont soit nuls, soit nuls en moyenne du fait de leurs
orientations arbitraires.

Loi de Lenz et Diamagnétisme

Que se passe-t-il, au niveau microscopique, pendant I’allumage du champ B?

7

electron

Pour répondre a cette question, considérons un petit modele: assimilons la trajectoire
d’un électron a un petit courant fermé C circulaire, plan, de rayon r, dans le plan
xy. Dans l'intervalle de temps T ot B = B 1, passe de la valeur B(0) = 0 & la valeur
B(T) = B, en vertu de la loi de Faraday

VxE=-0B, (7.1.10)

il apparait un champ électrique induit: la fém induite, égale au flux de (7.1.10) au
travers de la surface plane S délimitée par 'orbite C' de ’électron, vaut

j{diE:é’:/ %VxE:—i/ dS.B (7.1.11)
c s dt Js

on en tire que .
o2nr E = —nr’B. (7.1.12)

L’électron (de charge électrique e) subit donc une accélération tangentielle donnée
par .
erB

En intégrant les deux membres sur 'intervalle de temps 7', on obtient ’accroissement
de la vitesse de ’électron

Av = o(T) — v(0) = —— [B(T) — B(0)] = —— B. (7.1.14)

2m 2m

Il en résulte une variation de l'intensité du courant effectif égale a la quantité de
charge électrique qui passe, en une seconde, par un point de l'orbite, soit

A 2
Al=e—t = °©
2rr 4dmm

(7.1.15)
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d’ol1 aussi un moment magnétique induit

627”2

Ap=7r Al =———B (7.1.16)
4m

proportionnel a B et dirigé en sens opposé (loi de Lenz). En additionnant ces ef-
fets pour tous les électrons d’une molécule on trouve donc un moment dipolaire
moléculaire induit

i = —ame B, (7.1.17)

amor > 0 est 'analogue de la polarisabilité moléculaire électrique . En prenant en
compte toutes les molécules présentes dans un volume unité, on en déduit I’existence
d’une aimantation induite

M =—oy, B, oy >0. (7.1.18)

C’est leffet diamagnétique; il est toujours présent mais relativement faible.

Paramagnétisme

Si les molécules ont un moment magnétique résultant non nul, un effet supplémentaire
apparait di au fait que les moments magnétiques ont tendance a s’aligner sur le champ
B (rappelons que I'énergie potentielle d’'un dipéle, —fi.B, est minimale pour ji || B);
une aimantation supplémentaire apparait dans la direction de B cette fois

M’ =a’y B, avec o’j > 0. (7.1.19)

Dans de telles substances, 'effet total est

M = (a’p — o) B (7.1.20)

avec a”yr — oy, > 0. Ces substances sont dites paramagnétiques. L’orientation
des dipodles dépend fortement de la température; elle est contrecarrée par ’agitation
thermique.

7.2 Equations macroscopiques de la
magnétostatique en présence de matiere

Considérons un matériau (dia, para ou méme ferromagnétique) dans lequel ex-
iste un moment magnétique moyen non nul. La densité de moment magnétique ou
aimantation est désignée par M (Z).

7.2.1 Potentiel d’aimantation

En l'absence de courants de particules libres ou de polarisation, les courants
moléculaires sont la seule sources du champ magnétique. Le potentiel magnétique en

Z est la somme des potentiels produits par les dipoles en Z’, de moment magnétique
di(z') = d3x' M(z'), soit

o _ z—x Lo - = 1
A(z) = E/v d*z’ M(z') x W = E/v d*z’ M(z') x v'm. (7.2.21)
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En intégrant par parties, ceci devient, pour la k-ieme composante du potentiel

1 1
Ak(i') = Z—;)_/V dg.%', Z ekgm[ain(Mg‘i’ — j'/’) — ’j‘ 7,’8, Mg] (7222)

= 47‘1’/ >z ,{Za Ekgm(Mg|__1j/|)—|— |j_1jl|[ﬁXM(f,)]k} (7.2.23)

:_{Zeumy{dS (M=) + /d3 Y e T @)

(7.2.24)
— [dS’ x M(z )] 3 1 = y
{ 7{ |z — 7| o Ot /v d ’j_f/‘[v x M(Z')]k } (7.2.25)

ou encore

A7) = 7{M XdS') /d3x/M}. (7.2.26)
\%

|z — 7| |z — 7|

Ce potentiel est donc équivalent a celui produit
- par une distribution volumique de courants dans V', de densité

(@) =V x M), z€V (7.2.27)

- par une distribution superficielle de courants sur S, de densité

ky(Z) = M(z) xn, €S, (7.2.28)

7.2.2 Cas général avec courants extérieurs

Outre les courants moléculaires, les sources du champ comportent aussi des cour-
ants extérieurs dont la densité volumique sera notée par j¢*': ces courants extérieurs
peuvent désigner aussi bien les courants qui circulent dans des boucles plongées dans
la substance magnétisée que les courants de charges libres si cette substance est un

conducteur. Les équations de la magnétostatique sont

V.B=0 (7.2.29)
V xB= ,u,oj = U (jeazt + 5]\/[) (7230)
ou o B o ~
V x B = o [j°" + V x M], (7.2.31)
Oou encore
V x [B — pg M] = pg 5. (7.2.32)

On est ainsi amené a introduire le champ magnétique H par

_ 1 - _
H=—B- M, (7.2.33)
Ho
il satisfait I’équation
V x H = 5t (7.2.34)
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7.3 Aimantation uniforme

Le potentiel magnétique créé par un milieu aimanté, sans courants extérieurs, est
donné par

A(z) = Z—i /V dz’ M(z') x M (7.3.35)

Lorsque I'aimantation est uniforme, M (x) = My, le potentiel se simplifie en

A/~ Mo - 3 s (T — ')

A(z) = — M, d’r —= 3.

(7) 1 Mo % /v x P (7.3.36)
€o Mo - 1 3., (- z')

= M, d —_— 3.
po " e /v . [z — 2’ (7.3.37)
_ eopﬂo My x &(z) (7.3.38)

0

ott le champ auxilaire £(z), déja introduit dans le cadre des diélectriques uniformément
polarisés, est égal au champ électrique produit par la distribution de charge constante
po dans V. L’induction magnétique s’en déduit par
Bz = T €0 Ho = — 5/~
() =V x A(z) = P V x [My x E(Z)]. (7.3.39)
0

Sa k-ieme composante cartésienne est égale a

By, = 6%‘0 extm O [Mo % E(Z) Im (7.3.40)
_ 60/)% €rtm Ot [emab Moa E ] (7.3.41)
= Eopgto €ktm €mab Moa Or Ep (7.3.42)
— ei)go [0kadey — OkbOea | Moa O¢ Ep (7.3.43)
— €0p,;£0 [Mok O E¢ — Mog 0y Ex; ] (7.3.44)
_ eop ‘0‘0 (Mo V.E — Moy, & ] (7.3.45)
= 08 PO (.6 (7.3.46)
Po €0

On a utilisé pour le champ auxiliaire

00Ek =0k & (7.3.47)
et )
V.E(z) = %p(m) _ % {SO ;;VV (7.3.48)
L’induction peut donc se récrire comme
Bin(Z) = po Mo — 6(?0’0‘0 V (Mo.Ein(Z)) (7.3.49)
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et
€0 M0 & /1

BOUt(j) = 20 \Y (MO-gout(j) ) (7350)

Le champ magnétique est défini par

_ 1 _ _ _ A A o

Hin=— Bin — My = —Voy™, &y =L 1.8, (7.3.51)

Ho Po

et 1

FIout = Bout = - ? (IDMOUty (IDMOUt = 6—0 MO-gout- (7352)

Ho Po

En ’absence de courants extérieurs, le champ magnétique est donc un gradient
H=-Vo,. (7.3.53)

Exemple: Boule de rayon a uniformément aimantée: Mg = My 1.
Pour r < a, le champ auxiliaire vaut

Ein = po . 1, My.&;, = M, 20 1 cos (7.3.54)
360 360
Pour r > a,
3 3
& poa” = VA poa
gout = 360 ’1“2 17’, MO-gout = MO 360 7‘2 COSH (7355)

On en tire donc que

_ _ 2
Bin = poMol, — % Myl, = 3 Ko My (7.3.56)

tandis que

_ a’ - - a® _
By = Mo ’;% 2 cos 01, +sinf1p) = M, ”Org 3(1.1)1,—1.]  (7.3.57)

est I'induction produite par un dipdle magnétique, a l'origine, de moment dipolaire
_ M 4 3
fi=Myzma’.

Le champ magnétique est donné par

_ 1 =
Hout = Bout (7358)
Ho
et ) )
Hin - an - MO - -z MO- (7359)
Ho 3

7.4 Conditions aux limites pour B et H

Des équations (7.2.29) et (7.2.34), on déduit, par les techniques déja abondam-
ment utilisées, qu’a la surface de séparation entre deux milieux,
- la composante normale de B est continue:

’FL[B(l) — B(Q)] =0, (7.4.60)
- les composantes tangentielles de H sont discontinues s’il y a des courants k!
en surface:

n X [H(l) - H(Q)] = ko2, (7461)
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7.5 Relation entre M et H

Les équations (7.2.29) et (7.2.34) doivent étre complétées par des relations matérielles,
analogues & celles des diélectriques.

7.5.1 Matériaux dia et paramagnétiques
Pour ce type de matériau et pour des champs magnétiques faibles, on admet que
M =xnH, (7.5.62)

ou Xm est la susceptibilité magnétique. Le champ magnétique peut alors se récrire
comme

_ 1 -
H=-B, (7.5.63)
I
ou p est la permittivité magnétique et
_ _ M
L+ Xm =km = — (7.5.64)
Ho

est la permittivité relative.

Comme dans le cas des diélectriques, les xpm,u,5m sont des constantes lorsque
la magnétisation du matériau (supposé homogene et isotrope) apparait comme une
réponse linéaire & la présence de H.

Pour les matériaux diamagnétiques, Xm < 0, |xm| >~ 1072, kp <1.

Pour les matériaux paramagnétiques, xm > 0, Xm ~ 1073, K, > 1.

7.5.2 Substances ferromagnétiques

On y trouve Fe, Ni, Co et leurs alliages. Supposons que l'on place un barreau de
fer non aimanté dans un solénoide et qu’on allume un courant n I; celui-ci produit un
champ magnétisant H. On mesure la magnétisation M pour I croissant. Elle com-
mence comme une fonction croissante de H, un peu comme pour un paramagnétique,
jusqu’a une valeur de saturation Mg. L’effet est quantitativement beaucoup plus fort:
typiquement x,, ~ 1073.

———|-M
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Si ’on diminue H jusqu’a ’annuler, M ne retrace pas la courbe initiale; en H = 0,
il subsiste une magnétisation rémanente My # 0. Quand on inverse H, M décroit
jusqu’en 0, pour H = H, (= champ coercitif), puis décroit jusqu’en —Mg.

En réaugmentant H, M croit en passant par la valeur — My pour H = 0. Ensuite,
si on fait varier alternativement H, M retrace périodiquement cette courbe d’hystérese.

On constate donc i) une magnétisation spontanée pour H = 0, ii) ’absence de
relation fonctionnelle univoque entre M et H (ou B et H) car la valeur de M, pour
H donné, dépend de I’histoire antérieure qui seule permet de savoir sur quelle portion
de la courbe on se trouve et iii) l'existence d’un cycle d’hystérese qui implique une
dissipation d’énergie. Pour des matériaux dont le cycle d’hystérese est tres étroit (fer
doux), on a coutume de remplacer la boucle par une ”droite moyenne” et d’utiliser
la relation approchée M ~ x,, H.

7.6 Potentiel pseudo-scalaire magnétique
Comme nous ’avons déja rencontré ci-dessus, lorsque 7! = 0 , I’équation
VxH=j3""=0 (7.6.65)

admet pour solution B o
H=-Voy (7.6.66)

ol @y est le potentiel pseudo-scalaire magnétique. Si I'aimantation M est connue
(c’est le cas des ferro-aimants forts dont la magnétisation est pratiquement indépendante
des champs extérieurs et qui peuvent étre traités comme s’ils avaient une magnétisation
fixe), on peut comme on I’a fait précédemment calculer le potentiel vecteur d’aimant-
ation, mais le potentiel ®; peut s’avérer plus utile dans certains cas. Puisque ﬁB =

H + M, on déduit de I'équation V.B = 0, que
AOy = V.M =—py (7.6.67)

ou pys est la densité volumique effective de charges magnétiques (analogue a la densité
volumique de charges de polarisation dans un diélectrique). On retrouve une fois de
plus I’équation de Poisson. Si M est non nulle seulement dans un volume V' borné de
R3 et 8’il n’y a pas de magnétisation en surface, la solution qui s’annule & I'infini au

moins comme ‘—%‘ est donnée par

Vi —/
By (7) = — d3 rou@) 1 d3 VM) (7.6.68)

4 lz—z| 4r |z — 2|

En intégrant par parties, il vient aussi

1 = M(z")
Or(z)=——V. | &z’ ——L. 7.6.69
@) ==V [ 0 (7.6.69)
Ce potentiel est dominé a grande distance, pour |Z| >>> \x |, par sa contribution
dipolaire
1 —1 _
O (Z) ~ (Vo)i ,a:/ >z’ M(Z). (7.6.70)
471' \Va
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La magnétisation d’un matériau occupant un volume fini peut aussi fournir une
distribution surfacique effective de charges magnétiques par

om(Z) =n.M(z), T€S. (7.6.71)

On Dlobtient en intégrant pps sur le volume d’une petite boite cylindrique (pilbox)
placée a cheval sur la surface de séparation entre le milieu magnétisé et le vide: en
effet,

- / Bx¥V.M = —7{ dS.M = n.MdS = oy dS (7.6.72)
bte

sur f.bte

ou 7 désigne la normale qui pointe vers 'extérieur du matériau. Lorsqu’il y a des
charges magnétiques, en volume et en surface, le potentiel ®5; est donné par la

somime 1 (7/) 1 (71)
(7)) = — [ @dx DM —/dS’UM”” . 7.6.73
m(7) 47 /V v |z — & +47r g |z — &' ( )

Si la magnétisation est uniforme dans V (M (z) = My ), seule I'intégrale de surface
contribue au potentiel car, dans ce cas, py; = 0.

7.7 Energie magnétique et tensions
magnétostatiques dans des milieux
linéaires, homogenes et isotropes

L’énergie du champ magnétique se généralise en
1 3 — =
Wpn == d’zH.B, (7.7.74)
2 Jv

La densité d’énergie en

1 - _
wy = 5 H.B (7.7.75)

Les composantes du tenseur des tensions magnétostatiques deviennent
1. -
T — Hy, B, — 50k H.B. (7.7.76)
Sa divergence est égale a la densité de force

ST a1l = [ x Bl (7.7.77)
l
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Chapitre 8

Electromagnétisme

8.1 Equations de Maxwell dans le vide

Rappelons les équations de Maxwell ! en termes des sources

V.E=* (8.1.2)
€0
= - 0B
E=—-"— 1.
V x 5 (8.1.3)
V.B=0 (8.1.4)
_ ~ 0F

8.2 Equations de Maxwell dans la matiere

Bien que les équations ci-dessus soient universellement valables, il est commode,
lorsqu’on s’intéresse aux champs dans la matiere, de leur donner une forme différente
basée sur la distinction entre sources extérieures et sources d’origine moléculaire:

p= pemt + pp = pemt _ vp (826)
5= 4 a4 G =+ x M + 8, P. (82.7)

Nous avons explicitement mis dans les sources de courants le courant de polarisation

Jp = O¢ P produit par le mouvement des charges de polarisation. Les équations avec
sources deviennent

. P ext
VIE+—]="L (8.2.8)

€0 €0
V X [B = o M] = to {4 [eo E + P) + j°** }. (8.2.9)

1. Si on découvrait des monopoéles magnétiques, il faudrait modifier les équations sans sources en

V X E = —pojm — oB et V.B = popm (8.1.1)

ot

et ajouter I’équation de continuité O:pm, + ij =0.
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En terme des champs

D=e¢E+P (8.2.10)
_ 1 - _
H=—DB-M, (8.2.11)
Ho
elles s’écrivent
V.D = pt (8.2.12)
V x H =0, D+ j*. (8.2.13)

S’y ajoutent évidemment les équations sans sources

VxE=-0,B (8.2.14)

V.B =0. (8.2.15)

L’ensemble de ces équations ne peut étre résolu que si I’on introduit des relations
matérielles

D=D[E,B], H=HI|E,B), (8.2.16)

qui dépendent évidemment de la nature du milieu.
Dans le vide

D=¢FE, B=poH. (8.2.17)
Dans un milieu linéaire, homogéne, isotrope

D=¢E, B=uH, euconst. (8.2.18)

Ces relations sont tres loin d’étre générales.

8.3 Les potentiels électromagnétiques

Rappelons que les équations sans sources deviennent des identités si I’on exprime
les champs en termes des potentiels

B=VxA (8.3.19)
E=-V¢—0 A (8.3.20)

Dans le cas des milieux linéaires, homogenes et isotropes ou €, sont des con-
stantes; en injectant (8.3.19), (8.3.20) dans les équations avec sources, il vient

D=—-¢[Vo+0;Al, VxA=uH (8.3.21)
et
_ pemt
Np+ O V.A=— - (8.3.22)
VX (VxA) =—-ped (Vo+0p A)) + p (8.3.23)
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Comme nous 'avons indiqué au chapitre 1, ces équations aux potentiels se simplifient
pour des potentiels qui satisfont la condition de jauge de Lorenz

V.A+epd ¢=0. (8.3.24)

Dans ce cas, elles deviennent des équations d’ondes non homogenes

pe:vt

O¢ = (8.3.25)

€
OA = pjet (8.3.26)

ol e

1
0= Folr i A, (8.3.27)
et

, 1

¢ = (8.3.28)

VEH
est la vitesse de la lumiere dans la matiere. En coordonnées cartésiennes, ces équations

sont des équations de d’Alembert inhomogenes séparées pour ¢ et les trois com-
posantes du potentiel vecteur.

Remarque 8.1. Dans la jauge de Coulomb, V.A =0, comme évoqué au chapitre 1,
les équations aux potentiels deviennent

Ad(z) = = L@ (8.3.29)

€
O A(z,t) = pj (zt) (8.3.30)
ot la densité de courant effective est définie comme

jerr = jert — Vo, ¢. (8.3.31)

Le potentiel scalaire obéit a une équation de Poisson; elle se résout comme en électrostatique
et, par exemple, la solution qui tend vers zéro a Uinfini comme |Z|~! est donnée par

H(Z,t) = = / d%/w (8.3.32)

z -2
L’équation du potentiel vecteur est du méme type que celle que l’on obtient dans la
jauge de Lorenz, mais la source j¢T nlest plus localisée dans lespace.

8.4 Potentiels retardés, potentiels avancés

8.4.1 Fonctions de Green retardée et avancée

En coordonnées cartésiennes, chacune des équations (8.3.25), (8.3.27) est une
équation de d’Alembert inhomogene

O T;Z)(j’t) = f(j’t)a (8.4.33)
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ou f est une fonction-source connue, supposée localisée dans I'espace. La solution
retardée de cette équation, valable dans tout R3, et qui s’annule pour |Z| — oo au
moins comme |Z|~! est donnée par

Yret (T / at’ / B2’ Grer(Z,t; 7 ) f(Z' 1) (8.4.34)
1 3 ,f(x t_ = f ‘)
47‘(‘ . d’z W (8.4.35)

ot Gret(Z,t; 7' t') est la fonction de Green retardée (non nulle seulement pour ¢t > t')
de ’équation d’ondes, solution de

OGre(T,t; 7' ) = 4md(t —t') 63 (% — 7). (8.4.36)

donnée par
|z — & 1

et (T2 ) =0(t —t — 4.
g t(x, L, ) ( C/ )’f—.f'/’ (8 37)
Vérifions? ceci explicitement pour Gye(Z,t;0,0) = 6(t — 5)% En effet,
3 1 o r.1 1 r
O . — —925(+— Y2 _ 2 ANt — — 4.
gret(.%',t, 070) Cl2 815 5(t C/)T’ r 5(t C,) (8 38)
T 1 — r. =1
—0(t — =)A= —-2Vé(t — —).V—; 8.4.39
( c’) r Vol c’) vr’ ( )
en mettant bout a bout les résultats suivants
r 1 0 0
AS(t— =) = = 2 8.4.40
( c’) r2 87“( or ) ( )
2 T 1 r
=— -0 0(t— ) + C,—Qaf ot =) (8.4.41)
1
A-=- 4763 () (8.4.42)
-1 1_
V-=—-—1, 8.4.43
= (8.4.43)
— r 1 r.o-
il reste bien ,
O Gret(2,t;0,0) = 4w d(t — =) 63(z) = 4m 8(t) 63 (%). (8.4.45)

La solution avancée, valable dans tout R3, et qui s’annule pour |Z| — oo au moins
comme |Z|~! est donnée par

Vaol2) = o / dt' / &' Goo (BT ) (T ) (8.4.46)
fa e+ 28
3,0\t )

47T v d'z ’w _ x/‘ (8.4.47)

2. Voir aussi appendice
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ol Guo(Z,t; T ,t') est la fonction de Green avancée (non nulle seulement pour ¢t < t)
de I’équation d’ondes

_lE=ay 1 (8.4.48)

Gaw (T ;7 ) = 6( — ¢

solution de I’équation
OGa(z,t; 7)) = dnd(t — ') 83 (z — &'). (8.4.49)

Remarque 8.2. La solution retardée est souvent considérée comme étant la seule
solution acceptable parce que conforme au principe de causalité qui veut que ”la cause
précéde Ueffet”: la source (f) en T au temps t' produit un effet (Yret) en T au temps
retardé t = t' + ‘f:—,j/l Le retard (t —t') est le temps mis par l’onde pour parcourir la
distance | — T'| a la vitesse de la lumiére ¢

Cependant, dans la résolution de certains problémes aux limites (tels ceux que l’on
rencontre en théorie des champs) la solution avancée et d’autres encore trouvent leur
utilité. Si la source f(Z',t') est localisée dans le temps, par exemple pour t' € [to,t1],
la solution retardée pet(T,t) est nulle pour t < ty et la solution avancée q,(Z,t)
est nulle pour t > t1; ce ne sont évidemment pas les seules solutions de l’équation
d’ondes puisqu’on peut toujours leur ajouter une solution de l’équation homogéne.
Ainsi, par exemple,

Y(@,t) = Yin(T,t) + Yrer(Z,1). (8.4.50)

pour Vi, (Z,t) solution de l’équation homogéne, est la solution de l’équation d’ondes
qui coincide avec Yy, pour tous lest < tg. Elle décrit la situation ot une onde entrante
se propage dans l’espace et le temps jusqu’en ty puis qui, pour t > tg, se superpose
aux ondes engendrées par la source. De méme, la solution qui, pour t > ty, coincide
avec Yoyt (T,t) solution de I’équation homogéne est donnée par

¢(jat) = ¢out(j’t) + ¢av(j>t)- (8451)

La présence de la solution avancée, nulle pour t > t1, garantit qu’apres extinction
de la source en t1, ¥ ne recevra plus aucun signal en provenance de la source. Dans
la résolution des problémes qui imposent a la solution de I’équation de satisfaire des
conditions aux limites dans le temps, on constate que la solution avancée recouvre
une légitimité que peu d’auteurs de physique classique lut reconnaissent. La théorie
quantique des champs utilise d’ailleurs d’autres solutions encore (voir, par exemple
le role privilégié de la fonction de Green ”causale” ou "propagateur de Feynman”).

8.4.2 Potentiels retardés, potentiels avancés

Les potentiels retardés solutions des équations, dans le vide, donc pour € = €g,u =
o, ¢ = ¢, sont donnés par

1 p(@t — =7
T,t) = g = ¢ 2 8.4.52
ratet) = oo [, 452
e |z—2'|
T _ Ho 3 7 j(x,at - )
A 1) = — d’r ——————. 8.4.53
ret(Z,1) I /V x iz — 7| ( )
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On vérifiera explicitement comme exercice qu’ils satisfont la condition de jauge de
Lorenz du fait de la conservation locale de I’électricité.
Les potentiels avancés sont

i 1 p(@ t + 12270
oo (Zt) = By 2T ) 8.4.54
o) = o [ B (5.4.54)
lz—7'] l‘\
1 — Ho 3 /j(x t+ )
A (7t By T e 4.
(7.4) = 4ﬂ/ s (3.4.55)

Ils vérifient également la condition de jauge de Lorenz.

8.5 Champs retardés et champs avancés

Les champs électrique Eyet q0(Z,t) et magnétique Byt a0 (7,t) retardés ou avancés
se déduisent des potentiels correspondants par (8.3.19) et (8.3.20) . Ainsi les champs
retardés sont donnés par

Bret(j’t) MO/ d3 /[v

izt 8.5.56
. x j(z't")+ ( )

[z — 2|

1 - =z — 7|
— 9@ )%V 8.5.57
+ |ﬂ_','—ﬂ_f,| t ](x7 )X c ] ( )
_ 1 B 1 Opp(@ ) <|z— 7|
E )= — | &2 [—p(@ )V AN VA v/ 8.5.58
() 4MO[,:r[pu,> — o+ T (s
MO 3 7
Pz Oy 8.5.59
i), |x_ TR J@ ) ( )
ou _
Py = (8.5.60)
C

8.6 Champs de rayonnement

Choisissons un systeme de coordonnées dont l'origine est située dans le volume V
occupé par les sources de charges et de courants et analysons le comportement des
champs retardés pour r = |z| grand par rapport a 1’étalement spatial des sources,
donc pour |Z| >> |Z'| ou &’ désigne un point courant dans V.

Le membre de droite de (8.5.57)

IU'O 3
d \v
47 |z —z

- x (7 ) (8.6.61)

et le premier terme du membre de droite de (?7)

1 —
——/ 3 p(@ )V
1%

4dmeq

8.6.62
|z — & ( )
décroissent pour 7 — oo comme 2, comme en électrostatique et en magnétostatique.

Par contre, les autres termes ne décroissent que comme 7! et sont donc dominants &
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grande distance: pour des raisons qui seront claires plus loin, ils sont appelés champs
de rayonnement ou champs de radiation. Si nous ne gardons que ceux-ci dans l'ex-
pression des champs retardés, nous pouvons remplacer dans les intégrales (8.5.57) et
(8.5.58) |z — &'| ' par r~! et V|Z — 2| par Vr = 7 = 1, [!! |z — | figure encore
dans ¢/, on en tiendra compte plus loin]. Il reste donc, pour les champs de radiation,

— 1n =,
Brad(ff,t) = — Z_']('(]'E; X [/ d3$l (9t/ ](x/,t/) (8663)
et
_ 1 1n 1 _
Eya(@t) = — -2 / a2’ 8y p(z' ¢) — KO- / a1’ 9y (7 1) (8.6.64)
dmegcr Jy A r Jy

De I’équation de continuité

Oy P(f/i/) + ﬁ-j(jlatl)‘(t’:consmnt) =0 (8665)

on tire
o p(@ )=~ d i@ - 22T L s e 8.6.66
t’p(x?)__k d.%'lk]k(x’_ )+Ct’.](x7)‘ r ( )

k

Y . 7 . / . . N
ou les dérivées par rapport aux variables x ¥ sont maintenant prises & ¢ constant. On

en tire donc que
1 — _
/ B! Oy p(@ 1) = - / B (V|7 — 7.0 J( 7 1)): (8.6.67)
v cJv

en oubliant l'intégrale de la divergence qui se convertit par Ostrogradsky en une
intégrale de surface nulle car j est nul sur S. Puisque €q jig = ¢ 2, le champ électrique
de radiation devient ainsi

= _ o mn . _ 3 1o Tl po 1 3.1 Tl )
E.q b)) — Z—— [T ! ) - o ! ) -0-
a(Z,t) 4wr[n/‘/dx3tj(m t')] 4ﬂr/‘/dx8t](x t") (8.6.68)

En introduisant le nouveau champ vectoriel (parfois appelé potentiel de Hertz)

[(zt) = — ;T—OT ; &z 9y §(7 1), (8.6.69)

(8.6.63) et (8.6.68) deviennent

On en déduit que, en chaque point Z loin des sources
n.Brag =0, 7.FErgq =0, Bred-Frad=0. (8.6.72)

En tout point Z, loin des sources, E,qq et Byqq sont donc dans le ”plan d’onde” (cad
le plan tangent & la sphére centrée a ’origine, de rayon r) et ils sont perpendiculaires
entre eux.
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En outre

X Ergg = CBrad (8.6.73)
_ _ -
Erad X Brad = EEgad (8674)

les vecteurs 7, Fyqq,Braq forment un triedre trirectangle dextrogyre et
E?,=cDB%, (8.6.75)

E,q4(Z,t) est dans le plan sous-tendu par 71(Z) et T'(Z,t)), tandis que B,qq(7,t) est
perpendiculaire a ce plan.

8.7 Tenseur des tensions électromagnétiques
dans le vide: bilan d’impulsion
La force, par unité de volume, que le champ électromagnétique exerce, a I'instant

t, sur les répartitions de charges et de courants est donnée par la densité de force de
Lorentz, somme des contributions électrique et magnétique

f=pE+jxB. (8.7.76)
On est donc naturellement amené a introduire le tenseur des tensions électro-magnétiques,
comme la somme des contributions électrique et magnétique, par ses composantes
_ &) plm) _ 1 1 F2 1 po
Ty = Tké + Tld =€ B By + P By, By 2(5kg (EQE + " B ) (8777)
0 0
En vertu des équations de Maxwell du vide, sa divergence est égale a
Z 8@TM:,OE]§—|—(3 XB)k+608t (E XB)k (8.7.78)
‘

Le dernier terme

€0 8,5 (E X B)k = 6t (D X B)k (8779)

est nouveau par rapport a ce qu’on avait en électrostatique et en magnétostatique,
mais on sait qu’un vecteur, dont la dérivée par rapport au temps est une (densité de)
force, est une (densité d’) impulsion.

En intégrant les deux membres de (8.7.78) sur un volume V' contenant des sources,
on obtient la force totale électromagnétique sur les sources dans V'

d _ _
Fp + —/ d3z (D x B) :/ A3z Oy Thep 8.7.80
i J\ ( ) L ZZ: ( )

:Z f{ dSy Thy. (8.7.81)
z S

Or, I’équation de Newton pour la matiere électrisée s’écrit

d
yr "t — [, (8.7.82)
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ol P est son impulsion. On est donc tout naturellement amené & interpréter

/ &z (D x B)=P,,, = / >z Pe.m (8.7.83)
1% \%4

comme 'impulsion du champ é.m. contenue dans le volume V et

D X B =pem (8.7.84)

comme la densité d’impulsion du champ électromagnétique. (8.7.81) exprime donc
que la variation, par unité de temps, de 'impulsion totale du systeme ”champs et
sources matérielles” dans le volume V est égale au flux d’impulsion é.m. qui sort de
ce volume en traversant la surface fermée S, par seconde.

Cas particuliers

a) En l’absence de sources, (8.7.78), exprime la conservation locale de I'impulsion
é.m.

Qipi™ + > 9 (— The) = 0. (8.7.85)
4

Evidemment, le tenseur —1" est la densité de courant d’impulsion é.m.: plus précisément,
—Tp est la k-ieme composante de 'impulsion é.m. qui traverse la surface unité de
normale 1, par unité de temps. Intégrée sur un volume V' limité par S, ceci devient

d
- depe.m:/ d3.%' 3g Tkg: j{dSnngg, 8.7.86
R s

ou 7 est le vecteur normal a S sortant de V. La perte d’impulsion é.m. contenue
dans le volume V', par unité de temps, est due au flux d’impulsion é.m. qui sort de
ce volume en traversant la surface fermée S, par unité de temps. Lorsque ce flux est
nul, on a

d d
— pem = — Brpi™ =0 8.7.87
dt k dat |, T Pr ( )

ou conservation de 'impulsion électromagnétique.

b) Pour une distribution de charges p, en mouvement, de masse spécifique p(Z,t)
et de vitesse v(z,t), ’équation (8.7.78) devient

O™+ 00 (= Tee) + p[Er + (0 x B)] =0, (8.7.88)
0

De I’équation du mouvement du fluide électrisé

pLEx+ (5 % B)s] = o ual(t) (8.7.89)
=0y (nor) + Y O (e vi) (8.7.90)
l

ou il a été fait usage de I’équation de continuité

Orp+ Y Oy (pvg) =0, (8.7.91)
4
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et de i
d—: = 00+ (0.Y) 0, (8.7.92)

on tire

O (mok +p5™) + > 9 (v ve — Tig) = 0, (8.7.93)
l

la loi locale de conservation de l'impulsion totale du systeme champ + matiere
électrisée: la densité d’impulsion totale vaut

po+per. (8.7.94)

8.8 Bilan d’énergie: Théoréeme de Poynting

Nous avons obtenu précédemment, dans le vide et pour des champs statiques, les
densité d’énergie électrique et magnétique. Nous supposons ici que dans le cas des
champs variables, la densité d’énergie électromagnétique est donnée par la somme de
ces deux contributions, cad par

1, 1 _ 1,- - -
w=—[eE?+—B?)=-[E.D+B.H], (8.8.95)
2 j2%) 2
ou 1
D=¢FE e H=—2B (8.8.96)
Ho

On obtient le bilan local d’énergie en calculant sa dérivée par rapport au temps. En
vertu des équations de Maxwell, on trouve que

Oyw = E.(0;D) + +(0,B).H (8.8.97)
=E[VxH-jl-|VxELH (8.8.98)
=-FEj— V.(ExH). (8.8.99)

Pour obtenir la derniere ligne , on a utilisé 1’égalité vectorielle suivante

E(VxH)-(VxE)H=-V.(ExH). (8.8.100)

(8.8.99) peut encore se mettre sous la forme

Ohw+V.S=—-Ej (8.8.101)
du bilan local d’énergie électromagnétique. Le vecteur de POYNTING

S=ExH (8.8.102)

n’est autre que la densité de courant d’énergie électromagnétique.
FE.j est la puissance enlevée aux champs é.m. et conférée aux sources.
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Cas particuliers

1) En labsence de sources, le membre de droite de (8.8.101) est nul; il reste donc
la loi de conservation locale de I’énergie

ow+ V.S =0 (8.8.103)

Intégrée sur le volume V' limité par la surface fermée S, elle donne

d

— [ Prw=- 7{ dSn.S (8.8.104)

qui exprime que la perte d’énergie électromagnétique dans le volume V', par seconde,
est due au flux d’énergie rayonnée au travers de la surface S. Lorsque ce flux est nul,
il reste

dw  d
— = —/ Brw=0 (8.8.105)
dt — dt [y

ou la conservation de I’énergie é.m.

2) Pour une répartition de charges p(Z,t) en mouvement, de masse spécifique
w(z,t) et de vitesse v(Z,t), on déduit de I’équation du mouvement

dv _ _
1 d—;’ — p(E+79x B) (8.8.106)
avec
dv =
gl v+ (v.V)0, (8.8.107)
la puissance transférée au fluide électrisé
~ — T 1 ~2 1 72
J-E=pvE=0(5u0 )+§k; O (517" vr). (8.8.108)
Le bilan local d’énergie devient donc
1 1
at(iszrw)Jr; ak(5u52vk+sk) =0 (8.8.109)

qui n’est autre que la loi locale de conservation de ’énergie totale du systeme champs
+ sources électrisées.

3) Loin d’une source localisée Nous avons vu précédemment que, dans le vide, loin
des sources, les champs de rayonnement E,,q4,B,qq €t le vecteur unité 7 = 1, normal
au plan d’onde, forment, en chaque point loin des sources un triedre trirectangle
dextrogyre et que

E? ., =B, (8.8.110)
Il s’en suit que, loin des sources, la densité d’énergie électromagnétique se réduit a
w = €y B2y, (8.8.111)
que le vecteur de Poynting devient
S = Frgqg X Hygqg = cwn (8.8.112)
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et que la densité d’impulsion électromagnétique devient

P = Draa X Braa = — 7. (8.8.113)

De plus, si dS = 7dS est un élément de surface du plan d’onde, I’élément de flux
d’impulsion vaut
— Y dSy T = wdSk. (8.8.114)
¢

L’énergie et 'impulsion électromagnétiques se propagent donc dans la direction de
n, perpendiculairement au plan d’onde, a la vitesse de la lumiere.
8.9 Moment cinétique

Des paragraphes précédents, il découle que les champs électromagnétiques (ini-
tialement introduits comme médiateurs de forces entre des charges) ont une existence
propre. Ils transportent de ’énergie de densité

W (T,t) = %0 (B2 + 2 B?), (8.9.115)
de 'impulsion dont la densité est
P (z,t) = o (E x B) (8.9.116)
et aussi un moment cinétique dont la densité est donnée par
"(zZt) =T X p = €9 x (E x B). (8.9.117)

Méme des champs parfaitement statiques recelent une impulsion et un moment
cinétique, a la condition que E x B # 0 et ce n’est que lorsque les contributions
des champs sont prises en compte que les lois de conservation classiques de ’énergie,
de 'impulsion et du moment cinétique peuvent étre satisfaites.
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Chapitre 9

Rayonnement électromagnétique

9.1 Rayonnement émis par des sources oscillantes localisées

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons aux potentiels, champs et rayonnement
produits par des distributions de charges et de courants, dans le vide, localisées dans
un volume V' borné de I'espace et périodiques en ¢ du type

8l
Il
[

p(z,t) = p(z) e ™" (9.1.1)
J(&,t) = j(Z) e ™1, (9.1.2)

8l
Il
<

p(Z) et j(Z) sont des densités qui peuvent étre complexes, la pulsation w est réelle.
Il faudra prendre la partie réelle de ces expressions pour en extraire les grandeurs
physiques. Les potentiels retardés (complexes eux aussi) produits par ces distributions
sont donnés par

- 1 p(j/)efi(wtfkﬁf:i’\)
t) = d*a’ 9.1.3
o) = o [ (9.1.3)
1 ) =1\ Hik|Z—T |
= — eith / d3x/ % (914)
47eg v |z — 7|
3 Z (7 p—t(wt—k|z—'|)
Az t) = @/ gy 1) (9.1.5)
Am Jv |z — 2|
) S (7 k| T—T |
- @ewt/ PENEICS (9.1.6)
47 v |z — 7|
ou w
k=—. 9.1.7
- (9.7

Les potentiels, donc aussi les champs (complexes ou physiques) sont périodiques en ¢
de période T = 27”
La densité d’énergie physique du champ électromagnétique

€0, = _
Wphys = < [Enpys + & Bopys | (9.1.8)
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est donc aussi une fonction périodique en t de période T'. Il en résulte que la puissance
moyenne rayonnée par le systeme au travers d’une surface fermée S extérieure a V,

so1t — - - o i
P = —/ dtjé dS.Sphys = —/ dtjé dS.(E X H)phys (9.1.9)
T Jo S T Jo S

est indépendante du choix de la surface S.

En effet, prenons une seconde surface fermée S’ qui entoure V', et considérons la
différence

7{ dS.Sphys — 7{ dS.Sphys = / dBrV.Spnys (9.1.10)
S’ S %4
:/ A3z (=) O Wphys (9.1.11)
[ Baw (9.1.12)
= - hys L.
dt Jy Py

Pour obtenir ce résultat, nous avons appliqué Ostrogradsky et utilisé le bilan local
d’énergie électromagnétique dans le vide et en ’absence de sources. L’intégrale de
cette différence sur la période T est nulle, puisque ’énergie totale du champ contenue
dans le volume V' limité par les deux surfaces est aussi une fonction périodique en ¢
de période T'. Ceci nous permet, dans le calcul de la puissance moyenne rayonnée, de
choisir pour S la surface de la sphere dont le rayon tend vers 'infini, soit So, donc
aussi de ne prendre en considération, dans I’expression des champs que les termes
qui décroissent & 'infini comme 7~ = |Z|~!, cad les champs de rayonnement. Nous
pouvons donc utiliser les résultats établis au chapitre précédent.
Les champs électrique et magnétique de rayonnement se déduisent du champ

T(z,t) :%{_ﬁr_or /V A3z §(&') 9y e Wi Hle=ay (9.1.13)
— ZW,U/O —twt 3.0 (=N Lik|T—T | 1.14
§R{—47TT e /Vd ' gz e } (9.1.14)

9.2 Rayonnement dipolaire électrique

Nous nous intéresserons ici au cas ou les sources sont confinées dans un volume
V' dont les dimensions sont petites par rapport a la longueur d’onde A, c’est-a-dire,
pour

2
7] << A= %; (9.2.15)
dans ces conditions, nous pouvons remplacer, dans Uintégrale (9.1.14), k|Z — Z'| par
2 1 2
kKlz -2 | ~kri/1—-=nz ~kr(1—-nz') ~kr— Tﬂﬁ.:ﬁ' ~ kr. (9.2.16)
r r
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de sorte que

f(@,t):ére{lzr"f /V a3z (7 )e~{@t=k)} (9.2.17)
3, r

2.1

w4 e D, 0218

En vertu de la loi locale de conservation de la charge électrique

Vj@t—)=—0p@t—1) (9.2.19)
c c
on a = r r = r
V(e t5(@t— =) =jel@t — =) +x V5@t — -). (9.2.20)
c c c
On peut donc remplacer l'intégrale (9.2.18) par
_ 140 d? 3 r
I'(z,t) =— — d t—— .2.21
@) == [ D) (9221)
1o d? r
=-R{——=plt—- 9.2.22
Amr dt? Pl c) } ( )
faisant ainsi apparaitre explicitement le moment dipolaire électrique p(t — Z) de la

distribution de charges.
Lorsque les différentes composantes de p sont en phase, ce que nous supposerons

ici, p(t) = po e ™", avec py réel, on a
2
T(z,t) = 20 5o cos(wt — k), (9.2.23)
dmr

et les champs de rayonnement sont donnés par [pour alléger 'écriture des formules,
nous omettons la notation ”rad”]

B(z,t) = wio (7 X po) cos(wt — kr) (9.2.24)
Y dnre Po o
o Wio

E(z,t) = — o [(n.po) M — Po] cos(wt — kr) (9.2.25)

et le vecteur de Poynting

S(z,t) = B(7,t) x H(z,t) = —— E? (9.2.26)
CHo
4
W™l _ 921 —
= CSEEr [~ (72.p0)? + pg) & cos®(wt — kr) (9.2.27)
Sa moyenne sur une période est donnée par

o wlpo
S>= """ [~ (n.po)* + Py 7 9.2.28
<8 3= sty (0 4 Al (9.2.28)

donc la puissance moyenne rayonnée au travers de ’élément de surface

dS = nr?dQ de la spheére S, vaut
wiig

3272 ¢

4
W Ho

d p—
P 3272 ¢

[— (7.po)? + pg) dQ =

P2 sin? 0 dQ (9.2.29)
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ou 'angle 0 est I’angle entre py et n. La distribution angulaire du rayonnement est
donnée par

ap W4M0 o \2 | 2 W4M0 9 . 2

10" 3224 [— (R.po)” + Pp| = 3972 - Po sin 0 (9.2.30)
La dépendance angulaire en sin? 6 est caractéristique du rayonnement dipolaire. La
puissance totale rayonnée, en moyenne sur une période, est donc égale a

9 wic 1, ck* 1,

W4MO =7 a13Po=7—3P
07 dregct 370 4mey 37

1._
P= 4 c gp

(9.2.31)

9.3 Exemple: Antenne linéaire

Un exemple de dipdle rayonnant est fourni par une antenne linéaire, de longueur

d << ), située sur 'axe Oz entre z = % et z = —%l, alimentée par un petit trou en
son milieu. Le courant peut y étre décrit par
(7 — _ % —iwt T
jxt)=1Iy[1 pi e ™" o(x)d(y) 1,. (9.3.32)
De I’équation de conservation locale de la charge, on déduit la distribution de charges
correspondante:
V.j(Z,t) = iw p(Z,t) (9.3.33)
214 I '
plE) = [O(2) — O(=2) == e~ 8(x) 3(y). (9.3.34)
w
Sa partie réelle est égale a
_ 21y .
oo () = [O(2) — O(=2)] 2 simwt 5(x) 3(3)}. (9.3.35)

Son moment dipolaire n’a quune seule composante p.(t) donnée

% o o
ps(t) = / ) dz/ dx/ dy 2z pphys(T,t) (9.3.36)
-5 —00 —o0
d I
=~ sinwt (9.3.37)
2w
La distribution angulaire du rayonnement, en moyenne sur une période, est
ap _ Wiy d* I3
dQ  (4m)?c 8

sin? @ (9.3.38)
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et la puissance totale rayonnée, en moyenne sur une période, est

1 w*d’ Iy I3k d?
po 2% _ L0 , (9.3.39)
12 4weg 3 12 (4mep) ¢
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Chapitre 10

Ondes électromagnétiques
planes

10.1 Ondes planes

Dans un milieu infini, linéaire, homogéne, isotrope, non-dissipatif et non-conducteur
et en ’absence de sources extérieures, les équations de Maxwell

0, VxE=-0B (10.1.1)
0, VxH=06D (10.1.2)

< <«
o O
I

admettent des solutions non triviales qui peuvent se propager dans l’espace et dans
le temps sous la forme d’ondes électromagnétiques. Comme nous l'avons montré
au chapitre 2, & partir des équations de Maxwell dans le vide (mais les calculs
sont identiques dans les types de milieux considérés ici), qu’en conséquence de ces
équations les champs E et B obéissent a des équations du second ordre: en I’absence
de sources, celles-ci se réduisent a des équations d’ondes

DE(zt)=0, OBzt =0, (10.1.3)

1 92
0O— T o0 A (10.1.4)
est le d’Alembertien; ¢ est la vitesse de la lumiere dans le milieu considéré. En
coordonnées cartésiennes, ce sont des équations séparées pour les trois composantes
du champ électrique et pour les trois composantes de I'induction magnétique. Si on

désigne par 1(Z,t) 'une quelconque de ces composantes, elle satisfait donc I’équation
Oy(z,t) = 0. (10.1.5)

Cette équation admet une infinité de solutions du type ondes planes, cad, qui ne
dépendent que de la seule variable

E=kz=ka' +ka?+kya® (10.1.6)
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ot k est un vecteur fixe de longueur unité, k%2 = 1. Pour de telles solutions, cad,
pour ¢(Z,t) = F(&,t), 'équation (10.1.5) se réduit a une équation du type de la corde
vibrante

1 0°F 0O°F
o Ay = A 10.1.7
22 o2 €2 ( )
dont les solutions s’écrivent comme
Ft) = f(E—t)+g§+ 1), (10.1.8)

ou f et g sont, chacune, des fonctions arbitraires d’une seule variable. Noter que la
surface d’équation
¢ = constante (10.1.9)

est un plan orthogonal au vecteur k. A tout instant t, la fonction f prend la méme
valeur en tous les points du plan d’équation k.z = ¢t + constante et la fonction g
prend la méme valeur en tous les points du plan k.z = — ¢ t+ constante. Chacun de
ces plans est appelé "front d’onde”; au cours du temps, il se déplace parallelement
a lui-méme, donc toujours perpendiculairement a /2:, a la vitesse ¢ (respectivement
—c), appelée vitesse de phase. Par la suite, nous ne considérerons que des solutions
de type f, la généralisation est immédiate.

10.2 Ondes planes monochromatiques

Par définition, I’onde plane monochromatique est de la forme

Y(z,t) = Y cos(k.z —wt) + 1o sin(k.T — wt) (10.2.10)
= 1)) cos p + " sin @, (10.2.11)

ou k est le vecteur d’onde et ¢ est la phase de 'onde
o=k —wt (10.2.12)
La pulsation ou fréquence angulaire w est liée au vecteur d’onde k par la relation
w=/ k| =k, (10.2.13)

appelée relation de dispersion. On préfere souvent utiliser au lieu de (10.2.11) une
représentation complexe dont on prend la partie réelle

b(@,1) =R (Yo e'?), (10.2.14)
avec ‘
e'¥ =cosp+ising (10.2.15)
et
o = ¥ — W7o (10.2.16)

Comme dans le chapitre précédent, nous nous permettrons un léger abus de notations
en désignant ’onde complexe par

¢(f,t> = g eil%.:ifiwt = g eik[l;:.ffc/t] = g elk(l;:f) e lwt (10217)
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et nous conviendrons que seule sa partie réelle représente la solution physique:

Uphys(Z,t) = Rip(2,1). (10.2.18)
Il est aussi commode de rapporter la vitesse de phase ¢’ & la vitesse de la lumiere

dans le vide
gL _ Vet ¢ (10.2.19)
NN T
ou n est l'indice de réfraction du milieu dans lequel 'onde se propage.
Les fonctions (10.2.17) sont des fonctions périodiques en ¢ de période

T=" 10.2.20
- (10.2:20)

donc aussi périodiques en la variable £ = k.z de période

A= 2%; (10.2.21)

A est la longueur d’onde dans le milieu considéré:

2
A= "5 (10.2.22)
nw
Les équations (10.1.3) admettent donc des solutions qui représentent des ondes planes

monochromatiques (complexes) de la forme

(
(

ot Ey et By sont des vecteurs constants (complexes) arbitraires. Les équations (10.1.3)
étant lindaires & coefficients réels, on a les mémes équations pour RE et FE de méme
que pour RB et IB. Rien ne nous garantit cependant que toutes les solutions des
équations (10.1.3) sont aussi solutions des équations de Maxwell du premier ordre
car, en regle générale, les équations du second ordre admettent plus de solutions que
les équations du premier ordre.

De fait, il y a encore des conditions a satisfaire, a savoir

=

I

1) = Eyelka-iwt (10.2.23)
1) = By ehaiwt (10.2.24)

ool
IS

VD=0 —kEy=0 (10.2.25)
V.B=0, —kBy=0 (10.2.26)
VxE=-0B —kxEy=wDB (10.2.27)
_ _ _ _ _ 1 _
VxH= 6t D — k x 0 -5 wEo (10228)
ou
— n - _ — ~ n —
BO = — (k‘ X Eo) et BQ X k=— E(]. (10229)
& &

Ces relations sont fondamentales. Elles montrent que les vecteurs (REg,RBg,k) de
méme que (SEp,3Bo,k) sont orthogonaux les uns aux autres et qu’ils forment un
triedre dextrogyre. Les ondes électromagnétiques sont donc des ondes transverses
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(orthogonales & k) et I'induction B(Z,t) est entierement déterminée par E(z,t); on a
aussi

e 2 a2 2

- (RB)* = (RE)" 3 (SB)” = (SE)=. (10.2.30)

La densité d’énergie, la densité d’impulsion et le vecteur de Poynting de 'onde
plane monochromatique sont respectivement

w(z,t) = e[RE]? (10.2.31)
Pen.(Zt) =k % w(Z,t) (10.2.32)
— A c -
S(@t) = 5 Pen. = — kw, (10.2.33)
avec ) . ] )
RE = 5 [E + E*] _ 5 [EO ei(k.ifwt) + ES efi(k.ffwt) ] (10‘2‘34)
On a aussi, avec dS = k dS,
—Tye dSe = wdSy, (10.2.35)

L’énergie et I'impulsion se propagent perpendiculairement au plan d’onde, a la vitesse
de la lumiere ~. En moyenne sur une période, la densité d’énergie est constante, la
densité d’impulsion et le vecteur de Poynting sont des vecteurs constants

1 - = 1 - =
<w>=e (BB = 5By Ef) (10.2.36)
< Do, > = k% <w> (10.2.37)
_ CQ B C -
<S>=—7% <Pem. >=—k <w>. (10.2.38)
n? n

Noter en effet que si A(t) = Age ™! et B(t) = Bye ™! la moyenne temporelle du
produit de leurs valeurs réelles peut se calculer comme

< RA(t) RB(t) >= %%(A(t) B(t)). (10.2.39)

L’intensité de 'onde tombant sur ’élément de surface dS = @ dS est reliée au flux
du vecteur de Poynting moyen au travers de cet élément de surface par

I1dS =<8 > .dS=<w> dkuds, (10.2.40)

I est donc la puissance moyenne, par unité d’aire, qui traverse la surface dans la
direction k ou encore I’énergie moyenne contenue dans le cylindre oblique de hauteur
v = ' k et de base unité orthogonale a 1.

10.3 Transformée de Fourier

Sous des conditions précisées dans le cours d’analyse, par exemple pour ¢(z,t) €
S c’est-a~-dire dans ’espace des fonctions C°*° a décroissance rapide, la solution de
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léquation d’ondes (10.1.5) peut étre recherchée sous la forme de son développement
en intégrale de FOURIER

1 o
T,t) = . A3k e®T ) (k. t). 10.3.41
o=y [ ke (103.41)
L’équation
Oy(z,t) =0 (10.3.42)

se transforme, pour chaque k, en une équation d’oscillateur linéaire harmonique pour
la transformée de Fourier ¢ (k,t), & savoir

0% - - ~ -
5 V() = —wiv(k), (10.3.43)
avec wy, = ¢ |k| et dont la solution peut s’écrire comme
_ 1 o .
P(k,t) = T [A(k) e ™kt 4 B*(—k)e™r1]. (10.3.44)
Wk

Les fonctions complexes A(k) et B*(—k) sont des fonctions arbitraires de k (qui
peuvent p.ex. étre déterminées par la donnée des conditions de Cauchy). En injectant
(10.3.44) dans (10.3.41), la solution générale (a valeurs complexes) de ’équation
d’ondes, développable en intégrale de Fourier s’écrit

1 Bk g . .
W(Et) = R /RS mem [A(k) e ™kt 4 B*(—k) e™rt] (10.3.45)
T
1 Bk o
= e )% /R3 %or A(k) R emiort 4 B* (k) ethT glwr ] (10.3.46)
m
1 Bl .
= —— [A() eFTeirt 4 BF (k) em R giwrt ] (10.3.47)
(2m)3 Jrs 2wk
La solution générale, a valeurs réelles, s’écrit comme
- 1 d*k 7N\ ik Z—iwy t * (TN — tk.T4iwy t
P(z,t) = 2 )% e o A(k)e + A*(k)e ], (10.3.48)
T

qui est une superposition de paires d’ondes planes monochromatiques. Pour tout k,
I'onde de fréquence positive (e~™*!) se propage dans la direction de k, I'onde de
fréquence négative (e“+*) se propage dans la direction de (—k).

Appliqué au champ électromagnétique réel, tout ceci devient

_ 1 Bk~ o o o

E(z,t) = . / dk E(k) ek-e=iwrt 1 B(k) e~ ikativnt ) (10.3.49)
(27‘(‘)5 R3 2wk

B~ 1 Pk = o kgt |, ST —ik.Zt+iwy t

B(z,t) = . —— [B(k) e'* Tkt 4 Bk) e TRt (10.3.50)
(27‘(‘)5 R3 2wk

Les équations de Maxwell du premier ordre imposent encore les relations suivantes

kE(k)=0, kB(k) =0, Bk) = % [k x B(k)] (10.3.51)

ou n est 'indice de réfraction du milieu.
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10.4 Polarisations

Introduisons, au point # du plan d’onde (plan orthogonal & k), une base or-
thonormée de vecteurs réels, €; et e, qui forment avec k un triedre trirectangle
dextrogyre

ke =0, key=0 (10.4.52)
1

.61 =é2.60=1, & X & =k. (10.4.53)

\)

Le champ électrique en Z est dans le plan d’onde, il peut s’écrire comme combinaison
linéaire de ces vecteurs

E(z.t) = (61 B} + & E3) -7t (10.4.54)
ou les composantes complexes E(% et Eg peuvent étre récrites comme
E} = |E}| e, (10.4.55)

Le champ électrique physique (réel) est donc

Ephys(ﬂ?“,t) — R [51 |E3| ez‘/}.f—z‘wtﬂ‘al 1 & |E§| eik.f—iwt+ia2] (10.4.56)
= R[(e1 |E}| + & | E2| ¢! (@2~ ) gk a—iwition | (10.4.57)

10.4.1 Polarisations rectilignes

Dans le cas ot o — a1 = N 7, avec N entier,

gilaz—an) _ iNm _ 1 si N est pair (10.4.58)
—1 si N est impair
(10.4.57) se réduit alors a
Epnys(z,t) = (€1 |Ej| + & |ES|) cos(k.Z — wt + o). (10.4.59)

En Z, a tout instant ¢, le champ électrique a la méme direction. On dit que 'onde
possede une polarisation rectiligne ou qu’elle est polarisée dans la direction du vecteur
ax = (e1|Eg| + & |EG)).
10.4.2 Polarisations circulaires
Dans le cas ou ap — a1 = (2N +1)F, avec NV entier,
giloa—an) _ gieN+ng _ )1 s estpair (10.4.60)
—¢ si NV est impair

(10.4.57) devient alors

Eppys(T,) = R[ (81 |EY| £ i | E3|) /-7 —iwttion ] (10.4.61)
= @1 |Ep| cos(k.T — wt + 1) — (£) &2 | EF|) sin(k.z — wt + 1), (10.4.62)
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De plus, si

|Es| = 1B, (10.4.63)

(10.4.62) devient
Eppys(T,t) = | ES ) R[(81 £ i) e'F-m it tion | (10.4.64)
= |E}| &1 cos(k.Z — wt + a1) — (%) & sin(k.Z — wt + a1)]. (10.4.65)

qui décrit, pour T fixé, une circonférence centrée a l’origine, de rayon ]Eé\ Dans
le plan d’onde, le champ électrique (donc aussi le champ magnétique) tourne a la
fréquence v = - dans un sens qui dépend de la parité de N: si N est pair, en
regardant 'onde venir vers soi, on voit le vecteur E tourner dans le sens opposé a
celui des aiguilles d’une montre. On dit que I"onde possede une polarisation circulaire
gauche ou hélicité positive. Tandis que si N est impair, le champ électrique tourne
dans le sens des aiguilles d’une montre; I’onde possede une polarisation circulaire
droite ou hélicité négative.

10.4.3 Polarisations elliptiques

Dans le cas ou |E}| # |EZ|, le champ électrique (10.4.62) décrit, & Z constant,
une ellipse. On parle alors de polarisation elliptique gauche ou droite selon le sens de
parcours décrit ci-dessus.

Le champ électrique d’une onde plane (10.4.54) générale est superposition linéaire
de deux champs polarisés linéairement suivant ; et é; ou de deux champs polarisés
circulairement suivant e, = €1 + ié2 et é_ = €1 — iéo.

10.5 Réflexion et transmission d’ondes mono-

chromatiques planes entre deux diélectriques

Nous considérons ici la réflexion et la réfraction d’ondes monochromatiques planes
sur le plan (z = 0) séparant deux milieux diélectriques linéaires, homogenes et iso-
tropes caractérisés par (e1,u1) et (eg,pua = p1).

Le plan incident est le plan engendré par les vecteurs (k1,n = 1.), soit ici, le plan

(x,2).
L’onde incidente est représentée par les champs

> 5 i(kii-wit) B Lo =

E1 = E01 e s B1 = — /{)1 X El. (10566)
L’onde réfléchie est représentée par

_ _ T = _ 1 - _
E2 = E02 BZ(kQ'x_wﬂ), B2 = — kﬁg X E2. (10567)
w2

L’onde transmise ou réfractée est représentée par

_ o _ 1 - _
By = Eggelhs@—wst)  Bo— = fa x By, (10.5.68)
w3
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Les vecteurs d’ondes sont reliés aux fréquences par

w1

ky = % n (10.5.70)
ky = %ng (10.5.71)

ou n1 et ng sont les indices de réfraction des milieux 1 et 2,

ny = 2L, = 22 (10.5.72)
€00 €00

10.5.1 Lois de la Réflexion et de la Réfraction

Sl
Py

A la limite, z=0, les composantes normales de D et B doivent étre continues, il en
va de méme des composantes tangentielles de F et H parce qu’il n’y a ni charges ni
courants en surface. Ces conditions doivent étre satisfaites en z = 0, mais Va,Vy,Vt.
Puisque les E’oj sont des vecteurs constants, les phases doivent étre égales en z = 0:

kizx + kilyy —wit = kogx + k‘gyy — wot = k3o + k‘gyy — wst, (10573)

en x =0 =y, et V¢, on en déduit I’égalité des fréquences w1 =wr =ws;ent=0=y
et Vz, on en déduit ki, = kgp = k3z;ent = 0 = x et Vy, on en déduit £y, = 0 =
koy = ksy. Les trois vecteurs k1,k2,ks sont donc dans le plan d’incidence. L’égalité
w1 = wy implique k1 = ky. En notant ¢ 'angle d’incidence, r I'angle de réflexion, et
R Vangle de réfraction, on a

kiz = k1 sini = ko, = ko sinr, — i=r. (10.5.74)
L’angle de réflexion est égal a 1’angle d’incidence. De plus

sin /{?3 n9

kﬁlx = k‘l sint = kigx == kﬁg sin R — (10575)

sinR ki np

C’est la loi de Snell.
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10.5.2 Amplitudes des ondes réfléchie et transmise
Equations de Fresnel

Avec
kﬁlx = kil sini, kly == 0, kilz == k‘l cos1 (10576)
kor = kq sinr, koy =0, ko, = —kq cosr (10.5.77)
kigx = k‘3 sin R, kigy = 0, kigz = k‘3 COS R, (10578)

et les relations d’orthogonalité /;:j.on =0,7 = 1,2,3, d’ot1 'on tire

sin? sinr sin R
EOlZ - EOI:B’ EO2Z - EO2:B, EO.?)Z — SR 03z (10-5.79)
on obtient
Boe = — 2 cosi Eoiy  Boga = s cos 1 Egay (10.5.80)
c c
n n
Boty= —— Eoiz  Bozy = — ——— Ego, (10.5.81)
ccost cCcosT
Bo1. = n sini Fo1y By, = m sinr Epay (10.5.82)
c c
n2 ’I’L2
Boze = — — RE Bosy = ——= E 10.5.83
032 - cos R Eogy 03y = o fp Lose ( )
Bys: = 2 sin R Eosy. (10.5.84)
c
Les conditions limites & satisfaire sont
1) la continuité de la composante normale de D:
€1 [Eo1z + Eo2s] = €2 Eos: (10.5.85)
2) la continuité des composantes tangentielles de E:
Eo1z + Eo2e = Eosa (10.5.86)
Eo1y + Eo2y = Eozy (10.5.87)
3) la continuité de la composante normale de B:
Bo1. + Bo2. = Bos. (10.5.88)

4) la continuité des composantes tangentielles de H qui, avec 7 = po s’exprime
comme la continuité des composantes tangentielles de B:

Boiz + Bo2e = Bosa (10.5.89)
Boy + Bozy = Bosy- (10.5.90)
Avec (10.5.81) et ¢ = r, (10.5.90) devient

N9 COS?
Eote — Boze = — FEo3z- (10.5.91)
ny1 cos R
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avec (10.5.86), on en tire

1 N9 COS 1%

E = — F 1+ — 10.5.92
01z = 5 Fo3a 1+ ny cos R ( )
1 N9 COS 1
Epo, = = E 1-— 10.5.
020 = 5 Eosa [ = (10.5.93)
(10.5.89) avec (10.5.80) donnent
ng cos R
Eo1y — Egoy = — E 10.5.94
o1y — Bozy = 2=~ Eosy (10.5.94)
qui, avec (10.5.87) donne
ng9 cos R
E = — 1+ — 10.5.
Oly = 5 =03y [T+ ni COS1? (10.5.95)
1 ng9 cos R
Epoy, = = 1—-— . 10.5.96
02y = 5 Eosy | o cosi ] ( )

Pour simplifier ’analyse de ces équations, nous considérerons séparément deux cas
particuliers de polarisations rectilignes de I'onde incidente. Le cas général s’obtient
en superposant ces résultats particuliers.

Polarisation incidente perpendiculaire au plan d’incidence

Eo1e = Eg12 =0 (10.5.97)
Dans ce cas
Eoez = Eo2: = Eosz = Eo3. = 0. (10.5.98)
et
Eop2y _m cosz: —ng cos R (10.5.99)
Epy  nq cosi+mng cos R
Eop3y 2nq cost
= 10.5.100
Epy  nq cosi+mng cos R ( )
Avec .
cos ¢ 79
= — = — 10.5.101
7T CosR’ b ny ( )
ceci se récrit comme
- Y=B\ £ o 27\ 7
E02 =(— E01 s E03 =(— E01 10.5.102
| Eoz| (%Lﬁ)l . [Eos] (7+B)| | ( )

La puissance, par unité d’aire, qui frappe la surface de séparation est S.1,. L’intensité
de I'onde incidente est

1 _ . c
I = —e1 &) |Eo1]? cosi, ¢ =— (10.5.103)
2 ny
tandis que les intensités réfléchie et transmise sont respectivement

1 _ 1 _
I, = € cy |Eo|? cosr, Ip= 5 € cy|Eos3)? cosR, ¢y = < (10.5.104)
n2
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Les coefficients de réflexion et de transmission sont donnés par

I — I 2
R="=(1"2 ﬁ)z r_Ir_7 (—L 2, (10.5.105)
i v+ B Ly v+p
R + T = 1. Noter que I'onde réfléchie pourrait s’annuler si
R
o s (10.5.106)
ng  COSt

mais, combinée a la loi de Snell, cette condition implique i) 1’égalité des angles d’in-
cidence et de réfraction et ii) I'identité des deux milieux.

Polarisation incidente paralléle au plan d’incidence

Eoy =0 (10.5.107)
Dans ce cas
Eg2, = Ep3y = 0. (10.5.108)
et
Egy, nq cos R —ng cost

- 10.5.109
Ey1p; nq cosR+ng cosi ( )

E 2 R
L e — (10.5.110)
Eoiz  nq cos R+ ng cost

- Epy

|Eo1| = \/E3, + E%, = | COS§| (10.5.111)
= Eop2

|Eo2| = \/ E3y, + Edy, = yﬁ\ (10.5.112)
- Eos3

|Eos| = \/ B3y, + E35, = |COS;| (10.5.113)

On trouve alors que

donc aussi
\l?og\ _m cos R — ny cosz: (105.114)
|Ep1| n1 cos R+ ng cosi
E 2 54
| Eos| _ 1 CO8t (10.5.115)
|Eoi|  m1 cos R+ ng cosi
Avec . R
q=-=Br 52 (10.5.116)
~ cos i n1
cecl se récrit sous la forme
_ a—B. - _ _
Eool = (2= |Eol, |Eos| = (——)|E 10.5.117
| Eoz| (a+ﬂ)|01| | Eos| (a+ﬁ)|01| ( )

Les coefficients de réflexion et de transmission pour des ondes polarisées parallelement
au plan d’incidence sont donnés par

Ir Oé_ﬁ

In 2
R:—:
(a—i-ﬁ

)27 T:f:aﬁ(a—i—ﬁ

i )2 (10.5.118)

On a bien aussi R+71 = 1.
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Commentaires

1) L’amplitude (|Epz|) de I'onde réfléchie s’annule dans ((10.5.114)) si

ny cos R —ng cosi=0= —ngy cosi+mnyV1—sin?R (10.5.119)
= —ng cost + m n3 — n? sin?i (10.5.120)
ng

soit pour un angle d’incidence ip tel que

n
tgip = —. (10.5.121)
ny
ip est l’angle de Brewster. Pour i = ig, méme si la polarisation de ’onde incidente
est superposition linéaire de polarisations I'une perpendiculaire, I’autre parallele au
plan d’incidence, ’onde réfléchie sera toujours polarisée perpendiculairement au plan
d’incidence. C’est une manieére de produire des ondes polarisées, par réflexion.
2) Pour R = 7, sin R = 1, soit pour un angle d’incidence iq tel que
, n
sinig = —=, (10.5.122)
n
Ionde réfractée se propage parallélement au plan z = 0; il n’y a pas de flux d’énergie
qui traverse la surface. On dit qu’il y a réflexion totale interne. Ceci n’est évidemment
possible que si ny > no.

10.6 Absorption

10.6.1 Ondes électromagnétiques dans un conducteur [3]

Dans le cas des conducteurs, on ne controle pas la circulation des charges libres;
en regle générale, leur courant est non nul. En fait, en vertu de la loi d’Ohm, la
densité de courant des charges libres est proportionnelle au champ électrique: avec o
comme parametre de conductivité,

Jr(@t) = o E(zt). (10.6.123)

V.E=-p;, VxE=-0,B (10.6.124)
V.B=0, VxB=euE+usk. (10.6.125)
L’équation de continuité pour les charges libres fournit

dips=—(V.oE)= —% Py (10.6.126)

On en tire que
pf(Z,t) = ps(2,0)e <" (10.6.127)

Toute densité de charge libre py(z,0) se dissipe en un temps caractéristique 7 = £,

d’autant plus court que le conducteur est "meilleur”. Pour un conducteur parfait,
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o — oo donc 7 — 0. Apres une période transitoire de quelques 7, la densité py — 0;
cette période transitoire ne nous intéresse pas ici, nous considérerons donc d’emblée
que py = 0. En prenant le rotationnel des deux membres de la loi de Faraday et de
la loi d’Ampere-Maxwell, on obtient des équations séparées pour F et B qui sont

OFE+puoco E=0 (10.6.128)
OB+ pocdB=0. (10.6.129)

Ces équations admettent encore des solutions ondes planes monochromatiques. Considérons,
par exemple, une onde plane de pulsation w qui se propage dans la direction 1,

E(zt) = Bz B(zt) = By eithz=wb), (10.6.130)

elle satisfait les équations ci-dessus & la condition que k soit un nombre complexe qui
vérifie
k? = pew? + i pow. (10.6.131)

Avec R 3 R
k=Rk+iSk =k +ix, (10.6.132)

on trouve

k :w@[1/1+(i)z+1]%, n:w\/%[,/u(%)? —1]2. (10.6.133)

La partie imaginaire de k est responsable d’une atténuation de l’onde, cad, d’une
décroissance exponentielle de I'amplitude quand z augmente

E(zt) = Ege =9t B(zt) = Bye " !lkz=wt), (10.6.134)

Lorsque Z n’est pas négligeable par rapport a 1, s # 0 et le milieu est dit absorbant.

La distance 1
d=— (10.6.135)

K
sur laquelle "amplitude est réduite d’un facteur e est la profondeur de peau. La partie
réelle de k définit la longueur d’onde, la vitesse de propagation et I'indice de réfraction
par les formules habituelles

A=—, =—=—, n=—. (10.6.136)

Comme précédemment, les équations de Maxwell imposent des relations entre E et
B: par exemple, si on oriente les axes de coordonnées de sorte que E soit polarisé
dans la direction 1., avec Ey = |Ey|e®",

E(zt) = |Ey| e eilkz=wt+om) T (10.6.137)

la loi de Faraday donne

B(zt) = = | Eo|e ™" eilkz—witon) (10.6.138)
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qui, avec

F=Ke® K=k =wifa/1+ ()
(409

[\

(10.6.139)

donne finalement K
B(z,t) = — [Bp| e eilkz—wttopto) (10.6.140)

Les champs électrique et magnétique sont transverses, ils sont orthogonaux l'un a
Pautre, mais ils sont déphasés de § (qui est la phase de l;:)

Noter que l'intensité de 'onde, proportionnelle au vecteur de Poynting, décroit
quand z augmente comme e~ 2+,

10.6.2 Réflexion a la surface d’un conducteur

Les conditions aux limites a la surface de séparation entre le milieu 1 (diélectrique,
€1,141) et le milieu 2 (conducteur, €g,p90 = 1 = p) sont cette fois

n.(e2Ey—e1 Ey) =05, nx (By—E)=0 (10.6.141)
n.(Bs—B1)=0, nx (By— By)=pky. (10.6.142)

ou 7 est le vecteur unité normal a la surface, pointant du milieu 1 vers le milieu 2.

Notons d’abord que pour des conducteurs ”ohmiques” (j; = o E, o fini) il ne
peut pas y avoir de courant libre en surface: en effet, k ¢ # 0 vient d'un jf singulier a
la surface ce qui nécessite un champ électrique oo a la surface. On posera donc k =0
dans les conditions limites ci-dessus.

Soit z = 0 le plan séparant les deux milieux. Considérons, pour des raisons de
simplicité, une onde plane monochromatique incidente, voyageant dans la direction
1, (incidence normale) et polarisée dans la direction 1,; elle est décrite par

Ei(z,t) = By F1#=90 1 Bi(zt) = % Eg; k2=t 1 (10.6.143)

Elle donne naissance a une onde réfléchie

E,(z,t) = Egp CF#=9D 1 B(2t) = —% Eg, e!Thizet) 1 (10.6.144)

et & une onde transmise

e L k o _
Ey(z,t) = By €750 T, By(z,t) = = By elk22=90 1, (10.6.145)
w

qui est atténuée en pénétrant dans le conducteur. Puisque la composante normale
(suivant 1) du champ électrique est nulle dans les deux milieux, il faut que oy = 0. La
continuité de la composante normale de 'induction est automatiquement satisfaite.
La continuité de la composante tangentielle du champ électrique impose

Eo; + Eor = Eot (10.6.146)

et la continuité de la composante tangentielle de I'induction impose

n
— (Eo; — Eor) = -, ot (10.6.147)
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En termes du nombre complexe

~ k
=2 (10.6.148)
nyw
on en tire R
E, —(1_B)E~ Eo = ( 2 VE (10.6.149)
Or 1+B 05 0t 1—|—B 07« -0

Pour un conducteur parfait, o — oo, ko — oo, donce B — 00, et
Ey. = — Ey;, Eo =0. (10.6.150)

Dans ce cas, 'onde est totalement réfléchie avec un déphasage de 7. Les excellents
conducteurs font de bons miroirs!

10.6.3 Pression de radiation [2]

Considérons une onde plane monochromatique polarisée linéairement, tombant,
avec une incidence normale, sur une plaque de matériau qui ’absorbe complétement
<7 <,

(corps noir). On choisit 'axe des ”x” comme direction de propagation, l'axe "y
comme direction de F, donc I'axe ”z” donne la direction de B.

ey

=1, Egelhe=wt) (10.6.151)
_ k 4
B — Ey¢'tkz=wt) (10.6.152)
w

1— - =
—1—VxFE=1,
w

Pour une telle onde, le tenseur des tensions de Maxwell

1 _ _
T = € |Ey B + ¢ B, By — 5 Oke(B” + d* B?)] (10.6.153)
= €[EyEp+d° By By] — Sppw (10.6.154)
prend la forme
—w 0 0
T=(0 00 (10.6.155)
0 00

Cette forme particuliere se comprend puisque 'impulsion de ce champ est dirigée
suivant I'axe Ox et est transportée dans la direction 1,. Rappelons que — T}, est la
x-eme composante de 'impulsion qui traverse I'unité d’aire orientée suivant 1, par
unité de temps

— T =w=p5™ ¢ (10.6.156)

Puisque les champs tombant sur la plaque sont absorbés, ils cedent a cette plaque
toute 'impulsion qu’ils transportent. Pendant un temps At, 'impulsion transférée a
la surface A de la plaque est donnée par

Apy =< pS™ > AcAt, (10.6.157)

de sorte que la pression de radiation (force moyenne par unité d’aire) est

1 Ap,
A At

P = =<ps" > c=<w >. (10.6.158)
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On peut expliquer qualitativement cette pression de la fagon suivante: le champ
électrique déplace les charges de la plaque dans la direction 1, et 'induction magnétique
exerce sur ces charges en mouvement une force ¢ x B orientée suivant 1. La force
nette sur toutes les charges de la surface produit la pression de radiation.

10.7 Dispersion

Dans beaucoup de matériaux, on constate que € et o ne sont pas des vraies
constantes, mais qu’elles dépendent de la pulsation w. Si la permittivité e était une
vraie constante, I'indice de réfraction n ~ /e, serait constant lui aussi, mais on sait,
par 'optique, que n est fonction de la longueur d’onde. Ce phénomene est appelé
dispersion. Par extension, tous les milieux dans lesquels la vitesse de la lumiere
dépend de la fréquence sont dits dispersifs. La dispersion possible de p est beaucoup
moins importante.

Rappelons que ce sont principalement les électrons qui sont responsables a la fois
de la polarisation et de la conduction.

Quand un électron est soumis & un champ électrique oscillant au cours du temps,
a la fréquence w, son mouvement est contré par divers facteurs:

1) Silélectron est lié, il existe une force de rappel intra-atomique (par ex. une force
de rappel harmonique) qui, déja en I'absence de champ extérieur, agit sur I’électron
avec une fréquence propre wy qui dépend de la structure de 'atome et une force de
friction liée au rayonnement émis par 1’électron qui décélere.

2) Si I'électron est libre, wy = 0; il y a toujours une force de freinage due au
rayonnement mais surtout aux collisions.

10.7.1 Un modéele simple pour ¢(w)

Le mouvement d’un électron sur lequel agit un champ électrique peut étre décrit
par ’équation
. . e =
() + Bi(t) + wiz(t) = — BE(t) (10.7.159)
m

qui est celle d’un oscillateur harmonique, forcé et amorti. Dans un milieu de faible
densité, nous pouvons négliger la différence entre le champ extérieur et le champ
local qui s’applique sur I"électron. Si le champ oscille & la fréquence w # wy comme
E(t) = Eye ™!, Iéquation (10.7.159) admet comme solution

= —iwt _

7(t) = o e £ Eyeivt (10.7.160)

wi — w? —ifw m

Dans un diélectrique ”pur”, tous les électrons sont liés et wq est toujours # 0. L’effet
du champ est de produire une polarisation, fonction du temps

P,(t) = Nez(t) (10.7.161)
ou N est ici le nombre d’électrons par unité de volume, donc

_ 1 Ne? _
= o) (10.7.162)

wg —w? —ifw m



En rappelant la définition de la susceptibilité électrique
P,=¢xE (10.7.163)

on voit que

() 1 Ne?
w) =
X wid —w? —ifw me

(10.7.164)

€w)=e[1+ x(w)]. (10.7.165)

La formule (10.7.164) peut étre affinée si on tient compte du fait que les différents
électrons peuvent étre soumis a des forces de rappel et de freinage différentes. On
trouve donc une permittivité complexe fonction de la fréquence. Ordinairement, pour
w # wy, la partie imaginaire est négligeable; elle joue cependant un role trés important
lorsque w est proche de I'une des fréquences caractéristiques du milieu. A la limite
w — 0, €(w) tend vers une constante réelle qui coincide avec la constante diélectrique
statique

2
(W) — e = €0 [1+ wéVTZ ! (10.7.166)
Dans un milieu dispersif, ’équation des ondes monochromatiques s’écrit
AE(Z,t) = —w? e(w) p E(Z,t) (10.7.167)
Elle admet encore des solutions de type ondes planes, par exemple,
E(z,t) = By eithz=wb) (10.7.168)
si le nombre d’ondes satisfait la relation
k=w.\/epm. (10.7.169)
Si € est complexe, il en est de méme de iﬂ, donc avec
k=k+ir (10.7.170)
la solution de I’équation
E(z,t) = Eyer# gihz—wt) (10.7.171)

représente une onde amortie. Noter qu’il n’est pas question ici de conductivité: k et
k sont définis par les parametres des oscillateurs amortis, cad, par les parametres
caractéristiques de la structure atomique du milieu. Puisque l'intensité de 'onde se
comporte comme e~ 2%%, la quantité

d=2xk (10.7.172)

est appelée coefficient d’absorption.
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10.7.2 Conductivité o(w)

Dans un trés bon conducteur (métal), 'effet du champ se manifeste surtout sur
les électrons libres (wg = 0) par Papparition d’un courant de conduction:

- d w Ne? _
jiw=Ne—Z(t) = ——— E. 10.7.173
J € dtx( ) w?2+ifw m ( )
Avec j,, = o(w) E, on obtient donc une conductivité complexe fonction de la fréquence
1 Neé?
o(w) = . (10.7.174)

B—iw m
Pour w — 0, o(w) tend vers une constante réelle qui est la conductivité statique du

modele de Drude )
1 N
o(w) — o5 = 3 me . (10.7.175)

10.7.3 Milieu diélectrique et conducteur

Dans le cas général (faibles conducteurs, semi-conducteurs, plasmas,...) la matiere
manifeste a la fois des propriétés diélectriques et conductrices. On peut les traiter
ensemble en définissant une permittivité généralisée é(w):

e (w) = %’) =14 X(w) =1+ x(w) +1 Uaf:)) (10.7.176)
W) = e(w) +1i Jg‘)"). (10.7.177)

Dans le modele grossier considéré, cela revient a supposer qu’il y a une fraction «
d’électrons liés et une fraction (1 — «) d’électrons libres de sorte que
N e? a (1—-a)

S = e i T et

). (10.7.178)

Pour w — 0, é(w) — oo car le deuxieme terme a un pole d’ordre un en w = 0. On iden-
tifie les constantes statiques comme les deux premiers coefficients du développement
de Taylor au voisinage de w = 0 de la fonction w é(w), c’est-a-dire,

o
wélw)=i—+wes+ ... (10.7.179)
€0
On peut aussi noter que pour w — 00, €.(w) se comporte asymptotiquement comme
Ne? 1 w?
er(w) — 1 — —=1--2 10.7.180
W) = 1= 2 ( )

qui ne contient plus ni wg, ni B caractéristiques de la structure atomique. Seules
apparaissent la masse et la charge de I’électron a travers la ”fréquence plasma” ou

fréquence de Langmuir
| N e2
= . 10.7.181
“p m€g ( )

A tres haute fréquence, il n’y a donc plus ni polarisation, ni conduction. On attribue
cet effet a l'inertie des électrons: & cause de leur masse finie, ils ne peuvent plus
répondre a des sollicitations de fréquence trop élevée et ont donc tendance a rester
en place.
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10.7.4 Causalité dans la relation entre D et F

La dépendance en w de la permittivité électrique a comme conséquence que la re-
lation entre D(Z,t) et E(Z,t) n’est plus locale en le temps. En effet, si les composantes
monochromatiques des deux champs sont liées par

D(iw) = é(w) E(z.w) (10.7.182)

la dépendance en le temps peut étre reconstruite par superposition de Fourier. A Z
constant, on a

_ 1 00 o
D(zt) = — dwe ™! D(z,w 10.7.183
@n=—=[" @) (10715
et 1 ~
D(Zw) = — dt’ e D(z.t' 10.7.184
@w) == [ (@) (10.7.154)

et les relations correspondantes entre E(Z,t) et F(Z,w). En injectant (10.7.182) dans
(10.7.184), on a

D(z,t) = \/% / T dw et éw) E(z.w). (10.7.185)

Le membre de droite est la transformée de Fourier d’un produit de fonctions: elle est
égale au produit de convolution des transformées de Fourier de chacun des facteurs.
En effet, ceci s’écrit aussi

_ 1 o0 . oo o
D(z,t) = 7 dwe ™ é(w) / dt' et E(z,t) (10.7.186)
1 [e’e] _ [ele] ) .,
= o dt' E(z,t") / dwe ™" e(w) ™ (10.7.187)
T J -0 —00
1>
= — dt' E(zt) et —t' 10.7.188
[ EBa-1) (10.7.155)
Y
= — dr E(z,t — 1) €é(r 10.7.189
= [ rB@i-nr) (10.7.159)

avec la notation

) = - we T e(w
&(r) = \/ﬂ/w d (). (10.7.190)

La relation (10.7.189) entre D et E est toujours linéaire, mais, dans la valeur de D, &
un instant, dépend des valeurs de E & tous les instants. La causalité exige que seules
les valeurs de E pour des temps ¢ < t contribuent & D en t. La fonction é(7) doit
donc étre nulle pour tous les 7 < 0; elle doit étre de la forme

é(r) =0O(r)€(r), (10.7.191)
o(r) = {(1) : Z 8 (10.7.192)

est la fonction de HEAVISIDE. Dans ces conditions, (10.7.189) devient

D(z,t) = \/LQTT /OOO dré(t) E(z,t — 7). (10.7.193)
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Chapitre 11

Guides d’ondes

Le guidage des ondes électromagnétiques est précieux dans la transmission des
signaux électriques. Selon le domaine des fréquences considéré, différents systemes de
transmission sont utilisés: 1) a basse fréquence (< 1M Hz), des fils conducteurs mas-
sifs, ii) & haute fréquence (< 1GHz), des cables coaxiaux, iii) en ondes millimétriques
et centimétriques (< 17'H z), des guides d’ondes creux a section rectangulaire. A plus
hautes fréquences encore, en infra-rouge et dans le visible (< 10 Hz), les industries
des télécommunications exploitent les propriétés des fibres optiques diélectriques.
L’étude de la propagation des ondes passe par la résolution des équations de Maxwell
en présence de surfaces métalliques conductrices.

11.1 Champs a la surface et a ’'intérieur d’un
conducteur: effet de peau.

Soit S, de normale extérieure n, la surface limitant un conducteur parfait placé
dans un milieu non conducteur. Comme dans le cas statique, le champ électrique
dans le conducteur est nul; les charges libres sont si mobiles qu’en réponse a une
modification des champs, elles se mettent en mouvement quasi instantanément et
produisent sur la surface la distribution de charges de densité o nécessaire pour
annuler le champ électrique a l'intérieur du conducteur parfait

n.D=oy (11.1.1)

De la méme facon, pour un champ magnétique variable, les charges de surface se
mettent en mouvement sous l'effet du champ magnétique tangentiel et produisent
une densité superficielle de courants £y

nx H=ky (11.1.2)

telle que le champ magnétique s’annule & I'intérieur du conducteur parfait. Les autres
conditions aux limites sont

il
[

]
]

(11.1.3)
(11.1.4)

X 3
o oo

0
0.

B,
n - E,



L’indice ¢ se réfere au conducteur. A 'extérieur, pres de la surface d’'un conducteur
parfait, seules les composantes normale de E et tangentielles de H sont # 0 et ces
champs s’annulent de fagon brutale dans le conducteur. Dans les bons conducteurs,
qui ne sont cependant pas parfaits, la situation est tres semblable, mais les champs
a lintérieur du conducteur, au lieu de s’annuler brutalement, décroissent de fagon
exponentielle dans une petite région de profondeur §, appelée profondeur de peau,
sous la surface. Pour de bons conducteurs et pour des fréquences modérées, § est de
Pordre de quelques millimetres. Les conditions aux limites (11.1.1) et (11.1.2) ne sont
donc valables qu’en dehors de la mince couche d’épaisseur § sous la surface.

Si on s’intéresse a ce qui se passe dans cette couche, une certaine prudence est
de mise. D’abord la loi d’Ohm, jf = o E,, indique que lorsque la conductivité o est
finie, il ne peut pas y avoir de courants en surface. La condition (11.1.2) doit donc
étre remplacée par

nx [H-H.=0. (11.1.5)

Les changements qui se manifestent dans le cas d’'un conducteur de conductivité
o finie, par rapport & un conducteur de conductivité infinie, seront analysés par
approximations successives. Supposons d’abord que tout juste au dessus de la surface
du conducteur il n’y ait qu'un champ électrique normal, £ | et un champ magnétique
tangentiel H |, comme pour un conducteur parfait. (11.1.5) implique alors que le
méme champ H)| existe dans le conducteur, de l'autre c6té de la surface.

n

o1

La suite de cette analyse sera simplifiée par I'introduction de quelques approxim-
ations:

a) on négligera le courant de déplacement a I'intérieur du conducteur et on sup-
posera que les champs dépendent de ¢ par e ™*: les équations de Maxwell qui les
relient prennent alors la forme

V x H,=c E, (11.1.6)

V x E. = iw p. H,. (11.1.7)

b) on négligera, dans les équations, les dérivées tangentielles des champs par
rapport a leurs dérivées normales (dont le comportement est le plus abrupt); en

désignant par £ la coordonnée normale entrant dans le conducteur, on peut remplacer
dans (11.1.6), (11.1.7)

V  par — = (11.1.8)
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A cette approximation, les équations (11.1.6), (11.1.7) deviennent

Q
=

—n X agc ~ o E, (11.1.9)
E _
— 7 X 8856 ~ jw pe He. (11.1.10)
fvee 9E.. OF
nx (—nx 35) = agc = iw pe (7 x H), (11.1.11)
elles se combinent en
n.H.~0 (11.1.12)
2 B 2% B
5—52 (7 x H.,) 5—; (7 x H,) ~ 0, (11.1.13)
ou
2
5= (11.1.14)
MW

est la profondeur de peau. Dans le conducteur, H. est donc parallele a la surface,
conformément aux conditions limites. La derniére équation admet comme solution

H, = Hye s s (11.1.15)

ou FI” est le champ tangentiel au dessus de la surface. Par (11.1.11), on obtient donc
une composante tangentielle du champ électrique dans le conducteur

_ 1—3 _ .
E. ~ ( 0_51) (leHl|)67§ Zg‘

e (11.1.16)

Les champs a I'intérieur du conducteur affichent donc les caractéristiques annoncées:
i) il décroissent de fagon exponentielle, ii) ils sont déphasés par rapport aux champs
a Dextérieur, iii) le champ magnétique y est beaucoup plus grand que le champ
électrique. Pour un bon conducteur, les champs & I'intérieur sont paralleles a la surface
et se propagent perpendiculairement & cette surface; leur grandeur ne dépend que de
H | Juste au dessus de la surface.

La condition limite (11.1.4) indique alors que tout juste au dessus de la surface, le
champ électrique doit avoir une petite composante tangentielle donnée par (11.1.16)
évalué en £ = 0: soit

E” = ( Z) (7_1 X FI”) (11.1.17)

o
A cette approximation, il existe aussi une petite composante normale de B tout juste
au dessus de la surface; elle se déduit du champ électrique (11.1.17) par la loi d’in-
duction de Faraday et e}le est du_méme ordre de grandeur que E”. Ces composantes
nouvelles s’ajoutent a E et a H) et sont responsables de 'existence d’un courant
d’énergie S a l'intérieur du conducteur.

Par la loi d’Ohm, il existe une densité de courant, sous la surface du conducteur

(1—4)

j=o0E.= (n x Hy)e 5170 (11.1.18)
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Ce courant est confiné dans la couche d’épaisseur §; il équivaut a une distribution
surfacique effective de courant

kepf = /0 d¢j =n x Hj. (11.1.19)

11.2 Guides d’ondes

Nous traiterons ici de la propagation des ondes électro-magnétiques dans des
cylindres creux a parois métalliques. Si le cylindre est limité, c’est une cavité, s’il est
infini, c’est un guide d’ondes. C’est a ce dernier cas que nous allons principalement
nous intéresser. Dans la discussion qui suit, nous supposerons que les parois sont
des conducteurs parfaits de conductivité infinie. Pour des raisons de simplicité, nous
admettrons aussi que le cylindre a la méme section en tous les points de son axe.

Si les champs dépendent du temps en e~ les équations de Maxwell, & 'intérieur
du cylindre, rempli d’un matériau uniforme, linéaire, non dissipatif de permittivité e
et de perméabilité y, prennent la forme

< <l
&
[

. 0 VxE=iwB (11.2.20)
: 0 VxB=—iwenE. (11.2.21)
On choisit de placer 'axe Oz des coordonnées sur I’axe du cylindre. Les équations de
Maxwell s’explicitent en

Op By +0yEy=—-0.E, , 0;B,+0,B,=—-0.D8,
Oy By —0yE, =wB, , 0,By—0,B; =—iweul,
OyE,-0.E,=iwB, , 0y,B,—0,B,=—iwen kL,
0.FE, — 0, E,=iwDB, , 0,B;—0,B,=—iwenk,.

Il peut étre utile de les récrire en termes des composantes longitudinales (suivant
laxe du guide) et transverses (orthogonales & I’axe) des champs: avec

E=FE+1,E,, B=B;+1,B,, V=V;+1,0, (11.2.26)

elles se combinent en

OE;

5, T (1, x B)) =V E,, 1,.(Vyx E;) =iwB, (11.2.27)
z
0B S
5 iepw (1, X Ey) = V¢ B, 1,. (Ve x By) = —iwep B, (11.2.28)
z
_ OE, - - OB,
Vi. By = — Vi. By = — 11.2.29
t- by 95 t- Dt Ep ( )

Ces équations se séparent en équations du second ordre

(A4 w?ep) E(xyy,z,t) =0 (11.2.30)
(A4 w?ep) B(xy,z,t) = 0. (11.2.31)
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On peut en rechercher des solutions qui décrivent des ondes progressives dans la
direction de I’axe du guide de la forme

E(x,y,2,t) = E(z,y) e** @t (11.2.32)
B(x,y,2,t) = B(z,y) et (11.2.33)

ou k est le nombre d’ondes qui peut, a priori, étre réel ou complexe. Pour des solutions
du type (11.2.32),(11.2.33), les équations du second ordre se transforment en

ot A® désigne le laplacien sur une section z =constante, A®) est aussi appelé
”laplacien transverse”,

d? d?
@2 ;7
N R (11.2.36)

En injectant (11.2.32), (11.2.33) dans les équations de Maxwell, et en utilisant
9, ek* = ik ¢’k (11.2.37)
on explicite le systeme d’équations en

Oy Ey +0yEy = —ikE, , 0,By+ 0yB, = —ikB, ( )
OB, — 0,Ey = iwB. | 0,B, — 0,By = —iwen k. (11.2.39)
OyE, —ikE, = iwB, , 0yB.— kB, = —iwenk, ( )
ikEy, — 0, E, =iwB, , ikBy — 0,B. = —iweuk,. ( )

(11.2.40) et (11.2.41) sont équivalentes &
i(k* —w?ep)E, =k0, B, +wd, B, ( )
i(k* —w?ep)Ey =k, E, — w0, B, (11.2.43)
( ) ( )
i(k* —w?ep) By =k, B, +wepd, E, ( )
Ces équations indiquent que, pour

k* # w?ep, (11.2.46)
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ce que nous admettrons pour le moment, les composantes transverses des champs
électrique et magnétique se déduisent des deux fonctions E,(z,y) et B, (z,y), solutions

de

(AP 42 ep — k) E.(zy) =0 (11.2.47)
(A?) 4w ep — k) Bo(x,y) =0 (11.2.48)

et satisfaisant des conditions aux limites appropriées.

11.2.1 Conditions limites pour F, et B,

Dans un conducteur parfait, et pour des champs qui dépendent du temps, E(D)
et B(H) s’annulent dans le conducteur. La présence de charges et de courants a
I'interface autorise I’existence, au bord, d’une composante normale de D et d’une
composante tangentielle de H. Les composantes tangentielles de E et la composante
normale de B doivent étre continues au passage de la surface, donc

nxE=0 #@.B=0. (11.2.49)

Pour F,, qui est I'une des composantes tangentielles du champ électrique, la condition
limite est donc simplement

E. ., =0 (11.2.50)

ZIS’
Tandis que, en vertu des équations (11.2.40) et (11.2.41), on doit imposer a B, la
condition limite suivante

Oy By, = 0. (11.2.51)

z|s
En effet, en tout point de la surface, i = ny 1, 4+ ny 1,, on tire donc des équations
(11.2.40) et (11.2.41)

ik (ng By + ny By) + iepw (ng By — ny E;) = (10, + ny0y) B (11.2.52)

ou
ikn.B +iecuw (i x E), = 0, B, (11.2.53)

Sur la surface, avec (11.2.49), ceci se réduit bien a 0 = 9, B,|s.

11.2.2 Valeurs propres du Laplacien transverse

Les équations (11.2.47) et (11.2.48), complétées par les conditions aux limites
(11.2.50) et (11.2.51) fournissent E,(z,y) et B,(z,y) comme fonctions propres du
laplacien transverse, de valeurs propres

=k —wlep (11.2.54)

Sur l'espace des fonctions qui satisfont les conditions limites (11.2.50), (11.2.51)
l'opérateur linéaire A est auto-adjoint; ses valeurs propres sont réelles, < 0 et
discrétes [ nous les noterons —y%, olt A est un multi-indice discret] et ses fonctions
propres forment un systéme complet orthonormalisable de fonctions sur la section du
cylindre. Pour la valeur propre — 'yi, le nombre d’ondes est fixé par (11.2.54) et vaut

k2 = w?ep — 3. (11.2.55)
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Si on définit la fréquence de coupure comme la fréquence a laquelle k) s’annule

wy = 2 (11.2.56)

NG

(11.2.55) se récrit comme
k3 = ep (w? — w?) (11.2.57)
ky est réel pour w > wy et imaginaire pur pour w < wy; dans ce dernier cas, k) = ik)
~RA%Z: il est alors purement amorti.
Seules les fréquences w > w) peuvent se propager dans un guide d’ondes donné:
le guide joue donc le role d’un filtre passe haut. Noter que lorsque k) est réel, il est
toujours inférieur a la valeur qu’il aurait dans I'espace infini (k) < w /ep = 9); la

et le champ se comporte comme e

longueur d’onde dans le guide, A\ = i—’; > 27;6/, est donc toujours plus grande que la

longueur d’onde correspondante dans I’espace infini.

11.2.3 Ondes TEM

L’onde transverse électrique et magnétique est une solution particuliere du
systéme (11.2.38) & (11.2.41) qui se caractérise par les propriétés

E. =B, =0. (11.2.58)
Pour de telles solutions, les équations (11.2.38) & (11.2.41) se simplifient en
0pEy+0,E, =0 , 0y,By+0,B, =0 (11.2.59)
OpE, — 0,Ey =0 , 0,B, —0,By, =0 (11.2.60)
-tk Ey =iwB, , ikBy =iwepuk, (11.2.61)
ikE, = 1wB, , ikB, = —iweuk,, (11.2.62)

Les 4 dernieres équations sont des équations linéaires et homogenes pour les com-
posantes transverses des champs

(D) (5 DE)- e

Elles n’admettent de solutions non triviales qu’a la condition que
k* = epw? (11.2.64)
comme dans un milieu infini. On en tire aussi B en fonction de E:
BTEM — /e (1, x ETEM), (11.2.65)

Cette relation est aussi la méme que celle que satisfont les ondes planes dans un milieu
illimité. Enfin les équations pour les composantes transverses du champ ETFM gont
équivalentes aux équations de I’électrostatique, sans sources, a deux dimensions

VP E=0 VPxE=0. (11.2.66)

Noter que ces solutions TEM sont triviales si la section est simplement connexe.
En effet, en introduisant le potentiel électrostatique par £ = — V¢, celui-ci doit étre
solution de I’équation de Laplace a deux dimensions, sur une section du cylindre et il
doit étre constant sur le bord qui est une équipotentielle: il est donc constant partout.
Il en résulte que ETFM = (0 = BTEM j Vintérieur du cylindre. Pour permettre
I'existence et la propagation d’ondes TEM, il faut donc au moins un cable coaxial.
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11.2.4 Propagation d’ondes TE, TM dans un Guide

Les autres solutions particulieres que nous considérerons ici se répartissent en
deux catégories:
1) les ondes transverses électriques (TE) pour lesquelles

0B
E, =0 partout et 3 “|s = 0. (11.2.67)
n

2) les ondes transverses magnétiques (TM) telles que

B, =0 npartout et FE,|s=0, (11.2.68)

Ondes TE

Pour les solutions de type T'E, avec E, = 0 partout et 9,B,|s = 0, toutes les
composantes transverses du champ électrique et du champ magnétique se déduisent
de B, solution de I’équation

avec la condition limite par

ik
By= 15— P 0, B, (11.2.70)
ik
By=—15——— Fon 9y B, (11.2.71)
w
W

pour k = k). Le champ électrique transverse est orthogonal au champ magnétique

transverse et i "
_ _ _ 7
Bt:—(lszt):—

Remarque: pour k? = w? ey, il faut retourner aux équations (11.2.42) & (11.2.45),
dont les solutions T'E deviennent des solutions T'EM car

Oy B, = 0= 0, B, — B, = constante. (11.2.75)

Ondes TM

Pour les solutions de type T'M, avec B, = 0 partout et £, = 0, toutes les
composantes transverses du champ électrique et du champ magnétique se déduisent
de E, solution de

[A®) 4+ wPep — k2B (x,y) =0 (11.2.76)
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avec la condition limite par

TWEL
TWeEL

By =—-—5—5—0,F 11.2.78
Y k2 —w26,u -z ( )

ik
E,=——5—5—0,F 11.2.79
T ]C2 —w2E'LL Tz ( )

ik
E,=-—"_ 9,E, (11.2.80)

pour k = k). Le champ électrique transverse est orthogonal au champ magnétique
transverse et

_ ik _
E=-—— _V,E 11.2.81
t k2 — w2en t 2 ( )
et we
B, = Tﬂ (1. x Ey). (11.2.82)

Remarque: pour k? = w? ey, il faut remonter aux équations (11.2.42) & (11.2.45),
dont les solutions T'M deviennent des solutions T EM car

0, E.=0=08,E, — E, =0. (11.2.83)

Conclusion: pour une fréquence w donnée, seuls certains modes T E,T M) peuvent
se propager. En pratique, on peut choisir les dimensions de la section pour qu’a la
fréquence w a laquelle on opere, un seul mode puisse se propager dans le guide d’ondes.

11.3 Exemple: GO de section rectangulaire

Pour un guide d’ondes de section rectangulaire limité par x = 0,x = a,y = 0,y = b,
les solutions T'E de I'équation (11.2.69) qui satisfont la condition limite 9, B,|s = 0
se calculent par la méthode de séparation des variables et sont données par
nwT mm
B, (x,y) = Bpm cos —— cos ; y,
a

On peut choisir 'amplitude B,,,, réelle. Les valeurs propres sont

n,m=0,1,2,3,... (11.3.84)

n?  m?

2 2
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La fréquence de coupure du mode (n,m) est donnée par

T n?2  m?2
- aVet (11.3.86)

an

et

1
Enm = 5 Vw? —wi,, (11.3.87)

c
est la relation de dispersion pour le mode T E,,,.

Pour n = m = 0, on retrouve une solution de type TEM: B, (z,y) se réduit a une
constante; il en résulte que

E,=E,=B,=B,=0. (11.3.88)

Cet exemple confirme qu’il n’y a pas d’onde TEM dans un guide d’ondes de section
simplement connexe.

Le mode TE,,, principal (pour a < b), cad, celui dont la fréquence de coupure
est la plus petite, est le mode T Ey; pour lequel le champ complexe B, vaut

B, (z,y,z,t) = By cos %ei(kmz_w) (11.3.89)
On en déduit
w 0 Y ko 2wt
Ey(z,y,2,t) P Boy sin == gt (korz—wt) (11.3.90)
Ey(xy,z,t) =0 (11.3.91)
E.(z,y,2t) =0 (11.3.92)
By (zy,z,t) =0 (11.3.93)
” '
By(z,y,z,t) = S U By sin TY githonz—wt) (11.3.94)

La présence du facteur ”i” dans (11.3.90) et dans (11.3.94) indique qu’il y a un
déphasage spatial (ou temporel) de 90 degrés entre B, et E, (et By) dans la direction
de propagation. Le champ électrique, par exemple, peut se voir comme superposition
de deux ondes planes de I'espace illimité

E(z,y,zt) = % {e! G ythoz—wt) _ oi(=§ythoz—wr ] (11.3.95)

de vecteurs d’ondes respectifs

_ T — _
ky = 7 1y + ko1 1, (11.3.96)
_ T — _
k. =— 3 1y + ko1 1.. (11.3.97)
Ces vecteurs ont la méme norme; ils forment avec 'axe du cylindre des angles opposés
04 et 6_ = —60 dont la tangente est égale a
T 1 wo1
tanfy = —— = —— 11.3.98
T bk ko ( )
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Les deux ondes correspondent a des ondes incidente et réfléchie sur les parois y = 0
et y = b. Pour 6 ~ 0, elles se propagent pratiquement suivant I’axe Oz; pour 6 ~ 7,
elles se propagent transversalement et dans ce cas limite, il n’y a plus de propagation

selon ’axe du guide.

Les champs physiques réels sont donnés par

B, (x,y,z,t) = By cos %y cos(kprz — wt) (11.3.99)
B, (z,y,2,t) =0 (11.3.100)
By(z,y,2,t) =/1— c:_%; wiolBOl sin %y sin(ko1z — wt) (11.3.101)
E.(xy,zt) = :—ocl/ By sin%y sin(ko1z — wt) (11.3.102)
Ey(z,y,2,t) =0 (11.3.103)
E.(z,y,zt) =0 (11.3.104)

La fréquence de coupure du mode principal est

/

wo1 = %, (11.3.105)
il lui correspond dans I’espace infini la longueur d’onde
2 /
A= — 9, (11.3.106)
wo1
11.3.1 Propagation de I’énergie
Le vecteur de Poynting est donné par
_ 1 - _
S(z,y,z,t) = — E x B, (11.3.107)
7
en moyenne sur une période, il vaut
_ 1 (T _ d 5 w? wd L o Ty -
<8 >= ?/(; dt < S(m,y,z,t) >= ﬂ BOI w—gl 1-— F S1n 7 12. (113108)

Le courant moyen d’énergie est donc dans la direction de propagation, comme pour
une onde plane. L’énergie moyenne qui traverse une section du guide, par unité de
temps, est égale a

a b / 2 2

__ ab c w )
7?:/ dx/ dy <S.1,>=—_—B2 —1/1--"%4. 11.3.109
0 0 z 2 2u Olwgl w ( )

La densité moyenne d’énergie du mode T Ejy; est égale a

| T
<w>= —/ dtw (11.3.110)
T Jo

= /T dtl(E2+ 132) (11.3.111)
= = —(€ - . 0.
T 0 2 1%
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L’énergie moyenne du champ par unité de longueur dans le guide est donnée par

a b 2 2
bB
U:/ dx/ dy <w>=2"02 (11.3.112)
0 0 A wiy

P w?
i A1 - % =y, (11.3.113)

fournit la vitesse moyenne de propagation de I’énergie dans le guide d’ondes, elle
coincide avec la vitesse de groupe

Le rapport

dw
= — 11.3.114
Vg dkOl ( 3 )

w=\/kZ ?+w (11.3.115)

vy est toujours inférieure & la vitesse ¢ de la lumiere et v, — 0 lorsque w — wpr. La
vitesse de phase

pour w donné par (11.3.87):

w 1
V= — =0 ——— (11.3.116)
ko1 1 @b
w2
est supérieure a la vitesse de la lumiere; le produit de la vitesse de phase par la vitesse
de groupe est constant, il vaut

2

vovg =" (11.3.117)

11.4 Cavité résonante

Si on ferme le guide par deux surfaces planes perpendiculaires a ’axe du cylindre,
on obtient une cavité. Nous supposerons comme précédemment que toutes les parois
du guide sont de conductivité infinie et que la cavité est remplie d’'un diélectrique
sans pertes, de parameétres € et u. La réflexion des ondes sur les extrémités placées
en z = 0 et z = d impose aux champs une dépendance en la variable z qui est celle
des ondes stationnaires, cad, de la forme

A sinkz + B coskz. (11.4.118)

Les conditions aux limites en z = 0 et en z = d ne peuvent étre satisfaites sur chacune
de ces surfaces que si

[\)

—p Tﬂ p=01.23,.. (11.4.119)

Ainsi,

- pour une onde TM, demander que les composantes tangentielles du champ
électrique s’annulent en z = 0 et en 2z = d revient a imposer que F, et I, s’annulent
sur ces plans, soit encore, puisque V.E = 0, que 0, E, s’annule en z = 0 et z = d.
On doit donc avoir

E.(z,y,2) = ¥(zy) cos %, p=0,12,.. (11.4.120)
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- pour une onde TE, il faut que la composante normale du champ magnétique
s’annule en z = 0 et en z = d, donc B, doit s’annuler en z = 0 et z = d et doit donc

étre de la forme -
B.(z,y.2) = ¥(zy) sin pT, p=123,. (11.4.121)

Les équations de Maxwell (11.2.27) a (11.2.29) fournissent les champs transverses:
avec k = P, ceux-ci sont donnés par

- dans le cas TM

_ —tepw - = —i€pw oz - —
B =z —ozan 12 E) = Z5—5——~ cos— (L 11.4.122
P B2 — wlep) (1, x V4 E) 07— oZen) cos — (1. x Vi) | )
F ¢ 9B pm . PTZ =
By = (s = — 11.4.123
t WEM( X B ) A2 — Pep) sin 7 Vi) ( )
-dans le cas TE
I w ) - W . pmz - —
Et = m 1z X vt Bz = m SIHT (1Z X Vt 'IIZ)) (114124)
A LA (11.4.125)
t — w z f‘)z - d(kQ—WQG,U) d t 4.

Dans chacun des cas TM ou TE, la fonction ¢ (x,y) s’obtient en résolvant I’équation
aux valeurs propres du laplacien transverse avec des conditions aux limites appro-
priées sur la surface latérale du cylindre. On ne trouve de solutions de

(A - (%)2 +wlep ) b(ayy) =0 (11.4.126)

que pour des valeurs propres discretes
e (]E)2 — W2ep (11.4.127)

Pour chaque valeur de p, la valeur propre — 7?\ définit une fréquence propre wy, par

1 pT
2 2 2
wy, = — + (= 11.4.128
b= g+ (11.4.125)
et permet de calculer les champs de ce mode résonant.
Pour une section rectangulaire, par exemple, on a trouvé comme valeurs propres

les ) )
9 o.M m
Vo =T [; + ?] (11.4.129)
les fréquences propres sont donc égales a
2 2 2 2
s T M m P
Wymp = a [F b_2 + ﬁ] (11.4.130)
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Chapitre 12

Relativité Restreinte

12.1 Principe de relativité

Jusqu’a présent, nous avons écrit les équations de Maxwell et analysé leurs consé-
quences en repérant les champs et les sources dans ’espace et le temps par rapport a
un systéme de coordonnées, soit (z,y,z) ou (z!,22,23), et par rapport & une horloge &
laquelle est associé le parametre d’évolution ¢t. Un triedre d’espace et une horloge ca-
ractérisent un observateur O. La question que nous allons aborder ici est de comparer
les descriptions des lois fondamentales de la mécanique et de 1’électromagnétisme
faites par différents observateurs: ceux-ci décrivent les mémes phénomenes physiques,
mais dans différents systemes de coordonnées et de temps (c’est le point de vue pas-
sif). Si O repere un événement par (z,y,z,t), O’ repérera le méme événement par

(' 2 ).

On dit que des équations satisfont un principe de relativité, si elles sont invari-
antes de forme ou covariantes pour un GROUPE de changements de coordonnées des
événements. La condition nécessaire et suffisante pour que des équations soient covari-
antes est qu’elles s’expriment comme des égalités entre des tenseurs de méme nature.
En effet, i) deux grandeurs de méme nature tensorielle égales dans un référentiel sont
égales dans tous les référentiels et ii) pour que deux grandeurs puissent étre égales
dans tous les référentiels, il faut qu’elles soient de méme nature tensorielle.

12.1.1 Relativité euclidienne

Le groupe des changements de coordonnées est le groupe euclidien E(3) des trans-
lations, rotations et renversement du triedre d’espace ou ET(3) des translations et
rotations. Les changements de coordonnées sont

b =>" 0" 2" +a" (12.1.1)
J4
t=t (12.1.2)
Les a” sont les parameétres de la translation, les OF ¢ sont les éléments d’'une matrice

réelle (3 x 3) orthogonale
00" =1 (12.1.3)
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Une matrice O de déterminant égal a +1 définit une rotation, une matrice O de
déterminant égal a —1 peut toujours s’écrire comme le produit d’une matrice de

rotation par la matrice P = —I qui décrit le renversement du triedre (z* = —x/k).
Les équations de la mécanique newtonienne du point matériel
>z
m—=F 12.1.4
2 ( )

ou m est une constante, ’accélération et la force sont des vecteurs, sont bien invari-
antes de forme pour les changements de coordonnées du groupe euclidien.
Il en va de méme pour les équations de Maxwell oli p,¢ sont des champs scalaires

p(z(z"),t) = p' (2 1), (12.1.5)
7,A,E,D sont des champs de vecteurs ( ou vecteurs polaires)
Ak ) =Y OF AN ) (12.1.6)
L
AF(—zt) = — A (z 1) (12.1.7)
et B,H sont des champs de pseudovecteurs (ou vecteurs axiaux)
B z(z)t) =Y O% B t) (12.1.8)
¢
BF(—zt) = B*(z,1). (12.1.9)

O ci-dessus désigne une matrice de rotation.

En physique des particules, les lois des interactions électromagnétiques et fortes
sont invariantes de forme pour E(3); les lois des interactions faibles sont invariantes
de forme pour E*(3) seulement.

12.1.2 Relativité Galiléenne

Aux groupes précédents s’ajoutent les translations de temps

=2k =1+, (12.1.10)
le renversement du temps
=z =t (12.1.11)
et surtout le groupe de Galilée
Ly (12.1.12)
t="t, (12.1.13)

qui exprime que le triedre (O',2',y/,2") est en mouvement rectiligne uniforme a la
vitesse ¥ par rapport au triedre (O,x,y,z).

Les lois de la mécanique Newtonienne sont invariantes de forme pour ce groupe
(qui s’introduit d’ailleurs par la!). Par exemple

A2k d?
az - a2

, 21’k
m (*+oFt) = 7

=m— (12.1.14)

et FF = F'F,
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12.1.3 Groupe simple de Galilée
Composition galiléenne des vitesses

Si 0 = v 1, le changement de coordonnées (12.1.12) se simplifie en
b=+ ot!, z? = xlz, 2 = x,3, t=1t (12.1.15)
2t =gl — vt, 2?2 = z2, 23 = 2, t =t (12.1.16)

. . ’ N N . /
Si un mobile se déplace parallelement & I'axe Ox’, avec la vitesse w’ = % par rapport
a O, sa vitesse w = ‘fl—? par rapport a O est donnée par

_de _d
U T

En particulier, si le mobile est un signal lumineux, sa vitesse ¢ par rapport a O et ¢
par rapport a O’ sont liées par

(@ +vt)=w +v. (12.1.17)

c=c +w. (12.1.18)

Les données expérimentales de la fin du XIXeéme et du début du XXeme siecle et
notamment les expériences de Michelson et Morley (1887), n’étaient pas en accord
avec (12.1.18); au contraire, elles soutenaient ’hypothese que

c=c. (12.1.19)

Notons aussi que les équations de Maxwell ne sont pas conformes au principe de
relativité galiléenne. Ceci se voit déja sur '’équation des ondes dans le vide

1 0%y
O = ——— — A = 12.1.2
v c2 o2 v=0 ( 0)
Par la transformation (12.1.12), elle devient, avec

(xy,2,t) = Y@’ +ot'y 2 ) =4 (@2 ) (12.1.21)
Opth) = Opr) O’ = Oprt)/ (12.1.22)
0%y = 0% (12.1.23)
8,5’[/1 = 8m/¢, th' + 815/’[/1/ Btt' = (—v@x/ + Bt/) Ibl (12124)
O3 = (—vdy + 0y)? Y’ (12.1.25)
2 = 0 (12.1.26)
%) = 0%, (12.1.27)
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I’équation
2
6—2(—1)835/ +0p) Y — ANy =0, (12.1.28)
ou 2 32 / 82 !
ve O Y v P
O'Y 4+ =5 — 2— =0. 12.1.29
v c2 Ox'? c2 0z' ot ( )
Clairement, cette équation n’a plus la forme de I’équation des ondes; elle ne décrit
plus un phénomene isotrope puisque la coordonnée z’ joue un role privilégié.

12.1.4 Etat de la question avant Einstein

Les équations de la mécanique newtonienne sont conformes au principe de re-
lativité galiléenne. Les équations de Maxwell ne le sont pas; elles possedent comme
groupe d’invariance, le groupe de Lorentz (découvert par Poincaré et Lorentz). Au
début du XXeme siecle [1], Palternative suivante se présentait: i) soit la mécanique
classique est correcte et la relativité galiléenne est la bonne; dans ce cas, les lois
de I’électromagnétisme formulées par Maxwell ne sont valables que pour des obser-
vateurs privilégiés (par exemple, celui qui est au repos par rapport a "I’éther”), ii)
soit les équations de Maxwell sont valables pour tous les observateurs inertiels mais
la relativité n’est plus galiléenne. Si ’on tient & un principe de relativité unique val-
able a la fois pour I'électromagnétisme et pour la mécanique classique, ce sont les
équations de Newton qui perdent leur statut fondamental.

Les expériences de Fizeau, plus tard celles de Michelson et Morley et les observa-
tions des trajectoires d’électrons dans un champ électrique conjuguées aux succes des
travaux de Hertz ont amené Einstein a trancher en faveur de la deuxieme hypothese
et & développer sa relativité (ou relativité d’Einstein ou relativité restreinte); elle se
base sur deux postulats simples:

1) Toutes les lois de la physique (pas seulement celles de la mécanique et de
Iélectromagnétisme) doivent étre formulées de la méme maniere par tous les obser-
vateurs inertiels.

2) La vitesse de la lumiere dans le vide est finie et a la méme valeur ¢ pour tous
les observateurs inertiels.

12.2 Relativité Restreinte

Si la vitesse de la lumiere dans le vide est la méme pour tous les observateurs
inertiels, ceux-ci disposent d’une unité naturelle de vitesse, c.

Pour repérer les points de ’espace euclidien, ces observateurs utilisent chacun
un triedre trirectangle dextrogyre dont nous supposerons, pour simplifier 'analyse,
que leur sommet coincide a l'instant initial, le méme pour tous (les changements
de coordonnées seront donc homogenes). Nous admettrons aussi qu’ils utilisent des
triedres paralleles et qu’ils gardent la méme orientation des axes d’espace et la méme
orientation du temps.

12.2.1 Groupe de la relativité restreinte

Dans un premier temps, nous ne retiendrons que les mouvements suivant 1’axe
Ox de 'observateur O.
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Un signal lumineux parti de lorigine = 2/ = 0 & Uinstant initial ¢ = ¢ = 0
arrive, pour O, a l'instant ¢, en un point x donné par

soit T_=ct—x=0, soit Ty=ct+x=0. (12.2.30)

Pour 'observateur O’ qui se meut par rapport a O avec la vitesse v, les coordonnées
(2',t') de cet événement sont de méme lides par

soit T =ct' —2' =0, soit T =c' +2'=0 (12.2.31)

puisque la vitesse du signal est également ¢ pour O’. Les relations linéaires et ho-
mogenes entre les coordonnées (ct,x) et (ct’,z’) d’'un méme événement doivent étre
telles que (12.2.30) implique (12.2.31) et inversément; d’ou

T_=k_(v)7_ et T =ki(v)T} (12.2.32)

avec
k_(v) >0 et ky(v)>0. (12.2.33)

Pour un troisitme observateur O” qui se meut suivant axe Oz’ & la vitesse v’ par
rapport a O,

T_=k_(v)7_ et Ty =ky(v)T}y (12.2.34)
L=k (V)17 et 7L =k ()74 (12.2.35)
T =k_(0Vk_()7T"_ et Ty =ki(v)ki(V)T"4. (12.2.36)

Ces formules, avec, pour v = 0,
k_(0)=1 et ky(0)=1 (12.2.37)
et, pour v/ = —w,
bo(—0) = )] ke (—0) = [k ()], (12.2.38)

définissent un groupe de transformations dépendant de k_ et ky et dont la loi de
composition est

K _(v) =k_(0)k_(v"), Ki(vw')=ky(v)ky(). (12.2.39)

Noter que ky et k_ sont liés a 3 = 7 par la relation

_ kg (v) —k_(v)
b= T (12.2.40)

En effet, I'origine 2’ = 0 des coordonnées de O se meut par rapport & O a la vitesse
v donc
=0 < x=vt ou x=/T, (12.2.41)

avec 7 = ct. Pour ce point,

_=7(1-8)=k_(v)7_ =k_(v)
T4 = 7’(1 +ﬂ) = kJr(v) TJ/r - kJr(v)

(12.2.42)
(12.2.43)

/
T

/
T
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donc, en prenant le quotient %,

kv (v) (1= B) = k_(v) (1 + 8) (12.2.44)

et la relation annoncée. Remarquons que (12.2.40) implique

k2 + k2 — 2k k_
2 + - +

= < 1. 12.2.45
b ki 4+ K2+ 2k ke ( )
Les transformations ci-dessus définissent un groupe pour lequel les vitesses relatives
des observateurs sont toutes inférieures a ¢ en valeur absolue.

Si 'on pose

ky(v) = a(v) (1 £ 0), (12.2.46)

avec a(v) > 0 et |B] < 1, les transformations (12.2.32) prennent la forme

— / /
T =al)(r+ b (12.2.47)
z = a(v) (B + )
La loi de composition des transformations (12.2.47) et de
/ _ / ) /.0
T =)+ (12.2.48)
I'I — (X(’UI) (ﬁ/T” + 1_77)
s’exprime a présent comme
7 =alvx) (77 + Bluvxv)z”) (12.2.49)
x =alvxv)(Bvxv )7 +27)
avec
a(vxv) = a)al)(1+ 33 (12.2.50)
+ 4
var)= B0 12.2.51
avecﬂz%etﬂ':%’.
12.2.2 Loi de composition des vitesses
De (12.2.47), on déduit immédiatement que les vitesses & = g—f t w?/ = Z—f sont
liées par
/
w=210 (12.2.52)
1+ %3

au lieu de la loi galiléenne qui reste cependant valable lorsque UC—Q‘Q’/ <<< 1. Noter que
pour w' = ¢, (12.2.52) implique bien w = c.
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12.2.3 Expérience de FIZEAU

Soit O 'observateur pour lequel la masse d’eau reste immobile et soit w’' =
= la vitesse de la lumiere dans I'eau ( n est I'indice de réfraction de I’eau). Pour
I'observateur O qui voit ’eau s’écouler & la vitesse v, la vitesse de la lumiere vaut

=+ 1 1 2

we T ZC[EJFE(l_EHO(z_?)]' (12.2.53)

Cette formule trouvée par Fresnel est conforme a I’expérience de Fizeau. L’invariance
de la vitesse de la lumiere rend donc compte tres simplement de cette expérience.

12.2.4 Groupe simple de LORENTZ

Il reste & exprimer «(v) en fonction de v. Pour v = 0, a(0) = 1. Pour v = —v ou
B = —p3, (12.2.50) se réduit a
1 =a)a(-v) (1 - F?). (12.2.54)
L’isotropie de I'espace ajoute la condition
a(—v) = a(v). (12.2.55)
On en tire donc
1
av) = — (12.2.56)

m:77

et le groupe simple de Lorentz qui s’écrit

_ / /
T =) (12.2.57)
x =~ (BT +a).
Notons aussi la transformation inverse
/ — —
T (7 — fa) (12.2.58)
¥ =~(-p1+2x).
Ces transformations laissent invariante la grandeur
s=r?—a?=72_1z%=5"2 (12.2.59)

12.2.5 Dilatation des temps

Soit A7 lintervalle de temps, mesuré par O, entre deuxr événements situés au
méme point de [’espace, donc pour lesquels Ax = 0. Cet intervalle de temps mesuré
par O’ est donné, par

AT =~ AT > AT (12.2.60)

Noter que pour O, les deux événements sont situés en des points différents de ’espace:
par (12.2.58)
Az’ = —fByArT. (12.2.61)

Pour l'observateur O, il s’agit d’un intervalle de temps propre; pour O’ et tous les
autres observateurs, l'intervalle de temps mesuré est impropre et plus grand que
Iintervalle de temps propre. Ce phénomene de dilatation des temps est bien vérifié
expérimentalement sur la vie moyenne des particules instables.
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12.2.6 Contraction des longueurs

Soit Az’ = 2} — x, = L' la distance mesurée par O’ entre deux points fixes par
rapport a O’. Si I'observateur O convient de mesurer la distance L entre ces deux
points au méme instant ¢, donc pour A7 = 0, alors, par (12.2.58),

1 1
Ar'=yAz — L=Ar=-Ad'==-L"<L. (12.2.62)
¥ v

Pour O, il y a donc contraction des longueurs.

12.3 Espace-temps de MINKOWSKI a 1+1 dimensions

Les nombres (7 = ct,z) définissent un point P du plan R? rapporté a un systéme
de coordonnées rectilignes orthogonales. Ce plan est structuré en espace-temps de
Minkowski (& 141 dimensions) lorsqu’il est muni d’une distance minkowskienne.

La distance minkowskienne d(P;,P,) entre les points Py, (11,71), et Pa, (12,22),
est définie par

d2(P1,P2) = (T1 — T2)2 — (.%'1 — .%'2)2 = ATQ — A.%'Q. (12.3.63)

Cette distance est symétrique d(P;,Py) = d(P»,P;); mais son carré d? peut étre positif
(distance de type-temps), négatif (distance de type-espace) ou nul (distance de type-
lumiére). La grandeur

s2=1,7_ =712 2% =d*(P0) (12.3.64)

définie plus haut, conservée par les transformations de Lorentz, n’est autre que le
carré de la distance minkowskienne entre le point P de coordonnées (7,x) et le point
O pris comme origine des coordonnées (0,0).

L’équation s2 = 0 est celle d’une conique dégénérée en deux droites, les droites de
lumiére: 7, = 0 et 7_ = 0. L’équation s = constante > 0 est celle d'une hyperbole
dont I'axe de temps (qui la coupe) et 'axe Ox sont des diametres conjugués et dont
les droites de lumiére sont les asymptotes. La région ot s = 7, 7_ > 0 est formée de
deux parties: celle ou 7 > 0 et 7— > 0 est le futur du point pris comme origine des
coordonnées, celle ou 71 < 0 et 7— < 0 est son passé. Son présent est la droite de type
espace d’équation 7 = 0. L’équation s = constante < 0 est celle d’une hyperbole
située dans la région ailleurs du point origine.
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Toutes ces notions sont invariantes pour les changements de coordonnées du
groupe simple de Lorentz. La symétrie d’espace

P: =7 e x=-12 (12.3.65)
permute les deux droites de lumiere. Le retournement du temps
T: 7=-7 e z=2a (12.3.66)

permute les deux droites de lumiere et échange passé et avenir. La symétrie par
rapport a ’origine
TP: 7=-7 et x=-2a (12.3.67)

permute avenir et passé et change le sens des axes 74 et 7_.

12.3.1 Vecteurs, Produit scalaire minkowskien

Les wvecteurs issus de l'origine forment un espace vectoriel réel a 2 dimensions
V. Nous noterons X le vecteur d’origine O et d’extrémité P de coordonnées (7,2) =
(2°,21). Une base de cet espace vectoriel est fournie par les vecteurs {€g,e1 } d’extrémités
respectives (1,0) et (0,1). Dans cette base, le vecteur X s’exprime comme

X=ér+er=¢2’+e o' =¢, 2", p=0,1 (12.3.68)

Le produit scalaire est, comme d’habitude, une application bilinéaire symétrique
de V x V dans R, mais il n’est plus défini positif. Il est complétement défini par les
produits scalaires des vecteurs d’une base; nous choisissons

€u-€y = Nuv = Mup (12.3.69)
ou
n= <(1) _01) (12.3.70)
de sorte que
XY =(e,a").(e,y") = 'y’ mu = 2"y — 2 y? (12.3.71)
et que
X?=XX= (2%~ (2")? = 5% (12.3.72)

Le vecteur X est dit de type temps si X2 > 0, de type lumiére si X2 = 0 et de type
espace si X2 <0. Exemples: eg est de type temps, €1 est de type espace, €y - €1 sont
de type lumiere.

Deux vecteurs sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul.
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12.3.2 Changements de base, groupe de Lorentz L(2)

Toute matrice A réelle, 2 x 2, inversible définit un changement de base au point
O par

e, =& N,  detA#0. (12.3.73)
Dans un tel changement de base,
X=¢,1'=¢, v, @ = AY, z (12.3.74)
ou, explicitement
20 = A% 2’0 + A0 21 (12.3.75)
at = Ay + A 2 (12.3.76)

Les changements de base sur lesquels nous focaliserons notre attention ici sont ceux
qui conservent les produits scalaires des vecteurs de base, c’est-a-dire, ceux pour
lesquels

Ny = €,-6, = €48y = Ny (12.3.77)
ou encore, ceux dont les matrices A sont telles que
Nuw Ay A" = 1ag, (12.3.78)
ou, en notations matricielles,
AT A =n. (12.3.79)

Par définition, L(2) est ’ensemble des matrices A, réelles 2 x 2 qui satisfont cette
propriété. On vérifie aisément (exercice) que L(2) forme un groupe pour la multi-
plication des matrices. En prenant le déterminant des deux membres de (12.3.79), on
obtient

detA =1
(detA)?=1— % (12.3.80)
detA =—1
Les relations (12.3.78) s’explicitent en
(A%)% — (A'))? =1 (12.3.81)
(A°)? —(AY)P=—1 (12.3.82)
A% A% — AL AL =0. (12.3.83)
La relation (12.3.81) a pour conséquence que
A% >1
A% >1 0= 12.3.84
( 0) = {AOO < —1. ( )

Avec (12.3.80) et (12.3.84), ’ensemble L(2) peut étre vu comme la réunion des 4
sous-ensembles disjoints définis comme suit

LL@) ={AeL@2)detA=1 et A% >1} (12.3.85)
IT={A€L2),detA=1 et A%< -1} (12.3.86)
IIT ={A € L(2),detA = -1 et A% >1} (12.3.87)
IV ={A € L(2),detA = -1 et A’ < —1}. (12.3.88)
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Nous nous intéresserons d’abord a LL(?) qui, parmi ces divers sous-ensembles est le
seul a contenir la matrice unité I (et a former un groupe). Remarquons d’emblée que
la matrice A définie par la transformation (12.2.57), avec

A=~ =AY, Aly=A%=3y (12.3.89)

est dans LL(Q). Nous allons & présent montrer que tout élément de LL(Z) peut se

mettre sous cette forme: en effet, pour A € L1(2), la premiere relation (12.3.81)
permet d’écrire en toute généralité

A% = coshr, A'y=sinhr. (12.3.90)
En portant ceci dans la troisieme relation (12.3.83) et dans la relation
det A = A% AY, — AGA% =1, (12.3.91)
on en tire, dans 'ordre,
A%, =tanhrA'y, A'y =coshr donc A" =sinhr. (12.3.92)

La deuxiéme équation (12.3.82) est alors identiquement satisfaite. Il ne nous reste
plus qu’a identifier
v
tanhr = = —. (12.3.93)
c

LL(Q) est donc le groupe simple de Lorentz obtenu antérieurement. Le parametre
réel r introduit ici est appelé rapidité, il peut varier de —oo & 4+o00. Comme fonction
de la rapidité r, la matrice A prend la forme

coshr sinhr
Alr) = <sinh7" coshr) (12.3.94)

La loi de composition des éléments du groupe devient alors simplement
A(r)A(") = A(r +17) (12.3.95)

équivalente a la loi de composition des vitesses

tanh r + tanh 7’ B+ v
tanh N = = =B N =—. 12.3.96
anh(r + ') 1 + tanh r tanh 7/ 1485 (v,v) c ( )
La relation (12.3.95) et
A(0) =1, donc A(—r)=A"'(r) (12.3.97)

indiquent que LE_(Z) est un sous-groupe a un parametre de L(2).
Regardons les autres sous-ensembles de L(2) définis en (12.3.85) a (12.3.88). Le
sous-ensemble /1 contient la matrice

-1 0
TP = ( 0 _1> =1, (12.3.98)
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III contient la matrice
1 0
P = (0 _1> (12.3.99)

IV contient la matrice

-1 0
T = ( 0 1> =—P (12.3.100)

Les matrices {I,TP,T,P} sont toutes de carré égal a I.

Théoréme 12.1. Toute matrice Q de L(2) est le produit d’un élément A de LL(Q)
par l'une des matrices I,T,P, TP

TP
Q=A| T, (12.3.101)

T

oun A € LL(Q). La démonstration est évidente si Q € LE_(Z) car alors 0 = A. Si
Q € I1, la matrice
O.TP =—Q (12.3.102)

est toujours de déterminant égal & un, mais [Q.7P])%, = —[Q]%, est > 1 donc [2.TP] €
LL(Q), en posant A = Q. TP, puis en multipliant les deux membres par la matrice
TP, a droite, il vient Q = A.TP. La démonstration se poursuit de la méme facon
pour les autres sous ensembles.

12.3.3 Groupe de POINCARE P(2)

Toute la structure vectorielle et toute la structure métrique de I'espace-temps de
Minkowski se transportent par translations en n’importe quel autre point du plan.

Le groupe de Poincaré P(2) est le produit "semi-direct” de L(2) par le groupe
des translations. Les transformations de coordonnées qu’il engendre sont

= A 2+ at (12.3.103)

ou A € L(2) et les a* sont les parameétres de la translation. L’origine du nouveau
systéme de coordonnées (z'# = 0) est en (z# = a*). Un élément du groupe est un
couple (A,a*). La loi de groupe est

(Al,a‘f) (Ag,ag) = (Al AQ,Al“ValQ/ + a’f) (123104)

P(2) est le groupe des changements de coordonnées qui laissent invariant le carré de
la distance entre deux points

d?(P1,Py) = (As)? = (AT)? — (Ax)? (12.3.105)

ot Azt = z! — x4 est la différence des coordonnées des événements x§ et xh. Autre-

ment dit, P(2) est le groupe des isométries de l'espace-temps de Minkowski & 1+ 1
dimensions.
Le carré de la distance entre deux points, d?(Py,P,) est aussi le carré de la norme
du vecteur P, Ps :
d*(Py,Py) = d*(z1,32) = 1 Az* Az, (12.3.106)
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12.4 Groupe de Lorentz [(4), Espace-temps
de Minkowski a 1 + 3 dimensions

Retournons au début du paragraphe 13.2.1; considérons les mémes référentiels
et un signal lumineux qui part de lorigine (z = 0,y = 0,z = 0) a l'instant initial,
mais cette fois dans toute direction. Pour O, il se trouve a instant t sur la sphere
d’équation

=2+t + 22 (12.4.107)

et pour O’, sur la sphere

=24y 422 (12.4.108)

Les relations linéaires et homogenes entre les coordonnées (z,y,z,7) et
(«'y,2',7") d’un méme événement doivent étre telles que (12.4.107) implique (12.4.108)
et inversément, d’ou

(4P + ) =K — (@2 4y %+ 22). (12.4.109)
Mais nous savons déja que
7222 =72 (12.4.110)
donc
K=1. (12.4.111)

On arrive a la méme conclusion si O’ se meut par rapport & O selon 'axe Oy, Oz
ou dans une direction quelconque, et quelles que soient les orientations relatives des
triedres, a la condition que ceux-ci soient en mouvement rectiligne uniforme.

IESPACE-TEMPS DE MINKOWSKI & 143 dimensions est 1’espace des rendez-
vous! C’est 'espace R?, dont chaque point représente un événement (1,x,y,2) ou

(202!, 22,23), et qui est muni d’une distance minkowskienne définie par
B (P,Py) = (11 — 1) — (x1 — 22)* — (51 — 12)% — (21 — 20)? (12.4.112)
52 _ dQ(P,O) — 7_2 _ $2 _ y2 _ 22 — ($0)2 _ (331)2 _ ($2)2 _ ($3)2.
(12.4.113)

L’équation s? = 0 est celle d’'un cone ( le céne de lumicre) dont le sommet est &
l'origine des coordonnées; la région s? > 0 et 2° > 0 est le futur du point origine; la
région s? > 0 et 2¥ < 0 est son passé. L’équation s = constante > 0 est celle d’un
"hyperboloide” a 2 nappes (I'une dans le passé, I'autre dans le futur du point origine);
5% = constante < 0 est un ”hyperboloide” & une nappe, située dans "I’ailleurs” du
point origine.

Les vecteurs issus de Porigine forment un espace vectoriel réel & 4 dimensions M,
équipé du produit scalaire minkowskien

X =¢,z" (12.4.114)
€€y = Ny = N wv =0,1,2.3 (12.4.115)
1 0 0 0
0 -1 0 0
=0 o -1 o0 (12.4.116)
0 0 0 -1



et
X.X"=nua* gV =202"0 — 2l — 2% a? — 2B (12.4.117)
X% = (29)?% — (21)? — (2?2 — (2)% = & (12.4.118)
ou 7, sont les composantes du tenseur métrique. Tout vecteur X possede une norme

dont le carré
§% = Ny ot 2" (12.4.119)

est invariant sous les transformations de Lorentz.
Le Groupe de la RELATIVITE RESTREINTE est le groupe des transformations
linéaires inversibles qui laissent invariant
d*(P,P') = (As)? = (Az%)? — (Azh)? — (Az?)? — (Az?)? (12.4.120)
= Azt Az’ (12.4.121)

C’est le groupe des isométries de I'espace-temps de Minkowski & 1 + 3 dimensions.
Lorsque les sommets des triedres de référence des observateurs coincident a l'instant
initial qui est le méme pour tous, c’est le groupe de LORENTZ HOMOGENE L(4)
formé des matrices réelles A, 4 x 4 qui vérifient

AT pA=n; (12.4.122)

dans le cas plus général, c’est le groupe de POINCARE P (4) ou groupe de LORENTZ
INHOMOGENE, produit ”semi-direct” de L(4) par le groupe des translations.

Le sous-groupe LL (groupe propre orthochrone) est consitué de I’ensemble des
matrices de L(4) telles que

det A=1 et A% >1. (12.4.123)

Théoréme 12.2. Toute matrice de L(4) est le produit d’une matrice de LL par l'une
des quatre matrices (I,P,T,TP = —1I)

ou
1 0 0 0 ~1.0 0 0
0 -1 0 0 0 100
P=lo o 1 ol @ 7=y o010 (12.4.124)
00 0 -1 0 00 1

P est la matrice du renversement du triedre d’espace, T la matrice du renverse-
ment du temps et TP = —I la matrice de la symétrie par rapport a l'origine. La
démonstration est la méme que pour L(2).

Les éléments de LL pour lesquels
A=1 — A% =0=AFK (12.4.125)

engendrent les rotations spatiales, produits des sous-groupes & un parametre suivants

(12.4.126)



1 0 0 0

R(d,) = @M 8 s ? Sifsa (12.4.127)
0 —sina 0 cosa
1 0 0 0

RloL) = @M _ 8 cose —Czisnaa 8 (12.4.128)
0 0 0 1

Les autres éléments de LL sont des produits de rotations et de ”"boosts” (=

mouvement rectiligne uniforme de vitesse v dans une direction ). En particulier, LL
contient les sous-groupes a un parametre suivants

coshr sinhr 0 O
B(r1,) = ™M™ = SHB}”” Cozhr (1) 8 (12.4.129)
0 0 0 1
coshr 0 sinhr O
- ~1(02) 0 1 0 0
Blrly) =e sinhr 0 coshr 0 (12.4.130)
0 0 0 1
coshr 0 O sinhr
B(r1,) =M™ = 8 (1) (1) 8 (12.4.131)
sinhr 0 0 coshr

qui décrivent respectivement un boost de rapidité 7 dans la direction 1,,1,,1..

Théoréme 12.3. Toute matrice A de LL peut se mettre sous la forme
A =Ry B(r,1,) Ry (12.4.132)

ou Ry et Ry sont des matrices de rotations et B(r,1,) est la matrice du boost de
rapidité r dans la direction 1,.

La démonstration en est donnée, par exemple, dans le cours de Compléments de
math.de lere licence.

12.5 Transformations de Lorentz infinitésimales

Celles-ci sont les transformations de Lorentz ”proches du neutre”: elles sont de la
forme

A=I+eM (12.5.133)

oll € est un infiniment petit réel. La condition AT n A = n, au premier ordre en e,
contraint la matrice M de satisfaire 1’égalité

MTn4+gM =0 M" =—nMny! (12.5.134)
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ou, pour ses éléments

M*, e + 1o M*, = 0, (12.5.135)
ou explicitement
M% = M', = M?, = M3, =0 (12.5.136)
Si 'on convient de définir
Mg = nax Mg, (12.5.139)

la condition (12.5.134) devient
Mg + Moy = 0 < Myo = —M,,. (12.5.140)

L’ensemble des matrices M qui satisfont cette condition forme un espace vectoriel
réel & 6 dimensions: en effet, on vérifie aisément que toute combinaison linéaire réelle
de matrices qui satisfont (12.5.134) satisfait aussi (12.5.134). Une base de cet espace
vectoriel est fournie par les matrices

000 O 0 0 00
@) _ a2 _ |0 00 0 B1) _ a3 _ |0 0 01
M M 000 —1]" M M 0 0 00
001 O 0 -1 0 0
(12.5.141)
00 0 O 01 00
12) _ ey _ [0 0 =10 (1) 1y _ (1 0 00
M M 01 0 o0}’ M M 00 00
00 0 O 0000
(12.5.142)
0010 00 01
©2) _ _ap20 _ |0 1 00 (03) @o_ (0 0 0 0
M M 100 0f” M M 00 00
0000 1 0 00
(12.5.143)
Leurs éléments de matrice sont donnés par
(MO = o 58— pbr s, (12.5.144)

12.5.1 Algebre de Lie so(1,3)

Le commutateur [M;,My] = My My — My My de deux matrices qui satisfont la
relation (12.5.134) satisfait encore la relation (12.5.134). En effet, soient M; et My
telles que MT = —n M;n~ ! et MQT = —nMyn~!, alors

(M M) T = MT ME — M MT = —n My My n~L. (12.5.145)
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Rappelons que le commutateur de deux matrices est antisymétrique et qu’il vérifie
I'identité de Jacobi

[My,My] = —[My,M,] (12.5.146)

[[Ml,MQ],M3] + [[M2,M3],M1] + [[M3,M1],M2] =0. (125147)

En particulier, le commutateur de deux matrices de la base définie ci-dessus peut
s’exprimer comme combinaison linéaire des matrices de la base: en notant {7, (a =

1,...6)}, une base,
[To,T}] = T.C, (12.5.148)

les coefficients réels C¢,, = — (¢, qui apparaissent dans ces combinaisons linéaires
sont appelés constantes de structure: elles dépendent de la base et sont les com-
posantes d’un tenseur une fois contravariant, deux fois covariant. On trouve ici

(M @B N = —por ppBr) o por pp(BN) 4 pBA pplan) _ pBe pred) (12.5.149)

Par exemple:

(M2 pr3) = prBD (@ 6L = pr(12) (12.5.150)
(MG M) = pr@3 [arOD pr02)] = _ pr(2) (12.5.151)
(MO A1) = — pr@) [0 pr00) = — prGY (12.5.152)

Le calcul des autres commutateurs est proposé comme exercice.
L’ensemble des matrices M qui vérifient (12.5.134) est donc plus qu'un simple
espace vectoriel: le commutateur lui confere une structure d’algebre de Lie, c’est

lalgebre de Lie du groupe de Lorentz, elle est notée so(1,3).

L’ensemble des matrices A de L(4) de déterminant égal & 1 est un sous-groupe de
L(4) aussi noté SO(1,3).,
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Chapitre 13

Tenseurs de ’espace-temps de
Minkowski

13.1 Tenseurs de I’espace affin réel

’ ops , / ’ / i N .
Par définition, les coordonnées (z°,2%,2%,23) et (2 °,2 1,2 2,2'3) d'un méme point
P dans deux référentiels sont liés par des relations (affines) linéaires et inversibles

3
= ZA“I, 2V 4t = A 2+ at (13.1.1)
v=0

Ce changement de coordonnées induit, en P, le changement de base naturelle suivant

e, =é, A, (13.1.2)

Le scalaire S en P est un nombre réel: il a la méme valeur dans tous les référentiels
S=249. (13.1.3)

Un élément A de Vp est un vecteur ou vecteur contravariant en P. Ses composantes
contravariantes dans les deux référentiels sont liées par

A=g, A" =¢, A" (13.1.4)
A= AR AV A= AT AV (13.1.5)

Exemple: le vecteur dz dont les composantes sont reliées par

dzt = A" dz'”. (13.1.6)

On appelle covecteur ou vecteur covariant, B en P, un élément du vectoriel dual Vp*.
Ses composantes covariantes dans les deux référentiels duaux sont liées par

B=¢'B,=¢"B, (13.1.7)
B,=B,A,, B,=B,[A], (13.1.8)
Les covecteurs {e*} forment la base duale de la base {e,} définie par e/ (€,) = &l.
Au changement de base (13.1.2) correspond le changement de base duale

et = A", e (13.1.9)
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Exemple: L’opérateur gradient V = e/ 0, se comporte comme un covecteur; ses
composantes

0
— / —_
= o et 8M pT (13.1.10)
sont reliées par la regle de dérivation en chaine
0 oxr¥ 0
_— = . 13.1.11
ox'*  oz'm dxv ( )
Le tenseur deux fois contravariant T en P est un élément de Vp ® Vp
T=T"e,®e =T"¢,0¢, (13.1.12)
— —1v
TH =AM NG TP, T = A AT TP (13.1.13)
Le tenseur deux fois covariant U est un élément de Vp* ® Vp*
U=Upe' e =U,, " e" (13.1.14)
U, =Uss A% AP, U =Ulg AN, (13.1.15)

Il y a deux types de tenseurs miztes une fois contravariant et une fois covariant qui
sont des éléments de Vp ® Vp* ou de Vp* ® Vp:

V=Vie ¢, W=Ww,/t e @e, (13.1.16)
Vi = A VG ATNE, W= A W ST AT, (13.1.17)

14

Ces définitions s’étendent facilement aux tenseurs p fois contravariants et g fois cov-
ariants.

Théoréme 13.1. Si les A" sont les composantes d’un vecteur contravariant et B,
sont les composantes d’un vecteur covariant, la grandeur

S =A"B, (13.1.18)
est un scalaire.
En effet
S=A"B, =N [N, ABy =6 A°By=A"B, =9 (13.1.19)

Théoréme 13.2. Inversément, si S = A" B, est un scalaire, VA" composantes du
vecteur A, alors les B, se transforment comme les composantes d’un vecteur covariant

En effet, par hypothese
A*B, = A" B, =A, A" B,, VA" (13.1.20)

d’on
B, = A", B,,. (13.1.21)
Théoréme 13.3. Inversément, si S = A" B,, est un scalaire, VB, composantes du

vecteur covariant B, alors les A" se transforment comme les composantes d’un vec-
teur contravariant.
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La démonstration est la méme que ci-dessus.
Théoreme 13.4. ou Théoréme des indices muets. Si les

Talag...ap_lap

B1Bs.-Bq-1q (13.1.22)

sont les composantes d’un tenseur p fois contravariant et q fois covariant, alors les

aA12...0p—1 14
T T B BBy (13.1.23)

sont les composantes d’un tenseur (p—1) fois contravariant et (q—1) fois covariant.

La démonstration est I'extension directe de celle du théoréme énoncé ci-dessus.
Les réciproques se vérifient de méme a 1’aide des réciproques du théoreme précédent.
Exemples: si A* = TH* B, sont les composantes contravariantes d’un vecteur,
VB,, alors les T" sont les composantes d’un tenseur 2 fois contravariant; si A* =
TH” B, sont les composantes contravariantes d’un vecteur, VI'*¥, alors les B, sont les
composantes d’un vecteur covariant.
Remarque 13.1. Toutes les composantes des tenseurs se comportent comme des
scalaires pour le sous-groupe des translations pures o = x'" + a*.

Le tenseur § de Kronecker est le tenseur une fois contravariant et une fois covariant
dont les composantes dans le référentiel (x) sont définies par

1 =
gp=J - Pour A=V (13.1.24)
0 pour p#v

Dans le référentiel (x’),
8" = [AT1M, AP, 85 = ot (13.1.25)

On dit que § est un tenseur numériqguement invariant.

La grandeur réelle D est une densité de poids p, (p entier), si ses valeurs dans
deux référentiels sont reliées par

D = (det AP D', (13.1.26)

Un scalaire est une densité de poids zéro. On appelle densité tensorielle de poids p
un objet dont les composantes se transforment comme le produit des composantes
d’un tenseur par une densité de poids p.

Le symbole €py,, de Levi-Clivita est completement antisymétrique tel que

1 si afAu est une permutation paire de 0,1,2,3
€apru = § — 1 siafAlu est une permutation impaire de 0,1,2,3 (13.1.27)

0 dans les autres cas.
Il s’introduit dans le calcule du déterminant d’une matrice 4 x 4:

deta = eag)\“a%aﬁlaza’g. (13.1.28)
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En particulier, soit a la matrice dont les colonnes sont formées des composantes de 4
vecteurs Ag, 3 =0,1,2,3, a% = AO‘B; alors

D = eapruAG AT A A4 (13.1.29)

est le volume sous-tendu par ces vecteurs. Dans le changement de référentiel, A5 =
A AP
Bt 5
D = det (A% A")) = (det A) D’ (13.1.30)

car le déterminant d’un produit de matrices et égal au produit des déterminants. D
est donc une densité de poids (p = —1). On en déduit par le théoréme des indices
muets que les e4gy, ont la variance du produit d’une densité de poids (-1) par 4
vecteurs covariants (C’est une densité tensorielle de type () et de poids —1): ses
composantes dans les référentiels (x’) et (x) sont donc reliées par

Eloz’ﬁ’)\’u’ = (det A)il €aBrp Aaa/Aﬁﬁ,AAA/AMM,. (13131)

Ce symbole est numériquement invariant.
Par définition les composantes €.y, dont deux indices prennent la méme valeur
sont nulles; les autres sont égales au signe prés a € = ¢p1a3 = 1:

€aprp = (—1)Pe€ (13.1.32)

ou p est la parité de la permutation (afSAp) — (0123). Le membre de droite de
(13.1.31) est est nul si deux des indices (o/ '\ ') sont égaux;

€h1og = (det A)"tdet Ae=e=1 (13.1.33)

et permuter deux indices (o/ 3’ /) revient & permuter deux colonnes dans le déterminant
de A.

Le symbile E49M est completement antisymétrique et £9123 = 1; il permet également
de calculer le déterminant d’une matrice:

det a = EPM g0 alﬁ a’, a3“. (13.1.34)
Ses composantes dans les référentiels (x) et (x’) sont reliées par
E9PM = (det A)TH A% Ay AN AP EINI (13.1.35)

elles ont la variance du produit d’une densité de poids 1 par quatre vecteurs contrav-
ariants (C’est une densité tensorielle de type (3) et de poids 1). Cette grandeur est
également numériquement invariante.

La démonstration est la méme que ci-dessus.

Un champ tensoriel ou champ de tenseurs est une grandeur tensorielle définie en
chaque point de I'espace. Dans ce cas, pour que les lois de transformations tensorielles
soient des identités en les x ou les x’, il faut remplacer les x’ en fonction des x ou les
x en fonction des x’: par exemple, les composantes d’un champ vectoriel sont reliées
par

Ar(z(2")) = A", A" (2). (13.1.36)
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Un exemple de densité de poids p = —1 est fourni par I’élément de volume

ox®

ox'B

diz = da¥ dat da? da® = det [ =] d*a’ = det A d*x’. (13.1.37)

13.2 Introduction d’une métrique
Lorsque 'espace tangent est équipé d’une métrique symétrique et non dégénérée

€u-€y = G = Guu, 9 = det(gu) # 0, (13.2.38)
on peut identifier 'espace vectoriel Vp et I'espace vectoriel dual Vp* par

B=¢e'B, <~

e é' B, (13.2.39)
B (A)

B=
B.A, VA (13.2.40)

On introduit alors, dans Vp, la base réciproque {é4} telle que
et (e,) = ell.e, =oh, (13.2.41)

et
eie;=g", el =9g"e, e, =guel. (13.2.42)

Rappelons que lors du changement de base

e, =eu A", (13.2.43)
la base réciproque se transforme par
el = A" e, (13.2.44)
Il en résulte
G = Gap A%, A7, (13.2.45)

qui exprime que les g,, sont les composantes d’'un tenseur symétrique deux fois
covariant. De plus, pour le déterminant de la métrique, on a

g = (det A)? g; (13.2.46)

le déterminant de la métrique, g, est donc une densité scalaire de poids 2 et /|g| est
une densité de poids 1. Le tenseur métrique et son inverse de composantes g"” sont
utilisés pour abaisser ou élever des indices. Par exemple,

Ay =g AF, Al =g" A, (13.2.47)
sont les composantes covariantes et contravariantes d’un méme vecteur; de méme,
T TH, = T" gy, T, = Gua T Tyw = Gua gup T*° (13.2.48)

sont les composantes de variances diverses d’'un méme tenseur.
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Tenseur de Levi-Civita: 1l résulte de la loi de transformation du symbole de Levi-
Civita (13.1.31) et de (13.2.46) que les gradeurs

€aprn = V19l €aprn (13.2.49)

sont les composantes covariantes d’un tenseur compléetement antisymétrique dont les
composantes contravariantes sont

M = cqrgan 97977 N g1 = Vgl g M (13.2.50)

Noter aussi que dv = /|g| d*z est I’élément de volume invariant: dv = dv'.

La famille d’hyperplans & 3 dimensions d’équation n, x® = constante est ortho-
gonale au vecteur 7. Les points de I’hyperplan de type espace 2 = a, pour lequel
no = 1,n; = 0, sont repérés par les coordonnées (z',22,23); I'élément de ”surface” &
3 dimensions sur cet hyperplan est orienté suivant la normale et a comme grandeur

a> = d3x

d% = nd¥ = nd’z. (13.2.51)

13.3 Tenseurs de I’espace-temps de Minkowski

L’espace-temps de Minkowski est un espace affin réel muni d’une métrique
ds? = g, da' dz". (13.3.52)

Cette forme quadratique est particuliere, en ce sens que

i) il existe des systémes de coordonnées rectilignes pour lesquelles les composantes
du tenseur métrique g,,, sont des constantes (les g,,, ne dépendent pas des x);

ii) sa signature! est (-2), c’est-a-dire que, diagonalisée, la matrice g a sur sa
diagonale principale un terme positif et trois termes négatifs (signature =+1 — 3 =
—2).

A partir d'un référentiel ou les g,, sont des constantes, on obtient tous les
autres par les transformations affines (13.1.1). Nous travaillons toujours dans un

tel référentiel avec les coordonnées 20 = ct,2! = x,2% = y,2® = 2 pour lesquelles
v = N, (13.3.53)
avec
Nw =0 pour p#v, noo=1n1 ="mn2=mn3=-—1 (13.3.54)
Les 1, sont donc les composantes d'un tenseur symétrique 2 fois covariant
M = Nap A%, AP, o =ATpA. (13.3.55)
Théoreme 13.5. 1,5 est numériquement invariant, cad
N = My (13.3.56)
pour les matrices A qui satisfont
Nuw = Nap A, AP, n=ATnA (13.3.57)

c’est-a-dire pour celles qui appartiennent au groupe de Lorentz L(4).

1. En Relativité générale, on préfere travailler en signature +2.
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Les éléments n* de la matrice ! sont les composantes d’'un tenseur symétrique

2 fois contravariant; ce tenseur est aussi numériquement invariant pour le groupe de
Lorentz car I'inverse de (13.3.57), multiplié & gauche par A et & droite par A fournit

nt=An AT, v =P AR, A . (13.3.58)

d’Alembertien

Il résulte de (13.3.58) que l'opérateur d’Alembertien est un opérateur invariant
pour le groupe de Lorentz-Poincaré; en effet

0" =n"0,0,=n" A%, AP0y 05 =11%% 0, 05 = 0. (13.3.59)

Le symbole 9, est utilisé pour désigner la dérivée partielle par rapport a la coor-
donnée z*, cad

0
Par contre, le symbole 9" désigne
ot =nt"o,. (13.3.61)

Noter encore que pour g,, = 7, le déterminant de la métrique vaut g = n =
det () = —1 donc \/|g| = y/|n| = 1. 1l vient alors, pour le tenseur de Levi-Civita,
en utilisant (13.2.49), que,

D123 _ 10123 _ (13.3.62)

Puisque les matrices de L(4) ont leur déterminant égal & +1 ou a -1, pour le
groupe de Lorentz, une densité de poids +p pair est un scalaire, une densité de poids
+p impair est un pseudoscalaire. On appelle pseudovecteur un tenseur dont la vari-
ance est celle du produit d’un vecteur par un pseudoscalaire.

Le sous-groupe L (4) = SO(1,3) formé des matrices A € L(4) dont le déterminant
vaut det A = 1 ne distingue pas les tenseurs des pseudotenseurs.
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Chapitre 14

Electromagnétisme dans
I’espace-temps de Minkowski

Le but poursuivi dans ce chapitre est de prouver la covariance relativiste des
équations de Maxwell. Pour cela, nous allons montrer que les différentes grandeurs
électromagnétiques peuvent se regrouper en des tenseurs de I’espace-temps Minkowski.
Nous nous limiterons aux transformations de L (4) qui ne distinguent pas les tenseurs
des densités tensorielles.

Nous nous occuperons d’abord des sources et champs dans le vide.

14.1 Le vecteur densité-courant

Si une charge @) est immobile par rapport a l’observateur O, pour O’ en mouvement
rectiligne uniforme par rapport a O, cette charge est en mouvement et produit un
courant. Il semble donc naturel de regrouper les distributions de charges et de cour-

ants
J=cp et J=j,, JP=3, J =3, (14.1.1)

en un seul vecteur J de composantes contravariantes J*,
JH(x(2")) = A", TV (). (14.1.2)

Pour un boost dans la direction 1,, par exemple, avec tanhr = 3,

cp(a(x')) =7 lcp (@) + BT ()] (14.1.3)
T a(a') =y [Bep (x) + ' ()] (14.1.4)
J2(2(2')) = J* () (14.1.5)
J(x(2) = J? () (14.1.6)

La loi de conservation du courant s’écrit, pour O
e p+ 0¥ =0— 0, ") =0; (14.1.7)
et puisque d, J* est un scalaire, elle s’écrit de la méme facon pour O’, a savoir

9, J" (") = 0. (14.1.8)
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La loi de conservation du courant est donc une loi covariante.

On en déduit immédiatement [invariance de la quantité d’électricité: en effet, soit
dq' = p'(z") da'" da'? da’® (14.1.9)

une quantité d’électricité mesurée par O’ et immobile par rapport a lui: J° =
o', J'* = 0. Pour O, par (14.1.3),

plw) =79 (2)) (14.1.10)
et, a cause de la contraction des longueurs,
1
do' = —da'', da® =da®, da® = da’’. (14.1.11)
v
On a donc bien
dq=dq'. (14.1.12)

14.2 Tenseur champ électrique-induction magnétique

Pour les mémes raisons que celles invoquées ci-dessus, une charge immobile par
rapport & O produit, pour celui-ci un champ électrique E tandis que pour O’, en
mouvement rectiligne par rapport & O, elle produit en plus un champ magnétique
B. On regroupe E,B dans une méme grandeur antisymétrique FH¥ = —F"F 4 6
composantes, en posant

0 —-E,/c —Ey/c —E./c
E,/c 0 -B B
MYy T z Yy
(FH) E,Jc B, 0 B, (14.2.13)
E./c —By B 0
Les équations de Maxwell avec sources
= E 1
V.— = 5CP=focCp (14.2.14)
c  €cC
- - 1_.FE _
VXB—-0i— =poj (14.2.15)
cc
s’écrivent a présent
O FM' = po J"; (14.2.16)

ce sont des équations covariantes si les deux membres ont la méme variance. Or le
membre de droite est formé des composantes contravariantes d’un vecteur; il en sera
donc de méme pour le membre de gauche si les F'*” sont les composantes contrav-
ariantes d'un tenseur antisymétrique. Remarquer que 'antisymétrie de F*” a pour
conséquence

0,0, F"" =0=0,J". (14.2.17)

Les équations de Maxwell sans sources
VxE+0,B=0 (14.2.18)
V.B=0 (14.2.19)
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prennent la forme

Do "FP =0 (14.2.20)
équivalente a
OuFyy+0, Fyy+0x\F, =0 (14.2.21)
ol )

ol = 5 P Fy (14.2.22)
et e®PM est le tenseur complétement antisymétrique 4 fois contravariant défini au
chapitre précédent, avec e?1?? = —1. En effet,

Flw = Nya s FP (14.2.23)

0 E./c Ey/c E./c
—Ey/c 0 —-B, By

F,)= 14.2.24
( K ) _ y/C Bz 0 _Bm ( )
-E./c -B, B, 0
et
0 B, B, B,
-B 0 —-E./c E,/c
X vy T z Y
(*FH) _B, E.je 0 B,/ (14.2.25)
-B, —-E,/c E;/c 0
Pour § =0, (14.2.20) devient
H*FP=0 < V.B=0. (14.2.26)
Pour § =1, I’équation
O *FO' 4 9, *F? 4 95 F31 =0 (14.2.27)
n’est autre que (14.2.21) avec p = 0,v = 2,A =3
— 3o Faz — Oy Fag — O3 Fig = 0 (14.2.28)
ou encore . P P
—O4 By + 02—+ 05 (=)= =0. (14.2.29)
c c c

Les 2 autres équations vectorielles s’obtiennent & partir de (14.2.20) pour = 2et § =
3. Ces équations (14.2.20) sont covariantes car *F'*” est un tenseur antisymétrique:
c’est le tenseur dual de F*¥.

14.3 Tenseur déplacement électrique-champ magnétique

Pour obtenir les équations de Maxwell macroscopiques, on doit introduire a coté
du tenseur champ électrique-induction magnétique F*¥, un second tenseur anti-
symétrique H* = — H"*, déplacement électrique-champ magnétique

0 —cD, —cDy —cD,
cD, 0 —H, H,
cD, H, 0 —-H,
cD, -—H, H, 0

(HM) = (14.3.30)
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en terme duquel les équations de Maxwell avec sources prennent la forme

8, H" = J¥ (14.3.31)

ext”

Dans le vide F* = pg H*; dans un milieu linéaire, homogene, isotrope, non-dispersif
et non-conducteur, F* = y H*".

14.4 Le vecteur potentiel électromagnétique

L’induction magnétique et le champ électrique s’écrivent en terme des potentiels
comme

B=VxA (14.4.32)
E=-V¢ -0 A (14.4.33)
Avec les notations
Ag = %, Ay =—-A,;, Ay=-A4, A3=-A,, (14.4.34)
les champs se récrivent sous la forme
Fo=0,A,—0,A,. (14.4.35)

Puisque les F),, sont les composantes covariantes d’un tenseur, les composantes A,
ainsi introduites sont les composantes covariantes d’un vecteur. Ses composantes
contravariantes sont

AY = ?, Al =A,, A*=4, A=A, (14.4.36)
c
Pour le boost dans la direction 1,, par exemple,
) (D | o) (14.4.37)
Ao =7 T 4 i) (14.4.38)
Ay(x) = A;(x'(a:)) (14.4.39)
A, (x) = AL(2(x)) (14.4.40)

14.4.1 Charge en mouvement rectiligne uniforme

Soit @' = @ une charge immobile, a l'origine de O’. Dans ce référentiel, elle

produit au point P de coordonnées (x’ 1,:6’ 2,:13’ 3) un champ électrostatique de potentiel
coulombien
1
¢ (') = yr @ (14.4.41)
0 \/(xll)2 + (x’2)2 + (x/?’)z
Al = Afy = AL =0. (14.4.42)
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Pour O, cette charge est en mouvement rectiligne unifome de vitesse v selon I’axe
des x et produit donc, au méme point P, le potentiel

o(z) =7 ¢ (2" (2)) (14.4.43)
Ay(z) =3 i ¢ (2% (2)) (14.4.44)
Ay(x) =0 (14.4.45)
Az(x) =0 (14.4.46)

14.4.2 Equations du potentiel électromagnétique
) Les transformations de jauge des potentiels deviennent, pour f scalaire de classe
C
7 A(z) = Au(z) + B, f(x). (14.4.47)
Ces transformations laissent invariant le champ é.m.
F,=0,A,—0,A, =Fu +0.0,f —0,0,f = Fu. (14.4.48)
Dans la jauge de Lorenz, c’est-a-dire, pour un potentiel qui satisfait la condition

9, AP =0 (14.4.49)

(qui est bien aussi une condition covariante!), les équations aux potentiels (dans le
vide) s’écrivent
O A* = pg J*. (14.4.50)

Ces équations sont covariantes puisque le d’Alembertien est un opérateur scalaire
pour les transformations de L, (4).

14.5 Le vecteur fréquence-nombre d’ondes

Soit, pour I'observateur O,
Ay(z) =ay e @ p(x) = wt — kT, (14.5.51)

le potentiel d’'une onde plane monochromatique de fréquence v = 5= et de longueur
d’onde A\ = 2?” = -, dans le vide, émise par une source située a I'infini, au repos par
rapport a O.

Pour O’, ce potentiel devient

Al (7)) = Ay(a(a) A, = ay AY, e @), (14.5.52)

Si on pose

== kl=ky, Kk =k, k =k, (14.5.53)

w
&

il vient

d(x) = k2t (14.5.54)

et, pour les transformations de Lorentz homogenes,

o(x(a')) =k, (A", 2") = (k, A*) 2" =K, 2" = ¢/ () (14.5.55)
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ou
K, =k, AP (14.5.56)

Les k* sont donc les composantes contravariantes d’un vecteur. La phase ¢ est un
scalaire.
Le vecteur fréquence-nombre d’ondes est de type lumiere

k= = k, k' =0. (14.5.57)
Pour O’, la fréquence de I'onde plane monochromatique v/ = %7 sa longueur
d’onde N = 5 et sa direction de propagation se tirent de
0o W 1 2 3
/ / / / / / /
k" = - K- =ky, k" =k, K =k, (14.5.58)

Remarque: (14.5.57) assure que le potentiel (14.5.51) est solution de I’équation de
d’Alembert; de plus, il vérifie la condition de jauge de Lorentz si

k. at = 0; (14.5.59)
si I'on introduit, en plus du vecteur k, le vecteur ¢ de type lumiére, de composantes
O =k V=—k, j=123 (14.5.60)

et deux vecteurs de type espace €;,6» orthogonaux entre eux et orthogonaux a k et
£, le quadri-vecteur le plus général orthogonal a k a pour composantes

a' =dk' +cy el +cpel; (14.5.61)

qui ne differe de a* = ¢ €} +¢2 € que par un vecteur proportionnel & k. Les potentiels
(14.5.51) et

A, = a, @ (14.5.62)

ne different que par une transformation de jauge.

14.5.1 Application: I’effet Doppler
Effet Doppler longitudinal

Pour une onde plane (14.5.51) qui se propage dans la direction des x croissants,
le vecteur fréquence-nombre d’onde est k = k° 1y + k 1,, pour O,

by =K', ky=k*=0, k,=k>=0, = =k"=k" (14.5.63)

Pour O’ en mouvement rectiligne de vitesse v par rapport a O,

:
% = [% — K] (14.5.64)
Kl =y -8 +k'] (14.5.65)
K = k? (14.5.66)
KPS = kP (14.5.67)
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d’ou

w =71 -plw

Sy Rl

5 (14.5.68)

Pour 3 > 0, O’ s’éloigne de la source et la fréquence v/ est plus petite que v. Pour

f? <<< 1, (14.5.68) devient

= 8. (14.5.69)
w
y oy y y'i
k
k
—»
Oo| O'f v O] O] v
X X
X' X'
z z z oz
effet effet
Doppler Doppler
longitudinal transverse

Effet Doppler transverse

Si I'onde plane se propage dans la direction 1,, k = k% 1o + k, 1,,, k' = k, étant
nul, on tire des relations ci-dessus que, pour O’,
W= Tw > w.

(14.5.70)

L’effet est cette fois du second ordre en %

14.5.2 Application: aberration des étoiles fixes

~|

Si une étoile fixe pour O en (2! = 0,22 = 400,23 = 0) émet une onde plane
monochromatique dans la direction 1,, k = k°1y — k1, k > 0,

=0, K¥=—-k k=0 k=kFk=-k. (14.5.71)
Pour O’, la direction de propagation de I'onde est donnée par
Kl= =Bk, K=k =—k K =0 (14.5.72)
ce tri-vecteur k' fait avec I’axe y’ négatif un angle ® dont la tangente vaut
K
tan ® = e v . (14.5.73)
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14.6 Le vecteur puissance-force de Lorentz

Ce vecteur est défini par ses composantes covariantes

F,=FuJ".

(14.6.74)

Ses composantes spatiales contravariantes sont les composantes cartésiennes de la

densité de force de Lorentz: par exemple

F'=FYJ,=FJg+ F?J+ FP®J3=pE, + (j X B)s;

tandis que sa composante temporelle vaut

1
FO=pF%"J, = —Ej.

14.7 Les tenseurs bilinéaires en F),, et H,,

A T'aide des tenseurs F' et H, on peut former
des scalaires

1 1 - - _
A= - F,H" = (E.D~B.H)
B=—Yep, mw-SBD+LEH)

4 M 2V 2

des tenseurs a deux indices
AP = AP
B =B’
U, = —F,, H* = (FH),/
v, =-*F,, H*" =(*FH)/

Notons, en particulier que

U,°=ED V,°=—-¢B.D
U,°=—c(D x B), V,°=—(D x E),

1 - _ _ _
Uolzz(EXH)x Volz_( x H);
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(14.7.77)

(14.7.78)

(14.7.79)
(14.7.80)

14.7.81
14.7.82
14.7.83
14.7.84

o~ o~ o~ o~
~— ~— ~— ~—

(14.7.85)
(14.7.86)

(14.7.87)



14.8 Le tenseur densité d’énergie-impulsion é.m.

Il est défini par
14 14 1 14
T, =F,H" - 7 00 Fag Ho=, (14.8.88)
Sa dénomination se justifie par I'interprétation physique de ses composantes: en effet,

en termes de la densité d’énergie w = %(E_D + B.H), de la densité d’impulsion
p =D x B, du vecteur de Poynting S = E x H et des tensions de Maxwell, il s’écrit

w Sz/c Sy/c S./c
(T.") = —cpy E:D,+ B.H,—w E.D,+ B,H, E.D,+ B,H,
# —Ccpy E,D, + H,B, E,Dy, + ByH, —w E,D.+ ByH,
—Ccp, E.D,+ H.B, E.D,+ H.B, E.D,+ B,H, —w
(14.8.89)
Sa trace est nulle:
Tt =0. (14.8.90)
Ses composantes deux fois contravariantes sont
T prt L g e 4
= Fy — " Fap (14.8.91)
Ce tenseur est symétrique lorsque F),, = p Hy,,.
14.8.1 Le bilan d’énergie-impulsion
En vertu des équations de Maxwell, il s’écrit comme
1
O T, = —Fua Jé = 7 [0 Fop) H* = Fop (9, H7)]. (14.8.92)

Le deuxieme terme du membre de droite est nul dans un milieu linéaire et homogene.
En effet,

1
0, T,” =—0, (F,s H") + 0 (Fap HP). (14.8.93)
Pour le premier terme du membre de droite, il vient
~8, (Fug H"?) = — (0, Fyp) H"P — F,50, H"P (14.8.94)
= — (8, Fup)H"® — F,3.J7, (14.8.95)

en vertu de 1’équation (14.3.31). Pour le deuxiéme terme du membre de droite, il
vient

1 1
10 (Fag H) = (0 Fag) H*) + Foy 0, H*® | (14.8.96)

Notons que le terme proportionnel au courant dans (14.8.95) et le terme proportionnel
aux dérivées de H dans (14.8.96) sont égaux a ceux qui figurent dans le membre de
droite de (14.8.92). Nous ne nous occuperons donc que des termes de (14.8.95) et
(14.8.96) proportionnels & H. Notons d’abord que

— (8, Fup) H"P = — (8 F,3) H*? (14.8.97)
1

= = 5(Oa Fup — 93 Fa) H (14.8.98)

=- %(f% Fop) H. (14.8.99)
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La premiere égalité résulte du simple changement de nom d’un indice muet (v — «);
la deuxieme s’obtient en antisymétrisant par rapport aux indices « et 3 le facteur de
H; 1a troisieme utilise ’équation (14.2.21) puis antisymétrie de F' pour remplacer

OaFup  — —0uFpoa — 0 Fop = 0, Foup + 03 Fia. (14.8.100)
Il vient donc
(@, Fp) HP + i (0 Fig) H* = — i (0, Frg) H* (14.8.101)
qui termine ainsi la démonstration de (14.8.92). Dans le vide, (14.8.92) se réduit a
0, T =—Fp J' = —F,, (14.8.102)

ou F), sont les composantes covariantes du vecteur puissance-force de Lorentz. Pour
w =0, (14.8.102) devient le bilan d’énergie

1 = & 1
0T =—-F < —[Qw+V.Sem]=—"E.j; (14.8.103)

pour = 1,2,3, (14.8.102) fournit le bilan d’impulsion

0, TV = —F' — 9 po™ -0, T* = —[pE, + (j x B),]. (14.8.104)

Il en va de méme pour les deux autres composantes.
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Chapitre 15

Mécanique relativiste du point
matériel électrisé

15.1 Le vecteur vitesse

La trajectoire d’un point matériel de masse m # 0 dans l’espace euclidien & 3 di-
mensions est une courbe C' que 'observateur O décrit par des équations paramétriques

b =2F), k=123 (15.1.1)
La vitesse a I'instant ¢ est le vecteur tangent a la courbe de composantes

da®
wh(t) = —, o] <e (15.1.2)
dt
Pour I'observateur O’ en mouvement rectiligne uniforme 4 la vitesse v = v 1, par
rapport a O,

ct:’y[ct’—i—ﬂx/l] (15.1.3)
=~ [Bet + 2] (15.1.4)
a? = o (15.1.5)
2 =, (15.1.6)
la vitesse w'* = %, est reliée & wF par la loi de composition des vitesses
/1
. (15.1.7)
1+ =5
w'?
W= (15.1.8)
7(1 + = )
w?
w’ = ————. (15.1.9)
7(1 + 2 )

k

Ces formules indiquent clairement que les w” ne sont pas des combinaisons linéaires

k . .
des w'" et qu’on ne peut donc pas en faire les composantes spatiales d’un vecteur
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de Pespace-temps de Minkowski. Puisque les dz* sont les composantes spatiales du
vecteur dz*, c’est le choix du parametre ¢ qui pose probleme.

Au lieu de s’intéresser a la trajectoire C' du point dans l’espace, on considerera
plutot sa trajectoire ¢ dans l’espace-temps, en repérant ses points a l'aide d’un
parameétre invariant pour les changements de coordonnées du groupe L(4); un tel
parametre est naturellement fourni par s, la longueur minkowskienne de 'arc de

courbe
S t 1 d— t 2
5:/ Vds? = ¢ du/1——2(—x)2:c/ dt )1 -2 (15.1.10)
0 0 C dt 0 C2

mesurée a partir d'un point choisi comme origine. Remarquer que s est réel, car
w? < 2. La trajectoire £ est décrite par les 4 équations paramétriques

ab = 2F(t(s)) = 2F(s), t=1t(s) (15.1.11)
ou par
ot = zh(s). (15.1.12)
Noter que, Vs, le vecteur tangent

dxt
ub(s) = — 15.1.13
(5) = (15.1.13)
est de type temps et que le carré de sa norme est égal a un

L ds?
N ut ¥ = 2 1. (15.1.14)

II est relié a la vitesse w du point matériel dans I'espace euclidien par

g dat da® ds

_ ok w?
= =ity /1 (15.1.15)

w
ou K K
1
= =T (15.1.16)
¢ [1_ w2 c
c2
Tandis que
0
oot (15.1.17)

dS QDQ ’Yw
V= e

Le quadri-vecteur @ est appelé vecteur vitesse, bien qu’il soit sans dimension.

15.2 Le vecteur énergie-impulsion

Pour trouver les équations du mouvement du point matériel relativiste, de charge
électrique @), dans un champ électromagnétique extérieur, partons du produit

fdt=Q[E +wx Bldt =Q[Edt +dz x B] (15.2.18)
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de la force de Lorentz par dt, égal (par définition de I'impulsion de la particule), a
I'accroissement dp de I'impulsion dans l'intervalle de temps dt. En introduisant les
notations tensorielles, (15.2.18) se récrit

dp® = fFdt = Q F¥P dxg, (15.2.19)
qui sont les composantes spatiales du quadrivecteur
Q F°P dxg. (15.2.20)

Il en résulte que 'impulsion p doit aussi former les composantes spatiales d’un vecteur
d’espace-temps. Puisque le tri-vecteur p doit étre proportionnel a la vitesse w, le seul
vecteur qui remplit ces exigences est

p* =mcu® (15.2.21)
soit
P = (15.2.22)
=%
mwl
pt = —— (15.2.23)
=%
mw2
pt= —— (15.2.24)
=%
mw3
P = —— (15.2.25)
1 — W

Remarque 15.1. On pourrait penser d une forme plus générale que (15.2.21), a
savoir, p* = mcu® f(ﬂQ) mais, puisque u> =1, f(ﬁ2) est une constante .

—2 . . .
Lorsque %5 <<< 1, on retrouve la relation non relativiste

D = mw; (15.2.26)
a cette méme approximation,
0 2 1 9
cpl=me + oma. (15.2.27)
La différence
ep’ —mc? (15.2.28)

est donc I’énergie cinétique de la particule; elle differe de son expression non relativiste
52 . .
par des termes o(%zr). Noter aussi la relation

U =1 < p po=m>c (15.2.29)

qui équivaut a
E=+\pPE2+m2c, avec E>mc. (15.2.30)
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15.2.1 Le photon

Le photon est une particule de masse m = 0; il possede un vecteur énergie-
impulsion de type lumiere
P po = 0. (15.2.31)

Les relations (15.2.22) & (15.2.25) gardent un sens a la limite m — 0 a la condition
que w = |w| — ¢. On évite ces passages a la limite en ”voyant” le photon comme une
onde plane monochromatique dont le vecteur fréquence-nombre d’ondes

KO = % k= 2; 7 (15.2.32)
est proportionnel au vecteur énergie-impulsion du photon: 1’énergie E = ¢p° du
photon est liée a la fréquence de 'onde par

E=hv=nhw, ou p’=hk° (15.2.33)
ou h est la constante de Planck et h = % Cette formule a été établie par Einstein

en 1905 dans sa théorie de l'effet photoélectrique. Elle se compléte par les relations
P =hk (15.2.34)

entre I'impulsion du photon et le vecteur nombre-d’ondes de 'onde associée. Ces
dernieres relations ont été confirmées par ’expérience (par exemple dans 'effet Compton).

15.3 Les équations de la mécanique relativiste

Une premiere forme différentielle de ces équations s’obtient en égalant a (15.2.20)
I’accroissement dp® du vecteur énergie-impulsion

dp® = Q F°P dxp. (15.3.35)

A T’aide du paramétre s, elles s’écrivent
)

dp®

—— =QFP 15.3.36
1o = QFus ( )
ou o
mch = QFPuyg. (15.3.37)
s
Ces 4 équations ne sont pas indépendantes: en effet, la combinaison
d (0%
M C U, dL = Qua F*Pug (15.3.38)
S
est une identité car g 1 d
mc g % =mey E(uauo‘) =0 (15.3.39)

et du fait de 'antisymétrie de F,
Quo F*Pug = 0. (15.3.40)

Pour F' = 0 ou @ = 0, les équations (15.3.37) se réduisent évidemment aux équations
du mouvement de la particule libre.
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FI1G. 15.1 — Trajectoires 1) relativiste x ~ sinh?(y), 2) non relativiste x ~ y>

15.4 Trajectoire d’un électron dans un champ électrique

Considérons un électron de charge e dans un champ électrique extérieur £ = E 1,
uniforme et constant. En repassant au parametre ¢, les équations du mouvement

s’écrivent

d
m— We =eF
dt 1 w2
2
d
md— wy — = 0
t 1 @5_22
d
mo 2z =0
dt 1 w2
=

(15.4.41)

(15.4.42)

(15.4.43)

Avec comme conditions initiales, z(0) = y(0) = z(0) = 0 et w,(0) = w.(0) = 0, ces

équations s’integrent directement pour donner

Wy e

=—Ft

2

1-% M

wy K wy(0)

Y 1O
w, =0

On en tire aisément i’—j puis
1 w? . m? c?
2 M2+ K2+ 2 E2¢2
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donc aussi

dzx ecEt

W, = — —

Tdt Vm22 1 K2+ 2B

dy cK

Wy = " = VM2 L K2+ 2 B2 12
dz

= — = 0
YT

La trajectoire relativiste est donnée par

x(t) = é [\/m202 + K2 + 2E22 — /m2c® + K?|

cK ekt

t) = — sinh ™} (——————
o) = S sinh (=)
z(t) = 0.
Les équations non relativistes
dx e dy dz
— = —FEt, = =w,(0), — =0
im0 g
donnent, par contre
€ 2
x(t) = %Et . y(t) =wy(0)t, z(t)=0.
2
1.8 2 -
1.6F -
14} 4
1.2F -
l iiiiiiiiiiiiiiiiiii
0.8 -
0.6 -
0.4f 4
0.2F -
C'0 0‘.2 OI.4 OIAG OI.8 :II. 172 ll.4 llAG 1‘.8

2

F1a. 15.2 — Vitesse w, /c: 1) relativiste, 2) non relativiste.
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15.5 Loi du choc des particules libres

En relativité galiléenne, cette loi exprime la conservation de I'impulsion totale du
systeme de particules: la somme des impulsions avant le choc est égale a la somme
des impulsions apres le choc.

En relativité restreinte, la loi doit s’exprimer de fagon covariante pour le groupe
de Lorentz-Poincaré. Il y a donc conservation du vecteur énergie-impulsion totale

n m
S o= p (15.5.56)
i=1 j=1

Remarquer que le nombre n de particules avant le choc ne doit pas étre égal au
nombre m de particules apres le choc.

Cette loi a d’importantes applications en physique nucléaire et en physique des
particules élémentaires.

15.5.1 Désintégration du 7° en deux photons

0

Pour l'observateur O, au repos par rapport au 7°, son vecteur énergie-impulsion

n’a qu’une seule composante non nulle, & savoir
cpd =my (15.5.57)

Pour O, les vecteurs énergie-impulsion des photons sont

P =) = %,ﬁl) (15.5.58)
Py = (= %,m) (15.5.59)

La conservation de I'impulsion implique
0 = p1 + P2, (15.5.60)

et la conservation de I’énergie fournit

mﬂ_cQ:c,/ﬁ%+01/ﬁ%:20\/]§%:2E1, (15561)

puisque pz = —p.

15.5.2 La formule d’Einstein E = m ¢?

Le cas traité ci-dessus n’est qu'un exemple d’application de la formule démontrée
par Einstein en 1905. Sous la forme
AFE
AM = —- (15.5.62)
c
elle exprime que la masse d’un corps est une mesure de son contenu énergétique;

si ce corps émet, sous une forme quelconque, ’énergie AFE, sa masse diminue de
AM = AE/c.

172



Considérons, par exemple, la désintégration d’un noyau instable de masse M en
deux noyaux de masses égales, m, pour simplifier. Dans le systeme ot M est immobile,
la conservation de I’énergie et de I'impulsion donne

0=p1+D2

M c? = cy/p? +m2c2 + ey /3 +m?2 2 (15.5.63)
=2cy/p? +m? c? (15.5.64)
2mc?

== (15.5.65)

2

H
ﬁw| g

La désintégration ne peut avoir lieu que si M > 2m. Dans ce processus, la différence
de masse, AM = M — 2m, s’est ici transformée en énergie cinétique portée par les
noyaux finals:

—_
NS}

(15.5.66)

Le phénomeéne inverse existe aussi: dans des chocs de particules, une partie de I’énergie
cinétique des particules entrantes peut étre utilisée pour créer de nouvelles particules.
Par exemple: pour des électrons, positons suffisamment énergétiques, le processus

et e = put+u, (15.5.67)
peut se produire, alors que muc2 =105 MeV et m.c? = 0.5 MeV.

15.5.3 L’effet Compton ou v +e~ — v+ e~

On étudie ici la diffusion élastique d’un photon par un électron libre. Dans le
systeme de repos de I’électron initial:

Dy = De + Gy (15568)
Mec + ¢y /P2 = c\/P2 +m2c® + ¢\ /2. (15.5.69)

ou p est 'impulsion du photon initial, p. et ¢, sont respectivement les impulsions de
I’électron et du photon apres le choc. Avec c|p,| = hv et ¢|g,| = hV/', ces équations
sont équivalentes a

Pe =Py — Gy (15.5.70)
mec® +h (v —v') = cy/p2 + m2c2. (15.5.71)

En élevant ces équations au carré, on obtient

V= 7 (15.5.72)
1+ 25 (1 —cos0)
ou 6 est 'angle entre I'impulsion du photon final et I'impulsion du photon initial:
Dvy-Gy = |Dy||@y| cosb. (15.5.73)
Dans les conditions ou T:’;g << 1, (15.5.72) se réduit a
vV —v hv
S T e (1 —cos®). (15.5.74)
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Chapitre 16

Rayonnement émis par des
charges accélérées

16.1 Potentiels retardés et avancés: Fonctions de Green
invariantes

Dans le vide, le champ électromagnétique F' produit par la source J satisfait les

équations de Maxwell
Do FOP = g JP. (16.1.1)

En termes du potentiel, ces équations deviennent
O AP — 9P (0 A%) = po J° (16.1.2)

qui se réduisent a
0 A% =y J° (16.1.3)

si le potentiel vérifie la condition de Lorentz
Oq A% = 0. (16.1.4)

A Taide de la fonction de Green retardée Gy et (z,z") ( resp. avancée Ggp(2,2')) solution

de

Oz Gret(an) (z,2") = 47 6% (z — 2), (16.1.5)
ou )
S —2)=06a"—2") @z -7) = —o(t—1) 5z — ') (16.1.6)
la solution retardée (resp. avancée) de 1’équation d’ondes inhomogenes s’écrit
Asyla) = 10 / B0 Gron(,2") I (7)) (16.1.7)
A% (z) = Z—O / d*x’ Goy(2,2") J*(2). (16.1.8)
s
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Ces fonctions de Green ont déja été utilisées au chapitre 8; elles sont données expli-
citement par

Gret(z,2") = 6(z° — 2 — |z — T|)

(16.1.9)

7

Gao(z,2) = 6(z'° — 20 — |z — 7|) ——

|z — Z

T (16.1.10)
Ces fonctions de Green peuvent étre récrites sous une forme explicitement invariante
pour les transformations de L = {A € L,AO0 > 1} en utilisant I'identité suivante
entre distributions

Sl(x — 2")?] = 8§[(2° — 2/°)% — |z — 7)?] (16.1.11)
=6[(2 =2 — -2 (2°— 2" + |z — 7] (16.1.12)
=7 1_ T 0(z® - 2"° — |z — &|) + 8(z° — 2" + |z — Z'])].  (16.1.13)

On en tire
Gret(z,2') =20(2° — 2/°) [(z — 2/)?] (16.1.14)
Gao(z,2') =202 — 2°) §[(x — 2')?]. (16.1.15)

O est la fonction de Heaviside, égale a 1 lorsque son argument est positif, nulle
lorsque son argument est négatif. La quantité (z — 2’)2, égale au carré de la norme
du vecteur (z# — /") est invariante pour tout le groupe de Lorentz-Poincaré; sa
présence dans 'argument de & dont le support est réduit au point 0 indique que seule
la valeur (x — 2')? = 0 fournit une contribution non nulle & (16.1.14) et (16.1.15). Le
vecteur (z# — 2’*) est donc de type lumiere et on sait que LT conserve le signe de sa
composante temporelle qui est 'argument de ©. Les deux fonctions de Green sont
donc bien invariantes pour L.

16.2 Vecteur densité-courant d’une charge en mouvement

Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéresserons au champ é.m. produit par
une particule chargée en mouvement.

Si cette particule est une charge ponctuelle e en Z(t) dans 'espace euclidien & 3
dimensions, ses densités de charges et de courants sont données par

) =ecd(z —z(t) (16.2.16)
J@t) = plad) w(t) = ew(t) (@ — 2(1), (16.2.17)
avec w(t) = dzgt).
En fonction des coordonnées x#(s) d’un point de la trajectoire ¢ dans l’espace-
temps, ces densités se regroupent en le vecteur densité-courant qui peut aussi se
mettre sous la forme

J%z) =ec /OO dsu®(s) 04 (z" — 2*(s)), (16.2.18)

—00
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ou u*(s) = %S(S) est le vecteur vitesse. L’égalité entre ces expressions s’établit le plus

simplement en remplagant la variable d’intégration s dans (16.2.18) par la variable
0
z°(s)

J(z) = JO(Z,ct) (16.2.19)
=ec /00 da®(s) #ﬁs) u(s) 6%(z — z(s)) 6(z" — 2%(s)) (16.2.20)
—ec [d;é?s) df”;(s)] (& — 2(5)) |20 (5) a0 (16.2.21)
“ee Zﬁi((;) 53T — £(5))]a0(s)at—ct- (16.2.22)

A 29 ou t fixé, ’équation
20(s) =2 ou 2%(s)=ct (16.2.23)
sélectionne une valeur de s, & savoir s(¢) pour laquelle

z(s(t)) = z(t) (16.2.24)
xa(s)‘ 1 dx®(t)
dz0(s) =W T ¢ Tar

QU

(16.2.25)

33

Pour o = 0, % =¢, pour a = k =1,2,3, dz;t(t) = wk(t). CQFD

16.3 Potentiels de Liénard-Wiechert

Le potentiel retardé produit par une charge en mouvement se met donc sous la

forme
A%, (x) = 22[;00 / d*z’ ©(z° — x/o) §[(x — 2')?] / dsu®(s) 0t (a'" — a2 (s)).

(16.3.26)
En permutant ’ordre des intégrations, 'intégrale sur le volume d’espace-temps devi-
ent immédiate grace & la présence du 8%, et il reste

Aa

ret

2epoc [ @ 0 0 2
(x) = dsu®(s)O(z” —z°(s)) d[(x — z(s))]. (16.3.27)
ar J_

Sous cette forme, on voit explicitement que la seule contribution au potentiel, en x,
provient de la charge située au point z(sg), a l'intersection de la trajectoire x(s) et
du demi-cone passé du point x.

Pour évaluer (16.3.27), on utilise I’égalité suivante entre distributions, valable
pour une fonction f qui ne possede que des zéros simples,

1
S[f(@)] = oz — wi) ——— (16.3.28)
ou les x; sont les zéros de la fonction f. Nous avons besoin de
d
I [(z — 2(s))?] = =2 2" — 2(s) | up(s) (16.3.29)
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évalué en s = s tel que (z — x(s9))? = 0 et 2° > 2%(s¢). Le potentiel s’écrit donc
comme

a
Aret

(z) = L€ [[ u?(s) (16.3.30)

o e Ty o) o=
Ce potentiel est connu sous le nom de potentiel de LIENARD-WIECHERT. On le
trouve souvent écrit sous une forme plus familiere mais non manifestement covariante:
notons d’abord que la définition méme de s¢ implique que

2% — 2%(s9) = |7 — Z(s0)| = Ry, (16.3.31)
1l vient donc
[2F — 2#(s) Juu(s) = [2° — 2°(s0) ] uo(s0) — [Z — Z(s0) ].@(s0) (16.3.32)
=5 Ry, — éww.ﬁ Ry, (16.3.33)
=Ry, (1 —3.n) (16.3.34)

ol 71 est le vecteur unité dans la direction de z — Z(sq) et 3 = %, évalué au temps

retardé ctg = ct — Ry,. Le potentiel de Liénard-Wiechert se récrit donc comme

1 e

bret(Tt) = c A% (T t) = e [ ) R]“t (16.3.35)
) ew
Arer(@t) = [7(1 5 = et (16.3.36)

16.4 Champ électromagnétique d’une charge mobile

Le champ électromagnétique retardé Fnz3 = 0,43 — 0gAs (nous omettons 'in-
dice "ret” pour alléger les notations) peut étre calculé directement en dérivant les
potentiels de L-W; il est cependant plus simple de le faire a partir de 'expression
covariante du potentiel:

00 Ag = O Qiﬁfc / " dsug(s) O@° — 2(s)) 8[(x — (s))7). (16.4.37)

—00

Sous 'intégrale (16.4.37), deux facteurs dépendent des coordonnées z®, a savoir O et
d; or

06 0(z° — 2%(s)) = 82 6(2° — 2%(s)), (16.4.38)
et le produit

5(z° — 20(s)) 6[(z — 2(s))?] = 6(2° — 2°(5)) 6[—(z — (s))?] (16.4.39)

177



ne peut apporter de contribution a l'intégrale que pour 2° —2°(s) = 0 = R. Pour tout
R # 0 (ce qui nous importe ici puisque nous avons en vue de calculer du rayonnement,)
on peut donc oublier ce terme et calculer (16.4.37) en ne dérivant que le facteur §
sous l'intégrale

On Ag = /OO dsug(s) O(x° — 2°(s)) Oy 0[(z — 2(s))?]. (16.4.40)

Le gradient de § se calcule comme

0 ds d
70100 = 0uf 5 5

pour f = (x — x(s))?; il vient donc

Oa 81 (5)] = o] (16.4.41)

0o O[f ()] = — uu((ga(;uxjgzs)) % 5[] (16.4.42)

En insérant ceci dans (16.4.37), puis en intégrant par parties et en négligeant toujours
les dérivées de O, il reste

2epoc [0 d ug(s) (Ta — xa(s)) 29— 20(s z — 2(s))2
o ste) = S [ o L ey 0~ 0l E1?4]43)

Cette intégrale a la méme forme que (16.3.27) avec u®(s) remplacé par d—[ J; le
résultat se déduit donc directement de (16.3.30) par la méme substitution: il vient
donc, pour d, Ag — 03 Aa,

o _ eupc 1
F B(HU) - 47(; [zH — 2k (s)] uy(s) (16.4.44)
A P(5) (2 — 29(s) — u(s) (27 — 2°(s))
| w0, (5) [17 — 2¥(5)) J om0 (16.4.45)

ds

Sous cette forme, le champ électromagnétique est manifestement covariant, mais pas
tres explicite. 11 est utile d’en extraire les champs E et B en fonction de la vitesse et
de 'accélération de la particule. Pour cela, rappelons que

2% —2%s9) = Ryy , T — Z(s0) =0 Ry, (16.4.46)
u®(so) =l » (s0) =Bl (16.4.47)
du’ v dy 1 4= =
s =~ =l = 27" BBl (16.4.48)
duk 1 . — =
— o == 078+ 8" (BA) (16.4.49)
d d
E[uu(aﬂ“ —at(s)) = =1+ (a2 — 2t(s)) % (16.4.50)
Dans la derniere ligne, on a utilisé u,(s) dxs( o) = uy(s)ut(s) = 1. On en tire
_ 1 _
B(z,t) = —[n n X E| (16.4.51)
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et

T e 72(1 — B.n)3 R2 (1- ﬁﬁ)?’ R et
E et B apparaissent naturellement comme la somme de deux termes: le premier qui
ne dépend que de 3 et qui décroit comme R72, le second qui décroit comme R

(16.4.52)

est linéaire en 'accélération (8 de la particule; c’est ce dernier terme qui fournit les
”champs de rayonnement”.

Si 3 est constant, les champs de rayonnement sont évidemment nuls.

16.5 Puissance rayonnée par une charge accélérée

Si la charge accélérée est observée dans un référentiel ou sa vitesse 0 << 1, le
champ électrique de rayonnement se réduit a

Eraa(#.t) = 4;06 2= (Z B (16.5.53)
Le courant d’énergie a l'instant ¢ est donné par le vecteur de Poynting
S = i[E X Blraq = =N E? 7 (16.5.54)
Ho Hoc

et la puissance rayonnée, égale au flux du vecteur de Poynting au travers de la surface
Soo, €st donnée par

— w2 16.5.
p— / 5.5 347T6063H (16.5.55)

Cette formule est due a LARMOR: elle donne la puissance instantanée rayonnée par
une particule accélérée, mais non relativiste.

On peut démontrer que P est invariant pour le groupe de Lorentz. Des lors, au lieu
de faire explicitement le calcul relativiste de la puissance rayonnée, on peut essayer
de construire un invariant qui se réduit a la formule de Larmor pour § << 1. Il y en
a beaucoup, mais un seul n’est fonction que de 3 et 3; c’est

2 e 1, du,du?
kv R (16.5.56)
2 e 1 45 o, duy,dut)
BTy R T (16.5.57)
Avec u’ =y et u =70, et (u)? — (4)? =1, 0n a
du® _ -
—r =788 (16.5.58)
du 3.5 5\ 3 -
- =7 (BB)B+7B (16.5.59)
et dud p
o dut iy duy g duny o dUy gz o 2
(VP + () == () + () =" (F = (Bx ). (16.5.60)



On en tire

21 _ oz,

= 3T [(3)? = (B x B)?)- (16.5.61)
Cette formule relativiste est due a LIENARD, elle est d’application courante dans le
cadre des accélérateurs de particules chargées. En terme du vecteur énergie-impulsion
de la particule, p* = mcut, (16.5.57) se récrit comme

2 e 1 dp,, dp*

- —t = 16.5.62
347Teomc( ds ds) (16.5.62)

2 e 1 dp, 1 ,dE,

= e G = 5 () (16.5.63)
62
- ;47‘1’60% [(ji) 52( 28l (16.5.64)

Pour une force extérieure fixée, c’est-a-dire, pour d—i’ fixé, P dépend de l'inverse du
carré de la masse de la particule; ’énergie rayonnée est donc plus importante pour
les particules plus légeres, cad pour les électrons.

16.5.1 Accélérateur linéaire

Dans un accélérateur linéaire la particule se meut sur une droite , 3 || 3. Dans ce
cas, (16.5.64) se réduit a

2 e 1 o dpo 2 €2 1 dpg,
=—-———(1- - —))“. 16.5.65
P 3 4meg m2c (=57 ( ) 3 4mweg m2c3 (dt) ( )
Or,
E = /p*c2 + m2ct (16.5.66)
don dE dp _ dp_drd
dE _p odp _ dp _dudp
at B @ Yat T dtdt (16.5.67)
et
dE dt dE dp
= P 16.5.68
dt dx dx dt ( )
et aussi ) p ) iE
2 e 1 D 2 e 1
= (=) = (—)2 (16.5.69)

dt 3 dreg m2c3 \ dx
La puissance rayonnée ne dépend que de la force extérieure qui détermine la variation
de I’énergie de la particule en fonction de la distance; P ne dépend ni de 1’énergie de la
particule ni de son impulsion. Le rapport entre la puissance rayonnée et la puissance

fournie par les sources externes est

P 2¢ 1 1dE 2 ¢ 1 dE

3 4mweg m2c3

= - —— — . 16.5.70
(dE/dt)  34mweg m2c3 w dx =1 3 dreome® me2 dx ( )
Pour un électron, me c? = 0.5MeV et
o2
T = 28x 107 %m (16.5.71)
TEYMeC

et Pordre de grandeur du gain en énergie au SLAC, par exemple, est de 35 MeV/m.
La perte d’énergie par rayonnement est donc tout a fait négligeable pour les électrons
donc aussi pour des particules plus lourdes.
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16.5.2 Accélérateur circulaire

Ici, la situation est tres différente: 3 L 3 et |B] = w|B|, avec w = (c¢B/p) ou p
est le rayon de l'orbite. Dans ce type de machines, I'impulsion p change rapidement
en direction lorsque la particule tourne, mais la variation de l’énergie par tour est
petite, en fait

dp w 1 dFE
125! = Pl >> 1=l (16.5.72)
Dans ce cas, (16.5.64) devient approximativement
2 e 1 45 9, .5 261 4 4
=—— pl* = =——— . 16.5.73
3 4meg m2c3 7wl 34dmey p? Ve ( )
L’énergie rayonnée par tour est
2 4 e 1
SE="2p= % 46 =48 (16.5.74)
w TEQ P
4r e 1 FE 4 4
Pour 5 — 1,
4r 2 1 E

Dans les premiers synchrotrons a électrons, p ~ 1m, Eyep ~ 0.3GeV = 3 x 10°MeV,
€ _14x10"BMeV m et

4eq

6Emaz =~ 7.6 x 1074 MeV = 0.76keV. (16.5.77)
Ceci était heureusement inférieur au gain d’énergie de quelques keV par tour, mais

déja non négligeable. Au CERN, ou I’énergie maximale des électrons est actuellement
de 100 GeV = 10° MeV et le rayon p = 4.25 x 10> m, §Epqp ~ 2.3 GeV.
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Annexe A

Quelques outils mathématiques

A.1 Rappels d’algebre linéaire

A.1.1 Espace vectoriel V sur R

Définition A.1l. l’ensemble V d’éléments {u,v,...} est un espace vectoriel si V est
un groupe additif muni d’une multiplication par des scalaires {a,b,.. € R}:

av=va€eR, 1lv=v, 00=0 (A.1.1)
a(t+v)=au+av (A.1.2)
(a+b)v=0av+bu. (A.1.3)

Les vecteurs {v1,02,...,0; } sont linéairement indépendants si

a1v1+agve+...+tarvp,=0—oa; =ay=..=a=0. (A.1.4)

La dimension de V est égale au nombre maximal n de vecteurs linéairement
indépendants de V. On appelle base tout ensemble de n vecteurs linéairement indépendants;
soit, par exemple I’ensemble {é1,€9,...,&, }. Tout vecteur v de V' s’écrit de fagon unique
comme combinaison linéaire des vecteurs d’une base

v=¢ervl Feav? + . e, 0" = el (A.1.5)

Les nombres réels v/ sont les composantes contravariantes du vecteur v. Soit une
deuxiéme base de V' formée des vecteurs {&/,é,...,e,, } qui s’expriment dans la premiére
par les combinaisons linéaires

& =¢e; B, det B+#0. (A.1.6)
Les composantes contravariantes de v dans les deux bases sont liées par
v=¢v =ée,vF=¢g B v* (A.1.7)
=6V =6 U =65 B L

soit ' ‘
vl =B, vk (A.1.8)
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A.1.2 Espace dual V*

Définition A.2. V* est [’espace des formes linéaires sur V, c’est-a-dire, des applic-
ations linéaires de V dans R.

Les éléments de V* sont notés {u,v,...}:

u(v) € R (A.1.9)
u(av+bw)=awu(v)+ bu(w). (A.1.10)

Siv=¢;v,
u () = u(ejv’) =ujvl. (A.1.11)

L’action de la forme linéaire u sur un vecteur est donc entierement définie par son
action sur les vecteurs d’une base, soit par les n nombres réels u; = u (€;). Avec

(au) (v) = au(v) (A.1.12)
(aut + bu?) (0) = au® (v) + bu? (9), (A.1.13)

V* est un espace vectoriel sur R de méme dimension n que V' (pour n fini); les formes
linéaires sont aussi appelées covecteurs.

A la base {€;}, est associée, dans V', la base duale {e',€?,...,e™} définie par

1 j=k

0 itk (A.1.14)

/) sont les composantes du covecteur u dans la base duale;

Les nombres réels u; = u (€;
w€F, il vient

en effet, si on pose u = 1w
u; = u (&) =ty e (&) =y 0F = 1. (A.1.15)

Si les bases {€;} et {€}} sont reliées par (A.1.6), on vérifie aisément que leurs
bases duales respectives sont reliées par

e = Bk . (A.1.16)

et que les composantes du covecteur u dans ces bases duales sont reliées par
k
uj = uy, BY;. (A.1.17)
A.1.3 Tenseurs

Définition A.3. Un tenseur T de type (h) est une application multilinéaire

T:V*x..xV*xVx.xV->R (A.1.18)

~
q

P
(gl,...,gp,ﬂl,...,z_}q) — T(gl,...,gp,f}l,...,z—}q) eR (A.1.19)

linéaire en chacune des variables.
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Par définition, les tenseurs (J) sont les scalaires de R.

Les tenseurs de type ({) sont les covecteurs, éléments de V*.

Les tenseurs de type ((1)) sont les éléments de V**; on peut cependant montrer que
V** est isomorphe & V', c’est pourquoi on identifie le vecteur ¥ avec le tenseur ((1])
dont ’action sur un covecteur u est définie par la relation de dualité

(w) = u(). (A.1.20)

Le tenseur T' de type (4) est entierement défini comme application multilinéaire
si son action est définie sur les vecteurs et covecteurs d’une base et de la base duale,
soit par les nombres

Tkl-..kp _ T(gkl,--.,gkp7éj17-"7éjq)7 (A121)

Jijg T

qui sont les composantes du tenseur dans la base ”e”. Ses composantes dans la base

”e’ 7 sont reliées aux précédentes par les relations linéaires homogenes suivantes

"k1...k _ l1...0 i1 J 71191 ,lkip
T j’;qu =T ”Z.l___iq B% .B j.q B, ..B7 . (A.1.22)
Avec les définitions habituelles de la somme de deux tenseurs de méme type et de
leur multiplication par des réels, on voit aisément que les tenseurs (5) forment un
espace vectoriel Z(p,q) de dimension nP™4.

Contraction d’un tenseur

La contraction entre le i-eme covecteur et le j-eme vecteur est définie comme
lapplication de Z(p,q) — Z(p — 1,¢ — 1)

T CyT = S T(y € i @ ). (A.1.23)
k M M
? J

On vérifie aisément que la contraction ne dépend pas de la base impliquée dans la
définition. Les composantes du tenseur contracté sont données par exemple par

ki...kp— k1. ko 10
C)f ey =t (A.1.24)

Produit tensoriel de tenseurs

n

n ), on définit le tenseur

Soit S un tenseur de type (§) et 7' un tenseur de type (

S®T de type (Zifn) par

(S&T) (uh,..u?P™ 01, 0gpm) =
= S(ul,..? 01,...09) T (WP P Byi1,e grm)- (A.1.25)

Ses composantes sont données par les produits

G-k

kp+1--Fptn
J1---Jp T

(A.1.26)

Ja+1---Jg+m’

En général, S® T # T ® S. Le produit tensoriel est associatif: pour trois tenseurs
S7T7U7
SRMITRU)=(ST)eU=SeTeU. (A.1.27)
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On en déduit une maniere de construire des tenseurs par produits tensoriels de vec-
teurs et de covecteurs. Un tenseur défini par un tel produit est appelé tenseur simple.
Si {€;} est une base de V et {e’} est sa base duale, on montre aisément que les n¢*?
tenseurs simples

& ® .. Qe Qe ®...® e (A.1.28)

sont linéairement indépendants donc aussi qu'ils fournissent une base de Z(p,q). Dans
cette base, le tenseur T s’exprime comme

K. kp

T=T i1 ® . ®E, QN ® .. @ (A.1.29)

k... kp

Les coefficients T j, sont les composantes du tenseur 1" dans la base ”e” définies

en (A.1.21). La loi de transformation (A.1.22) de ses composantes lors d’un change-
ment de base (A.1.6) nous assure que

"k

r=T J1--dq

ey @ @, e @ .. @, (A.1.30)

Remarque A.1. On définit souvent un tenseur par ses composantes dans une base
et par la loi de transformation (A.1.22) de ses composantes.

Exemples

1) Le tenseur de type (1) défini sur le produit V* x V a pour composantes dans

la base ”e” les nombres
T = T(e" ;). (A.1.31)

Dans le changement de base (A.1.6) elles deviennent
T = 1% B, B, (A.1.32)
Le tenseur unité I est de ce type:
I=¢g e =¢jae’ (A.1.33)
o=1]=g. (A.1.34)
2) Un tenseur de type (J) ou tenseur deux fois covariant est une application
bilinéaire
T:VxV:(vw)—T(v;w) € R (A.1.35)
Ses composantes dans la base ”e” sont données par les n? nombres réels
Ti; = T(&;,€5)- (A.1.36)
Le tenseur T? transposé de T est défini par ’égalité, Vu,w,
T (v,w) = T(w,v). (A.1.37)

Le tenseur T est dit symétrique si

T =T. (A.1.38)



Dans ce cas

T = Tj;. (A.1.39)
Le tenseur T est dit antisymétrique si
T' = —T. (A.1.40)
Dans ce cas
Tij = —Tj;. (A.1.41)

A.1.4 Produit scalaire euclidien sur V - Tenseur métrique

Définition A.4. un tel produit scalaire est une application bilinéaire de V XV dans
R, symétrique, définie positive et non dégénérée:

vw € R (A.1.42)

V.0 = W.0 (A.1.43)
v.(cu+bw)=av.u+bv.w (A.1.44)
0.0>0, v=0<0=0 (A.1.45)

Deux vecteurs sont dits orthogonaux si leur produit scalaire est nul. La longueur
ou la norme du vecteur o est la racine carrée positive de son carré scalaire: |v| = \/v.0.
Le produit scalaire sur V définit le tenseur métrique g, symétrique, de type (3) par

g(u,v) = u.v; (A.1.46)

M A

ses composantes dans la base ”e” sont données par les produits scalaires des vecteurs
de base [v.w = v' w’ (&;.€;)], soit par les nombres

€;-€; = Gij = Gji- (A.1.47)

Ils forment les éléments d’une matrice réelle n X n, symétrique, inversible et dont les
éléments de la diagonale principale g; = €;.€; = h? sont strictement positifs. La base
{€;} est dite orthogonale si g;; = h; d;j; elle est dite orthonormée si g;; = J;;. Dans
ce dernier cas, la matrice d’éléments g;; est égale a la matrice unité I.

A.1.5 Isomorphisme entre V' et V*

Théoréme A.1l. le produit scalaire établit une correspondance 1-1 linéaire entre les
vecteurs u de V et les covecteurs u de V* définie par la relation suivante, pour tout
v deV

u(v) = u.v. (A.1.48)

Cette correspondance est un isomorphisme de vectoriels.
A labase duale {¢/} de V* est ainsi associée, dans V, la base réciproque {é.,e2,...e" }

définie par la relation A ‘ ‘
el.e; = ¢l (e) =07. (A.1.49)

Tout vecteur v de V' peut alors aussi s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs
de la base réciproque
v = elv. (A.1.50)
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Les nombres réels v; sont les composantes covariantes du vecteur v; elles s’obtiennent
par

v.ej =v; (A.1.51)
et sont reliées aux composantes contravariantes par
= (eroh).e; =P gry A1.52
vj = (epv").€j = V" gi;j. (A.1.52)
Inversément, les composantes contravariantes de v, peuvent se calculer comme
v =08 = (g, v").el. (A.1.53)
On vérifie aisément que les deux bases de V' sont liées par les relations
¢ = gri, @ =eépg" A.1.54
€j = € grj, €. =¢erg”’, (A.1.54)

1

ol ¢?*F désigne 1’élément de la ligne j, colonne k de la matrice g~ ! inverse de la matrice

g = (gij) et que

el.eh = gih = ghi (A.1.55)
ainsi que ‘
o = gk ;. (A.1.56)

Si la base {€;} est orthogonale, il en est de méme de la base réciproque et

el.el =g’ = 7 (A.1.57)
J
ila base {€;} est orthonormée, la base réciproque est orthonormée et ne se distingue

Silab e;} est orth de, la b Sciproq t orth Se et disting

pas de la premiere; dans une telle base, les composantes covariantes et contravariantes

d’un vecteur sont identiques.

Dans la suite, nous serons essentiellement amenés & utiliser des bases naturelles
{e; = %} associées a des choix de coordonnées curvilignes orthogonales; nous serons
alors amenés a leur associer des bases orthonormées dites physiques {u;} par

€ = hj Uj, Uy €;. (A.1.58)

1
= W
Nous définirons les composantes physiques V7 = Vj du vecteur v dans la base physique
{u;} par ' ‘ ‘

v=¢jv) =u; V! = elv; (A.1.59)

elles sont liées aux composantes contravariantes et covariantes par les relations

; ; 1
VI =hjv = 7o Ui (il n’y a pas de somme sur j). (A.1.60)
J
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A.1.6 Produit vectoriel dans V = R3

Définition A.5. Dans V = R3, le produit vectoriel est une application bilinéaire,
antisymétrique, de V. x V dans V qui vérifie l’identité de Jacobi:

uxveV (A.1.61)

ux (av+bw)=auxvV+buxw (A.1.62)
UXV=—0UXT (A.1.63)

aux (0 xw)+0vx (wxua)+wx(uxv)=0. (A.1.64)

Ce produit vectoriel structure R? en une algébre de Lie. Le produit vectoriel est
completement défini sur V' x V par les produits vectoriels des vecteurs d’une base: il
nécessite un choix d’orientation de la base et, par définition, %,v et u X v ont la méme
orientation que la base. Nous utiliserons essentiellement ici des bases dextrogyres. On
vérifiera comme exercice qu’entre la base et la base réciproque on a les relations

A 1 . .
ei=—¢éike;xeyp, et e =.\/ge el x el (A.1.65)
V9
g désigne le déterminant de la matrice (g;;) et €% (respectivement €ijk) est le symbole
de Levi-Civita, compléetement antisymétrique, qui prend la valeur

i) 1
i) — 1 (A.1.66)
iii) 0

i) 1 lorsque les valeurs données aux indices 4,7,k forment une permutation paire de

1,2,3; ii) —1 lorsque les valeurs données & 4,5,k forment une permutation impaire de
1,2,3 et iii) 0 dans tous les autres cas. Avec (A.1.65), le produit vectoriel s’écrit

o x W= (e, v") x (gwh) = (e¥ ) x (&% wy) (A.1.67)
o 1 ..
= Vg €iji e, v’ wh = kg, Vj W (A.1.68)
g

Remarque A.2. i) dans le changement de base (A.1.6), les bases {e;} et {€;} ont
la méme orientation si det A > 0, des orientations différentes si det A < 0.

ii) si la base {€;} est orthogonale et dextrogyre, la base {€, = —¢;} obtenue par
renversement du triedre est orthogonale et lévogyre; par définition, €1 X éy est dans la
direction de €3 alors que €, X €, est dans la direction de €5 = —e3. On en déduil que
les composantes de v x w dans les bases {&;} et {€,} sont égales: on dit que v x W est
un vecteur azxial ou pseudovecteur. Notons que, pour un vecteur (ou vecteur polaire),
on a

v=¢v) = (—¢;)(—v)) =& (—v) =&jv7 (A.1.69)
lorsqu’on renverse le triédre, les composantes d’un vecteur changent de signe les com-
posantes d’un pseudovecteur me changent pas de signe.

i11) Noter les propriétés suivantes

ux (v xw) = (uw)v— (uv)w (A.1.70)
(0 x w) =v.(w X u) =w.(u X V) (A.1.71)
0.(0 x w) =0 =w.(vx w). (A.1.72)



A.2 Champs de vecteurs et leurs dérivées

Dans la suite de ce cours, nous utiliserons essentiellement pour repérer les points
de I’espace R? des coordonnées curvilignes orthogonales telles les coordonnées cartésiennes,
sphériques ou cylindriques. Nous noterons par {€; = % [respectivement {a;}] la
base naturelle orthogonale [respectivement base physique orthonormée] formée des
vecteurs tangents aux lignes de coordonnées passant par le point P de coordonnées
(q',q%,¢%), orientés vers les ¢/ croissants et formant en P un triedre dextrogyre.

Soit dr le vecteur PP’ oil P’ est un point voisin de P, de coordonnées (' +dq',¢*+
dg*.q* + dg°):

dr = g; dg’ = €; dg’ = =ujh; de’ . (A.2.73)
Le carré de sa longueur représente le carré de la distance entre P et P’ et s’exprime
comme

dr? = ds® = gi; dq'dg’ = hj (dg’)’. (A.2.74)

A.2.1 Gradient d’une fonction scalaire

Soit f une fonction différentiable de R? dans R, son gradient en P est le vecteur

of _ _ ;i Of

Yf—g hal
Vf=¢el = o =érg o (A.2.75)
A.2.2 Différentielle d’une fonction scalaire f
La différentielle en P de la fonction f s’écrit comme
o o
daf = —f d¢’ =V f.dr. (A.2.76)

ol

A.2.3 Divergence d’'un champ de vecteurs

La divergence en P de la fonction vectorielle F' = ej F 7 de R? dans R? est le
scalaire

vi- L Gm) =

500 faq] [x/—gj’c k] (A.2.77)

A.2.4 Laplacien d’une fonction scalaire

Le Laplacien de f, en P, est la divergence de F' = V f, gradient de la fonction f:

Af=V.Nf. (A.2.78)
ou, explicitement,
1 9 o Of
Af = —— gk L A2
f= e aVie" oo (4279
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A.2.5 Rotationnel d’un champ de vecteurs

Le rotationnel en P, de la fonction vectorielle F' = el F}; est le vecteur

VxF= €; % Ewk a—quk =e€; % Ewk (3] Fk (A280)

Nous ferons souvent usage de la notation abrégée

0

A.2.6 Laplacien d’un champ de vecteurs F
Le Laplacien de F' au point P est le vecteur
AF =V (V.F)-V x (VxF). (A.2.82)

Théoréeme A.2. Si f est de classe C2, le rotationnel de son gradient est nul. Autre-
ment dit

VX (V) =& % ¢k 9, 01 f = 0. (A.2.83)

Ceci résulte du fait que, dans la somme sur les indices j et k, €7% est anti-
symétrique en (jk), alors que les dérivées secondes de f sont symétriques en (jk)
puisque f est supposée de classe C?:

0,0nf = k0, f. (A.2.84)

Théoréme A.3. Si les F}, sont de classe C2, la divergence du rotationnel de F est
nulle.

- — = 1 1 . 1
V.VxF)= 7 aj[\/gﬁ kM Oy, F] = 7 kM9, oy Fyy, = 0, (A.2.85)

Dans la sommation sur les indices j et k, ¢/* est antisymétrique en (jk), tandis que,

par hypothese, 0; O F,, = O, 0; Fiy,.

A.2.7 Lemmes de Poincaré

Théoréme A.4. Soit F' un champ vectoriel de classe C*, dans un domaine D étoilé
de R3. Si le rotationnel de F est nul dans D, alors F est le gradient d’un champ
scalaire f de classe C?:

VxF=0 ou 0;F,=0,F; - F=Vf. (A.2.86)

Théoreme A.5. Soit F un champ vectoriel de classe C', dans un domaine D étoilé
de R3. Si la divergence de F est nulle dans D, alors F est le rotationnel d’un champ
vectoriel G de classe C?:

VF=0—-F=VxG. (A.2.87)

Les démonstrations de ces lemmes se trouvent a la fin du cours d’analyse de
premiere candidature et aussi dans ’appendice B.
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A.3 Formulaire

A.3.1 Coordonnées cartésiennes

¢! =zeRqg? —yeRq =z€R (A.3.88)
F=1,F, +1,F,+1.F, (A.3.89)
dr = 1,doe + 1y dy + 1, dz, dr? = ds® = da? + dy* + d2? (A.3.90)
g =gn=gn=1=g"=¢"=¢" g=1 (A.3.91)
- L Of L Of . f

=1, 1 1, A.3.92
VIizlege Tl Tl (4.3.92)

0%f  0%f O*f
AM=Fataa T a2 (A.3.93)

= - OF, OF, OF.
F==" i’ - A3.94
\Y 5 o o (A.3.94)
VXxF=1,(0,F,—0,F,) +1,(0, Fy — 0, F,) + 1,(0, F, — 0, F;) (A.3.95)
AF =1, AF, +1,AF, + 1, AF, (A.3.96)

A.3.2 Coordonnées sphériques

x =rsinfcos ¢ (A.3.97)
y = rsinfsin g (A.3.98)
z=rcosf (A.3.99)
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A.3.3

¢ =recRy¢>=0¢c(07],¢® =y ecl02n] (A.3.100)
e = 1,,69 =71p,8, =7 sinb 1, (A.3.101)
F=1,F+1gF+1,F, (A.3.102)
di =1.dr+1prdf + 1,7 sinfdp (A.3.103)
ds® = dr? +r? df* + r? sin® 0 dyp? (A.3.104)
g11 = 1,g20 = 72,933 = r? sin®0; g =r* sin?0 (A.3.105)
1 1
11 22 33
=1 = — = = A.3.106
g 9 =590 = 5y ( )
=, < Of - 10f - 1 of
vi=l or 1o r o0 " Le rsinf Op (A.3.107)
10, ,0f 1 0,. 0f 1 9%f
ANf = =—(r*=L —(sinf==) + —————=5 A.3.108
I=25 ") T mneae " a0 T e o2 ( )
— - 19 0 1 OF
F==_—"(?"F, —(sin O F, - A.3.109
v r2 Br(r )+ rsineaﬁ(sm o)+ rsinf Op ( )
__ 1 .0 0Fy
F=1 Z (sinoF,) — 22
% Trsinﬁ[ae(sme 2 &p]
- 1 0F. 10 ~ 1.0 OF,
1 - — ——(rF, lo=[=(rFy) — == A.3.110
+ e[rsinﬁ dy 7“87“(70 P+ ‘pr[ar(r 2 00 ] ( )
z z
P P
z
0
@) @)
Yy
Y P ¥
cylindriques z sphériques
Coordonnées cylindriques
T = pcosp (A.3.111)
y = psing (A.3.112)
z=2z (A.3.113)
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'=peR ,F=9pc|02n, =2€R (A.3.114)
ep=1p8, =plye. =1, (A.3.115)
F=1,F,+1,F,+1.F. (A.3.116)
di =1,dp+1,pde +1.dz (A.3.117)
ds* = dp? + p* dp? + d2? (A.3.118)
g11 = 1,922 = p.g33 = 1,9 = p° (A.3.119)
1
142 = F,g?’?’ =1 (A.3.120)
— . - 0f 10f - of
=1, == +1,—==+1, = A.3.121
Vf P 3p + ¥ pa‘p + Oz ( )
10, Of 1 0%f  0*f
ANf=-=(pL)+ —=—5 +—= A.3.122
= - 10 10F, OF,
VF=-—(pF,)+-—2 z A.3.123
— - - 10F OF, - OF OF.
F=1,[-22 - 22141, [=Z2 -2 A.3.124
V x p[P8§0 az]+ ‘P[az ap] ( 3 )
~ 1.0 OF
+1,~[=(pF,) — =2 A.3.125
5, PF) = 51 (A.3.125)

A.4 Intégration des champs de vecteurs

A.4.1 Elément de volume

L’élément de volume au point P, de coordonnées 7 = 7(q',q%,¢%), est le volume

(orienté) engendré par les trois vecteurs g—; dq* = &, dq", g—q@ dq® = ey dg?, g—;), dg® =

és dg3; il vaut
dv = &,.(e3 x &3) dq* dg* dg® (A.4.126)
=/gdq* d¢* d¢® = \/gdq. (A.4.127)
En coordonnées cartésiennes: dv = dx dydz. En coordonnées sphériques: dv =
r2 sinfdrdfdp = —r?drdcosfdp. En coordonnées cylindriques: dv = pdp dy dz.
A.4.2 Elément d’aire au point P de la surface d’équation
7 =r(u,o).

C’est le pseudo-vecteur en P, normal a la surface, dont la longueur est égale a
I’aire sous-tendue par les vecteurs tangents % du = €, du et % dv = e, dv. 1l vaut

dS = &, x &, dudv. (A.4.128)

Exemples:

I'élément d’aire sur le plan z = a est donné par dS = 1, dz dy,...; I'élément d’aire
sur la spheére 7 = a est donné par dS = 1, a® sinfdf dy,...; I'élément d’aire sur le
cylindre p = a est donné par dS = 1,adypdz,....
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A.4.3 Circulation d’un champ de vecteurs le long d’une
portion de courbe d’équation 7 = 7(u)

Soit C une courbe d’équation 7 = 7(u), d’extrémités A et B plongée dans R3,
admettant en chaque point un vecteur tangent (orienté). La circulation du champ
vectoriel F' le long de la courbe C', entre A et B, est donnée par I'intégrale curviligne

B UBdF
/ dr.F = / du —. F(u). (A.4.129)
A us du

Remarque: Il résulte directement de la définition de la différentielle que si F = V f,
alors

B B
/ dr.V f :/ df = f(B) — f(A) (A.4.130)
A A
indépendemment du chemin suivi pour aller de A en B car
7{ dr.Vf= 7{ df = 0. (A.4.131)
C C

A.4.4 Flux d’'un champ de vecteurs au travers d’une portion de
surface

Soit ¥ une portion de surface plongée dans R3, admettant en chaque point un
plan tangent et un vecteur unité normal 7 (orienté). Le flux du champ vectoriel F
au travers de X est donné par 'intégrale de surface

/ dS.F = / dSn.F (A.4.132)
> >
ot dS = 1 dS est Iélément d’aire sur la surface Y.

A.4.5 Théoreme d’Ostrogradsky ou de la divergence

Le flux du champ de vecteurs I sortant de la surface fermée S est égal a I'intégrale
de la divergence de F' sur le volume V limité par S:

}[ dS.F = / dvV.F. (A.4.133)
S \%4
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A.4.6 Théoreme de Stokes

La circulation de F le long de la boucle fermée C est égale au flux du rotationnel
de F' au travers d’une surface ¥ arbitraire qui s’appuie sur C:

7{ di.F :/ dS.(V x F). (A.4.134)
C by

La valeur de cette intégrale ne dépend pas de ¥ puisque que le flux d’un rotation-
nel sortant d’'une surface fermée est nul en vertu du théoreme d’Ostrogradsky (la
divergence d’un rotationnel est nulle):

f{ dS.(V x F) :/ dvV.(V x F) = 0. (A.4.135)
S \%
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Annexe B

Lemmes de Poincaré

B.1 Premier Lemme

Théoréme B.1. Soient fj(z',2?,....2™") = f;(Z) les composantes covariantes d’un
champ de vecteurs, supposées de classe C' sur le domaine étoilé D de R™. Si, dans
D, les f; satisfont

Ok fi—0; fr =0 (B.1.1)
alors il existe une fonction h(z) de classe C? telle que
fj(.f') = aj h(.f') (B.1.2)
En effet, posons
1
h(z) = / dt 27 f;(tz). (B.1.3)
0
En dérivant les deux membres par rapport & la variable z*, il vient
1 -
O h(Z) = / dt [ 27 Oy, f;(txtta? .. ta™) + 6 f;(t7)] (B.1.4)
0
! 0
_ / dt [ ta? 8t _ f(tat b, ta™) + fi(t)] (B.1.5)
1
_ / At 19 = fyltat a2t + fi(t7) ) (B.1.6)
0
1
:/ dt | t—fk (totta?,.. ta™) + fr(t7)] (B.1.7)
0
1
:/ dt— [t fr(tal ta?,.. tz™)] (B.1.8)
0
= [t fe(tat ta?, . t2™) 128 = fe(zt2?,...,2™). (B.1.9)

B.1.1 Cas particulier n = 3

Les équations (B.1.1) expriment (sous la forme duale) que le rotationnel de f est
nul. En effet, rappelons que

V x f =& —¢e*9; fi. (B.1.10)



Ce lemme nous dit alors que f est le gradient d’un champ scalaire h:

fi=0jh , f=Vh. (B.1.11)

B.2 Deuxieme Lemme

Théoréme B.2. Soient bgy(z) = — by (T) les composantes deuz fois covariantes d’un
chamyp de tenseurs antisymétriques telles que, sur le domaine D étoilé de R™ ,

0 big + Ok bej + 0p bji, = 0. (B.2.12)

Il existe un champs de vecteurs h, dont les composantes covariantes hy, sont de classe
C?, tel que

by = ak he — ag hp. (B.2.13)
Posons 1
he(Z) = / dt ta? bjy(tz) (B.2.14)
0
et dérivons les deux membres par rapport & x*, il vient
1 ) )
O hy = / dt t [5% bjg(t.f') + 27 O, bgj(t.f')] (B.2.15)
0
1
_ / dt t[byo(tz) + 29 O bye(t)] (B.2.16)
0

On a donc aussi

1
Op hg — Op hy, = / dt t [bkg(t:f) + z’ O bjg(t:f) - bgk(t:f) Y Oy bjk(tf)] (B.2.17)
0

= /0 dt t[2bge(tz) + 27 (O bje(tZ) + 9y by;(t7))] (B.2.18)
= /01 dt t[20bge(tT) + t 2’ (% bjo(tT) + % be;(tz))]  (B.2.19)
= /01 dt t[2by(tZ) + t 2’ % b (t) )] (B.2.20)
= /01 dt [2t bye(tZ) + t2 % bre(tZ) )] (B.2.21)
= 01 dt%[tQ bre(t7)] (B.2.22)
— bo(2) (B.2.23)

B.2.1 Cas particulier n=3

Si les f7(z) désignent les composantes contravariantes d’un champ de vecteurs a
divergence nulle
1

V.f=0=
f=0 NG

9 (v /) (B.2.24)
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alors, il existe un champ de vecteurs h dont f est le rotationnel. Introduisons d’abord

le tenseur antisymétriqe by = —byi, dual de f et défini par
i = 2_\1@ R p (B.2.25)
pour lequella condition de divergence nulle devient
e* 0 by = 0 (B.2.26)
ou
0 bie + O byj + Op bj, = 0. (B.2.27)

Du lemme précédent, on déduit que

bre = O hy — Op hy, (B.2.28)
et donc que
, 1 .
fi=—e"d,hy B.2.29
NG ( )
ou encore que S
f=Vxh (B.2.30)
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Annexe C

Séries et intégrales de Fourier

C.1 Séries de Fourier

Définition C.1. La série de Fourier d’une fonction f(x) € L*[—m,n] est la série
trigonométrique suivante

ap )
fz)= 5 +Zl[ancosnx+bnsmnx] (C.1.1)
ot les coefficients sont donnés par
1 ™
ap = —/ dy f(y) cosny, n >0 (C.1.2)
™ —T
1 ™
by = —/ dy f(y) sinny, n>1 (C.1.3)
™ —T

La série de Fourier converge vers la fonction f au sens de la norme de L? ou en
moyenne quadratique.

Si f est paire, c’est-a-dire f(x) = f(—=x), tous les b, sont nuls et les a,, se calculent
par

2 ™
an = —/ dy f(y) cosny; (C.1.4)
T Jo
tandis que si f est impaire, f(x) = — f(—z), tous les a, sont nuls et les b, sont
donnés par
2 s
by, = —/ dy f(y) sinny. (C.1.5)
T Jo
De plus, pour f de carré sommable, I’égalité de Parseval fournit
I 1 =
= [ dels @) = Flao + Y llanf? + a2 (C.16)
T n=1

C.1.1 Série de Fourier complexe

Par les formules d’Euler

1 . 4
sinnr = — (™" —e ") (C.1.7)
i

1 . :
cosnx = g(emm + e ') (C.1.8)
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ou
et — cosnx + i sinne,

la série précédente se transforme en la série de Fourier complexe

+00 K
f(z) = Z cp €™ = lim Z cn e,
n=—K

K—oo
n=-—o00

avec -
Cn =5 dy f(y) e”™Y.
7T —T

C.1.2 Exemples

(C.1.9)

(C.1.10)

(C.1.11)

Les coefficients de Fourier des fonctions suivantes pour —7 < z < 7 sont donnés

par
a) f(z) =z, )
Réponse: a, = 0; b, = %(—1)""’1; S # =
b) f(z) = |zl,

Réponse: b, = 0; ag = ; a, = 0 pour n pair, a, = ——

~
- T
(2n+1)F 96

c) flx)=1 z>0;—1 x<0,
Réponse: a,, = 0; b, = O pour n pair, b, = % pour n impair et

—(2n+1)? 8
d) f(z) = (sinz)3 = 3sinz — Lsin3z
e) f(z) = 3(sinx)? cosz = % sin®
C.1.3 Fonction définie sur —é <z< é

Les séries de Fourier se transforment en

o0
2 2
flz) = % + Z[an Cos 71'[7:@ + by, sin WITM]
n=1
avec, cette fois,
2 (3 2
2 ™
anzz/édyf(y)cos Ly’ n >0,
2 (3 2
2 ™
bn—f/g dy fly) sin =22, >
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(C.1.14)

(C.1.15)
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C.1.4 Série de Fourier d’une fonction de N variables

Les formules précédentes se généralisent directement a N dimensions en

+oo
f@= > cae™, (C.1.17)
avec ) -
ch = G~ /7r dNy f(g) e ™Y, (C.1.18)

Ici, Z ou g désigne un point de 'hypercube —7 < z¥ < 7 pour k = 1,...,.N et

n = (n',...,n") ott n* est un entier, pour tout k.

C.2 Intégrales de Fourier

L’intégrale de Fourier d'une fonction f(x) dans L?(R) est définie par
Y R
r)=— dk f(k) ™", C.2.19
fla) = o= [ arfiw (C.2.19)

ot la fonction f (k), appelée transformée de Fourier de f, est donnée par

+oo )
k) = —= | avswe (C.2.20)

L’égalité de Parseval-Plancherel fournit

+o0 +o0o _
/ dmyf(m)P:/ i |F (k)2 (C.2.21)

—00 —00

C.2.1 Exemples
Calculer les transformées de Fourier des fonctions suivantes
a) f(x)=¢, si —a<z<a; O ailleurs.
4 A 2 sink
Réponse: f(k) = c\/; st
b) f(z) =e™®, siz>0; 0, sizx<0.(a€R,a>0)

Réponse: f = \/127 aiik
c) flx) = g_“‘x‘,a > 0 et réel;
Réponse: f = \/127 agi"kQ
12
d) f(z) = e 27;
k252

Réponse: f=0ce™ 2

Rappel: l'intégrale de Poisson vaut

+00 5
/ due ™ = /. (C.2.22)

— 00
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C.2.2 GGénéralisation aux fonctions de N variables.

Comme précédemment, la généralisation a N dimensions est immédiate:

/m dVE f(k) e*® (C.2.23)
_ +o0 o
fk) = 7/ dNg f(z) e T (C.2.24)

C.2.3 Exercices

a) Montrer que, a trois dimensions, la transformée de Fourier d’une fonction

invariante par rotation, c’est-d-dire f(z) = f(r), pour r = /22 + y% + 22 est une

fonction invariante par rotation, c’est-a-dire

f(k) = f(k), k= /k}+k3+EK.

Réponse:
- 1 -
k) = d? —ik.z C.2.25
[0 = s [ 2 (C.2.25)
1 "
= d3 —i2 a=1ka%a C.2.26
o [ e (C.2.20)
Soient s
K, = kb Oba (C.2.27)
b=1

les composantes d'un vecteur &’ qui se déduit de k par une rotation; O est une matrice
orthogonale

00'=1, O,!=0. =0, detO=1. (C.2.28)
Montrons que f(k') = f(k)

Fk) = \/_ e H (C.2.29)
_ \/W r) et Za=1 Kaa (C.2.30)
_ \/(;T)?’ r) et Zap=1 (b Ova) 2a (C.2.31)
_ \/(;T)?’ r) e~ Xap=1 ko (Ova za) (C.2.32)

Dans la derniere intégrale, introduisons le changement de variables d’intégration
suivant

3
= Oba 24 (C.2.33)

Bu=d*rdetO = &z, r=|z| = |a| = u; (C.2.34)
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cette intégrale devient

f(]% - o1 b1 kb up (C.2.35)
\/_

elle ne differe de f (k) définie ci-dessus que par le nom des variables d’intégration.
Pour calculer cette intégrale, on choisira avantageusement k = k1., de sorte que

kz=k1,z="kz=krcosb. (C.2.36)
En passant aux coordonnées sphériques, il vient

f(k) = f(k) (C.2.37)
2
\/7/ drr? / d0059/0 de f(r) e threost (C.2.38)

= — d7"7°2/ dcost f(r) e~ ikreos? (C.2.39)
V (27) / -

/ —zkr _ eikr]
\/ (2m)

drr® f(r (C.2.40)

kr

:E¢;A drr £(r) sinkr. (C.2.41)

b) Appliquer ceci au calcul de la transformée de Fourier du potentiel de Yukawa
1 —ur
firy=—=e*, ueRy. (C.2.42)
r

En déduire, a la limite 4 — 0, la transformée de Fourier de la fonction %
Réponse: La transformée de Fourier du potentiel de Yukawa est donnée par

f=4/251
- T “2+k2 .

c¢) En utilisant le résultat ci-dessus, montrer que la transformée de Fourier de A%
est une constante.

d) Quelle est la solution générale, a valeur complexe, développable en intégrale
de Fourier, de I’équation de KLEIN-GORDON

(O +kH(Z,t) =0, (C.2.43)
ol 1
D:gf—A. (C.2.44)

En déduire la solution générale développable en intégrale de Fourier de I’équation de
d’ALEMBERT
O¢(z,t) = 0. (C.2.45)
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Réponses:

QS(j’t) =

1

w

(2m)

/dSk[a(E) e—iwkt-i-iEj + b*(];:) eiwkt—il}.i]

wp = +V k2 + k2.
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Annexe D

Eléments de la théorie des
distributions

D.1 Distributions de SCHWARTZ [5]

Soit D I'espace vectoriel des fonctions C°° a support compact. Introduisons dans
D la notion suivante de convergence: la suite ¢, converge vers zéro dans D si

a) les supports de tous les ¢,, sont contenus dans un méme compact K

b) la suite ¢,, et toutes les suites dérivées ¢$f> convergent uniformément vers zéro
sur K.

La suite ¢,, converge vers ¢ dans D si la suite ¢,, — ¢ converge vers zéro dans D.
Définition D.1. Une distribution de Schwartz, T, est par définition une fonction-
nelle linéaire continue sur l’espace D, c’est-a-dire, une application

T:D—>R:¢— (T,0) (D.1.1)
telle que
(T a1 + bo2) = a(T,¢1) + b(T',¢2) (D.1.2)
et
Jim (T.¢n) = (T,9) (D.1.3)

st la suite ¢, converge vers ¢ dans D.

L’espace des distributions de Schwartz, muni d’une structure d’espace vectoriel,
est noté D’. C’est le dual topologique de D; il est inclus dans I'espace dual D*.
D.1.1 Exemples
Distribution associée a une fonction

Soit f(x) une fonction localement intégrable, c¢’est-a-dire, intégrable sur tout com-
pact, elle définit une fonctionnelle linéaire continue 7’ sur D par

(Ty,0) = /Rdﬂc f(x)o(x). (D.1.4)
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Si D est une dérivée d’ordre arbitraire et f(x) une fonction localement intégrable,

(t@D6) = [ o f@)Do(a) (D.15)
R
définit également une distribution.

La distribution § de Dirac

Elle est définie par
(0,0) = ¢(0). (D.1.6)

Les physiciens lui associent une ”fonction” 0(x) et conservent la notation intégrale
qui dans ce cas devient purement formelle:

(6,0) = /R dz 5(2) ¢(z). (D.1.7)

La distribution ¢, est définie par

(0a,0) = (). (D.1.8)

C’est la translatée de . La ”fonction” qui lui est associée est d(z — a).

Remarque D.1. Chaque distribution T peut étre étendue comme fonctionnelle linéaire
continue sur un ensemble de fonctions plus grand que D, dépendant de T. L’espace
D est l’espace de fonctions sur lequel toutes les distributions sont définies. Par ex-
emple, § peut étre étendue a l’espace des fonctions ¢ continues a lorigine; f peut
étre étendue a toutes les fonctions ¢ telles que f¢ est intégrable,... Moyennant ces
extensions de l’espace des fonctions “test”, on peut par exemple donner un sens a
6,1)=1= fR dx §(z), bien que la fonction ¢ =1 ne soit pas dans D.

D.1.2 Convergence dans D’

On dit que la suite T;, de distributions de D’ converge vers la distribution 7' de
D’ si, pour tout ¢ de D, on a

lim (T),,0) = (T,9). (D.1.9)
n—oo
Dans ce sens, par exemple, la suite de fonctions T}, = %e_"%Q — 0.

Théoréme D.1. L’espace D' est complet

cad, si la suite T}, est telle que pour tout ¢ dans D, la limite lim, o (T},,9)
existe, alors lapplication ¢ — lim, o (T5,¢) définit une distribution 7' de D’ et
T = limy,— 00 Ir,.-

Théoréme D.2. D est dense dans D’
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cac que, quelle que soit la distribution T' de D', il existe une suite de fonctions f,
de D dont la suite des distributions T, associées converge vers T' dans D', c’est-a-dire,
que

Jm [ def(@)ola) = (T0). (D.1.10)
Par exemple:
lim. % / Rdme_"%ng(:c) = $(0) = (6,). (D.1.11)

D.1.3 Propriétés locales des distributions.

On ne peut pas, en général, attribuer & une distribution une valeur précise en
un point. Méme pour une distribution associée & une fonction, la fonctionnelle étant
définie par une intégrale, toute fonction égale presque partout a f définit la méme
distribution. On peut cependant définir des propriétés locales de distributions, c’est-
a-dire des propriétés relatives a des voisinages ouverts.

Egalité de deux distributions sur un ouvert ()

T1 = Ty sur Q si, pour tout ¢ dans D dont le support est contenu dans (2,

(T1,9) = (T2,9). (D.1.12)

T = 0 sur €, si, pour tout ¢ dans D dont le support est contenu dans 2,
(T,p) = 0. (D.1.13)

Ty =T, si (Th,¢) = (Ts,¢) pour tout ¢ dans D.

Exemple

si f1 et fo sont deux fonctions localement intégrables, égales presque partout,
les distributions T, et Ty, sont égales. Si 'on convient d’identifier deux fonctions
localement intégrables lorsqu’elles sont égales presque partout, les distributions sont
une généralisation de la notion de fonction localement intégrable. C’est pourquoi, on
est amené a identifier une fonction f localement intégrable définie presque partout a
la fonctionnelle Ty qu’elle définit et on écrit

(£,6) = (Ty,6) = /R dz f(z) 6(x). (D.1.14)

En particulier, la fonctionnelle qui a chaque ¢ associe fR dx ¢(x) est la distribution
f = 1. La distribution ¢ est égale a zéro sur 'ouvert Q =R — {0}.

On appelle support d’une distribution T le complémentaire dans R du plus grand

ouvert € sur lequel T' = 0. Si f est localement intégrable, supp Ty = supp f; tandis
que suppd = {0}.
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D.1.4 Opérations sur les distributions.
Translatée d’une distribution 7,7
Pour tout ¢ dans D, la translatée de T est définie par
(raT(@),6(2)) = (T(z),6(x + a)). (D.1.15)

Par exemple,

(T3 (@).0(a)) = (Ty(a)éla +)) = [ dof(@)ola+a) = [ dof(e-a)o()
R R
(D.1.16)
de méme, la translatée de d est telle que

(Ta6(2),0(2)) = (da(z),¢(x)) = (0(2),0(z + a)) = ¢(a). (D.1.17)

Changements de variables

Soit f(x) une fonction localement intégrable et soit y = u(x) une fonction C*>
établissant une correspondance (1-1) entre R, et R, telle que % # 0. Alors z =
u~(y). Puisque la distribution T est définie par une intégrale, nous savons comment
effectuer dans ce cas un changement de variable d’intégration

_ _ du
Gt wot) = [ duta @) = [ dal 5@t

= (@ T, (D.118)
Pour la distribution T'(u~*(y)), on prend comme définition
(T(u"(y)):0(y)) = (T(fﬂ),|j—Z|¢(u(ﬂ?)) (D.1.19)
ou plus généralement, dans R",
(T )).6(0)) = (1), | o o)), (D.1.20)
Exemple: pour une translation, y = u(z) =z +ax =u"(y) =y —a
(T(y = a),6(y) = (T(z)d(z + a)) = (1T (2),0(x)). (D.1.21)
Exemple: pour une dilatation, y = u(z) = az,xz = u~!(y) = g
(T(2)6(y)) = (T(x),|al(az). (D.1.22)
Exemples
(0(y —a),0(y)) = (6(x),0(z + a)) = ¢(a) (D.1.23)
(5(%)@@)) = (0(z),]alg(ax)) = lal¢(0), (D.1.24)
d’ou on tire, au sens de distribution
5(%) = |ald(y). (D.1.25)
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Dérivées d’une distribution.

En généralisant la formule d’intégration par parties valable pour les distributions
assocides a des fonctions localement intégrables, on définit la dérivée T” de T par

(T'(x),0(2)) = —(T(2),¢' (x)). (D.1.26)
Il vient donc par exemple
(0",0) = =(3.¢") = —¢/(0). (D.1.27)
Dans DJn, on définit les dérivées partielles de T par
oT o¢p

(w,(ﬁ) = —(T,@) (D.1.28)

et
0T 0%¢
((%:k(?ﬂ:l ) = ( ’(%Jl(?xk)

mais puisque ¢ est C°, ses dérivées partielles commutent; il en va donc de méme des
dérivées de T'.

Il résulte de ces définitions, qu'une distribution de D’ est indéfiniment dérivable.
En particulier, toute fonction localement intégrable est indéfiniment dérivable au sens
des distributions.

(D.1.29)

Exemples
1) Soit

1 >0
o(z)=4{ PO (D.1.30)
0 pour z<0

la fonction de Heaviside (qui est localement intégrable). Montrons, qu’au sens des
distributions,

0" = 6. (D.1.31)
En effet
(0'6) = ~(0.6) =— | dso@)(a) = | " dad'(@) = 6(0) = (B).  (D132)
R 0

2) si P désigne la valeur principale de Cauchy,
In'|z| = Pi (D.1.33)
(In'|z].¢(x)) = —(In|z].¢'(x)) (D.1.34)
=— /+00 dz In|z|d' () (D.1.35)

—€ +oo

= _lii%[/oo +/€ |dzin|z| ¢’ (x) (D.1.36)

—€ +oo
:liir(l)[/_oo+/e ]d:g@ (D.1.37)
= 73/+OO dx @ (D.1.38)
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3) On définit

In(xz +140) = lir% In(x +iy) = lir%(ln|a: + iy| + iarg(x + iy)) (D.1.39)
y— y—
= In|z| + im0 (—x). (D.1.40)
Alors
iln(ulc +10) = L _ Pl — imd(z) (D.1.41)
dx x40 x ’ o
4) Dans R?, avec r = |Z| = /22 + y2 + 22,
1
A= = —4n83(Z). (D.1.42)
r
1 1
(B-,0(2)) = (-.49) (D.1.43)
1
=/ R AN (D.1.44)
R3 T
1
= lim dx = N¢. (D.1.45)
e—0 R3—B. r

Mais puisque le laplacien de % est nul en dehors de l'origine, la derniere intégrale est
encore égale a

1 1 1 1
lim [ @z (=A¢— A=) =1lim [ d>zOp(=0pd — ¢Op—) (D.1.46)
e—0 V. T T e—0 17 r r
1o _1
=—lim [ dS.(=V¢—¢V-) (D.1.47)
e—0 S, r r

— _lim [ dQ¢
e—0 S,

= —47¢(0,0,0)
= —4n(63(2),0(%)). (D.1.48)

5) Dans R, A|z| = 25. Dans R?, Alnr = 276.

D.1.5 Multiplication des distributions.

La multiplication ST de deux distributions arbitraires n’est en général pas pos-
sible. Par exemple, si f est localement sommable, elle définit une distribution, mais
f? n’a aucune raison d’étre aussi localement sommable et, en général, elle ne définira
pas une distribution. Pour que le produit ait une chance de pouvoir étre défini, plus T
est singuliere, plus .S doit étre réguliere. Nous nous contenterons de définir le produit
lorsque 'une, T', est arbitraire et I’autre une fonction o € C'°°. Dans ce cas, le produit
oT existe et est défini par

(aT,¢) = (T,ap). (D.1.49)
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Exemples

1) (a6,0) = (5.09) = a(0)(0) = (a(0)3,), d'oi

ad = a(0)o. (D.1.50)

En particulier,
zd = 0. (D.1.51)

2) (a8’ ,8) = (8',06) = —(ad) (0) d'oi,

ad’ = a(0)d — o' (0)d. (D.1.52)

En particulier,
zd = -6 (D.1.53)

mais aussi

25 = 0. (D.1.54)

3) Pour qu’une distribution 7" sur R vérifie
T =0, (D.1.55)
il faut et il suffit que T soit proportionnelle a §:
T = C. (D.1.56)

ou C est une constante. Autrement dit, § est, a un facteur constant pres, 'unique
”vecteur propre” de 'opérateur de multiplication par x, de ”valeur propre” A = 0.
Puisqu’on a déja prouvé que xd = 0, il ne reste que la réciproque a démontrer. Si T’
vérifie xT =0, on a

(zT,9) = (T,x¢) = 0. (D.1.57)

Donc, T est nul sur toute fonction de D de la forme x ¢, avec ¢ dans D; or, cet ensemble
de fonctions coincide avec les fonctions x de D qui s’annulent en 0, x(0) = 0. Soit
alors 6 une fonction fixe de D telle que #(0) = 1. On a, pour toute fonction ¢ de D:

b=+ x (D.1.58)
avec A = 1(0) et x(0) = 0. On en déduit,
(Ty) = (TN + x) = (T\\0) = \(T,0) (D.1.59)

ou
(Tw) = (0)C (D.1.60)
avec C' = (T,0), ce qui donne bien T' = (.

4) On a toujours la régle de Leibniz: (oT') = &'T + T’
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D.1.6 Convolution de distributions
Produit tensoriel de distributions

Si S; est une distribution de D), et si T}, est une distribution de D'y, il existe une
distribution W, , dans D:’B,y, bien déterminée et unique telle que pour les fonctions ¢
de D, qui sont de la forme ¢(x,y) = u(x)v(y), avec u(x) dans D, et v(y) dans D,,
on a

Wagou(@)o(y)) = (Se,u(x))(Ty,0(y)), (D.1.61)

Wy est le produit tensoriel de S, par T), il est noté
W=5xT. (D.1.62)

Pour ¢(x,y) quelconque dans D, ,,, (W,¢) se calcule de la facon suivante: a) d’abord
on fixe x; alors ¢(x,y) comme fonction de y est dans D, et I'opération suivante

Y(z) = (Ty,6(z.y)) (D.1.63)
définit une fonction 1(z) qui est dans Dy; b) on peut alors former
(Sa,1(2)) = (S2,(Ty.d(z.y)) (D.1.64)
qui, par définition sera (W,¢). Il vient donc
(W) = (Sz,(Ty,9))- (D.1.65)

L’ordre des opérations peut étre renversé
W=5ST=T®S, (D.1.66)

le produit tensoriel de deux distributions est donc commutatif. Le support de W est
le produit cartésien des supports de S et de T'. La définition ci-dessus s’étend au
produit tensoriel de plusieurs distributions. Ce produit est associatif.

Exemple: 6, ® d, = 0.

Produit de convolution

La convolution des distributions S et T de D’ est une nouvelle distribution de D’
définie par

(S*T,0) = (S¢ ® T, (€ +m)). (D.1.67)

Le produit de convolution n’est pas toujours bien défini; en effet, la fonction ¢(§ +n)
n’est pas dans D¢ ,,: son support est une bande parallele a la doite § +7 = 0 qui n’est
pas un compact du plan (§,n). De ce fait, le produit de convolution S x 7" n’existe
que si les supports de S et/ou T sont tels que leur intersection avec le support de ¢
est compact. Une condition suffisante pour 'existence du produit de convolution est
que S ou T soit a support borné. Si S x T existe, T x S existe, et SxT =T % S.

Exemples

1) Si S et T sont des fonctions localement intégrables dont 1'une est & support
borné, leur produit de convolution définit une fonction localement intégrable par

h(z) = / dt f(z —t)g(t) = / dt g(xz —t) f(t). (D.1.68)
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2) La distribution § est le neutre pour le produit de convolution

oxT =T. (D.1.69)
En effet
(65 T6) = (B, (T b€ + 1)) = (T b(m). (D.1.70)
3) 5a * T = TaT, 5a*5b = Ogq+b-
4) ' T =T'. En effet,
(8 % T,0) = (T (B6(6 + 1)) = —(Tyo (). (D.171)

5) Il en résulte que la dérivée d’un produit de convolution s’obtient en ne dérivant
que 'un des facteurs:
(SxT) =8 %xT=8S*T. (D.1.72)

En effet
(S*xT) =8 %(S*T)=(8*xS)*xT =S (§*T). (D.1.73)

Equation de Poisson dans R?

Nous avons vu précédemment que A% = —4m53(Z). Des lors, il est possible de
construire une solution particuliere de I’équation de Poisson

Ap(T) = —%p(x) (D.1.74)

pour toute distribution de charge p(Z) & support borné, par la convolution suivante:

1
 dme |7 p

#(7) ) (D.1.75)

C’est la solution de I’équation de Poisson qui s’annule pour |Z| — oo. En effet, le
laplacien du produit de convolution est
1 1 1
— % p(Z) = (—4m3) * p(Z) (D.1.76)

~ 4re |z  4meg

Ag

qui est bien égal au membre de droite de ’équation de Poisson, puisque § est le neutre
pour le produit de convolution.

D.2 Distributions Tempérées

D.2.1 Définitions.

L’espace vectoriel de fonctions test sur lequel sont définies les distributions tempérées
est 'espace S des fonctions C'™° a décroissance rapide, c’est-a-dire telles que pour tout
couple de nombres entiers positifs, &/,

dl
lim 2% —¢(x) = 0. (D.2.77)

z—oo  dat
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Les fonctions de S et leurs dérivées décroissent plus rapidement a ’'oco que \x!fk , si
grand soit k.

Exemple
Dans l'espace S sur R”, on trouve toutes les fonctions du type

CR R

Loz e D% e @2 (D.2.78)

ou p désigne un polynome quelconque.

Dans l'espace S, on dit que la suite ¢, converge vers zéro si toutes les suites
xkdd—;l(bn convergent uniformément vers zéro; de méme, on dit que la suite ¢,, converge
vers ¢ dans S si la suite ¢, — ¢ converge vers zéro.

Par définition, une distribution tempérée est une fonctionnelle linéaire continue
sur S. L’ensemble des distributions tempérées muni d’une structure d’espace vectoriel
est noté &', c’est le dual topologique de S; il est contenu dans S*.

Puisque D C S, on a l'inclusion opposée pour les espaces duaux, S’ C D’. La’
fonction e® par exemple est une distribution de D', elle n’est pas dans S’. On peut
voir qu’une fonction f sommable définit par

(f.6) = / dz f(z) () (D.2.79)

une distribution tempérée; une fonction f bornée est tempérée; une distribution a
support borné est tempérée,...
D.2.2 Transformation de Fourier dans S

Soit ¢(x) une fonction de S; on appelle transformée de Fourier de f la fonction f
définie par

1 oo —ipx
flp) = E/w dx e P f(z). (D.2.80)

On démontre que i) f est aussi une fonction C™ & décroissance rapide, c’est-d-dire
que f € S, et ii) que la correspondance f — f est bijective et que

1 oe ipr £
fla) = <= / dper o). (D.2.81)

D.2.3 Transformation de Fourier dans S’

Soit T" une distribution tempérée; on définit une nouvelle distribution tempérée
T, transformée de Fourier de T, par I'égalité suivante

(T,6) = (T.9). (D.2.82)

La correspondance T — T est également biunivoque. La transformation de Fourier
définit donc i) un isomorphisme entre S, et S, et ii) un isomorphisme entre S;. et S,,.
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En utilisant la notation intégrale formelle, cette définition corespond a

+00 ~ +o00 B
[ wTwew = [ T (D283
+oo 1 +o00 )
:/ dxT(x) ——271/ dpe """ ¢(p) (D.2.84)
+00 1 +00 )
= / dp qb(p)—27T/ dxT(x)e P* (D.2.85)
d’ou on tire .
~ 1 & .
T(p) = —= dxT(x)e "P*. D.2.86
W=—= [ wTw (D.2.56)
Exemples i
1) La transformée de Fourier de § est la distribution § définie par
< - 1
(3:6)=(66) = 5(0) = = / dz ¢(a) (D.2.87)
donc,
- 1
o(p) = —. D.2.88
1) = = (D.235%)

2) Inversément, en prenant la transformée de Fourier de la distribution 7" = 1, on
obtient la relation formelle

1 Foo )
o /OO dpe?* = (). (D.2.89)
3) bq(z) = \/LZ—We_wx. En effet,
- - - 1 .
(30s6) = (00:9) = 9la) = —= / do e o(z), (D.2.90)
4) 6(z) = —\/%x_iio. En effet
(0,0) = (6,0) (D.2.91)
1 > oo —ipx
= \/—2_77/0 dp/_oo dx e ¢(x) (D.2.93)
+o0 1 0 )
= / dx(b(x)—%r/ dpe "P* (D.2.94)
—0o0 0

Iintégrale sur p étant limitée a l'axe réel positif, le remplacement de z par = — i0
introduit un facteur de convergence (exponentielle décroissante) qui lui donne un sens
et

—ip(z—i0) _ D.2.95
/0 dpe i(z — 40) ( :
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D.2.4 Transformation de Fourier dans 2.
Si f est une fonction de L2, & valeurs complexes, I'intégrale suivante
+oo
/ do | ()2 (D.2.96)
o

existe. Sa transformée de Fourier existe et est aussi dans Lg, de plus,on a la formule
de Parseval-Plancherel,

[ awr= [ alio)” (D.2.97)
En effet,
[ als@r = [ o @ (D.2.98)
_ / dx f*(x)\/% / dpei®® F(p) (D.2.99)
= [ aiw) o= [z r@er (D-2.100)
- [t i) (Fo). (D.2.101)
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Annexe E

Polynomes de Legendre

E.1 Fonction génératrice.
La fonction )
G(x,p) = (14 2% — 2zp) "2 (E.1.1)

admet, pour |z| < 1 et —1 < u < 1, un développement en puissances de z, dont les
coefficients sont des polynémes de degré ¢ en la variable yu:

Gzp) = = Pyp). (E.1.2)
=0

Par définition, les P, sont les polynomes de Legendre; G est la fonction génératrice
des polynomes de Legendre. On en déduit que

0'G(x,
O Py(p) = #\xo (E.1.3)

d’oti, pour £ =0et £ =1,
Po(u) =1, Pi(p) = p (B.1.4)

Pour p = 1, G(z,1) = (1—x)~!; la série ci-dessus se réduit donc & la série géométrique.
On en tire que

Py(1) = 1. (E.1.5)
De plus, de 'égalité G(z,u) = G(—x, — u), on tire

Po(—p1) = (~1)" Py(u). (E.1.6)

E.2 Formule de récurrence.

La dérivée par rapport a la variable x de G fournit 1’égalité

0G(z,p) 1 2 _3 _ =
. 2(1 + 2% —2zxp) 2(—2x 4 2u) = G(z,p) 1522 —2up (E.2.7)

ou
0G ()
9

(1 + 22 — 2zp) = (u— ) G(z,p). (E.2.8)
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En remplacant, dans les deux membres G par son développement en série, puis en
égalant les coeflicients des mémes puissances de x des deux membres, on obtient la
relation de récurrence suivante, pour n = 1,2,...,

m+1)P1+nP1—2n+1)uP, =0 (E.2.9)

qui fournit le polynéme F,,;1 en fonction de P, et P,,_1; connaissant Py et P;, on en
tire, pour n = 1, Py, puis, pour n = 2, Ps,... et ainsi de suite, tous les polyndémes de
Legendre.

Les premiers polynémes de Legendre sont donnés par

Py=1 (E.2.10)

Pi=p (E.2.11)
1

Py, = 5(3u2 —1) (E.2.12)
1

Py = 5(5,5’ 1) (E.2.13)

E.3 Equation différentielle.
De la forme explicite de la fonction G, on tire, I’égalité suivante

0 0G(w,u), 0?

gl (1 = 1) =5 =) = —ag s oGl (E.3.14)

On en déduit, en rempagant G par son développement (2) puis en égalant les coeffi-
cients des mémes puissances de x dans les deux membres

Ly

] ==Ll +1) Pe(p). (E.3.15)

Le polynéme P, est donc solution d’une équation différentielle du second ordre; ce
n’est pas la solution générale de cette équation, mais une solution particuliere: en
fait, P, est la solution de I’équation

df (1)

d*f(p) 2

22 T (L +1)f(u) =0, (E.3.16)

(1—u?)

réguliere en p = +1.

La solution générale de I’équation différentielle, pour £ = 0 est donnée par

1
flp)=ciln Ll + co. (E.3.17)
I—p
Mise sous sa forme canonique,
4> f df
= =0 E.3.18
a2 +p(1) i a(p) f =0, ( )



I’équation de Legendre prend la forme
df(p)  2p df(p) LU+
dp? 1—pu2 du 1 — p?
De la théorie générale des équations du second ordre, il résulte que, puisque le coef-
ficient de la dérivée premiere,

F(u) =0. (E.3.19)

24
= — E.3.20
) =~ 2. (B.3.20)
et le coeflicient du terme sans dérivée,
l+1)
=—> E.3.21

sont des fonctions analytiques de p dans tout le plan complexe, & I'exception des
points u = £1 ot elles ont des poles simples, la solution générale est analytique dans
le cercle |p| < 1 mais est singuliere en p = £1. On peut donc chercher la solution de
I’équation sous la forme d’une série de puissances de p, soit

oo

flp)=>" cap” (E.3.22)

n=0
dont les coefficients doivent étre déterminés de fagon a satisfaire I’équation. En re-
mplagant dans I'équation f(u) par son développement en série, et en égalant a zéro
les coefficients de toutes les puissances de u, on obtient les relations de récurrence
suivantes pour les coefficients ¢,;:

m+2)(n+1)cppo =[nn+1) =L+ 1)]cy. (E.3.23)
Ces relations définissent tous les co,, a partir de cq:
—(l+1
Co = Cp % (E324)
—Ll+1
4= Cy % (E.3.25)
20— 4L+ 1)
=y — 7 E.3.26
C6 = C4 30 ( )
= (E.3.27)
et tous les copy1 a partir de c;:
2—4(L+1
c3 = c1 % (E.3.28)
12— 00+ 1)
= ———— E.3.29
e (15329
= (E.3.30)

co et c1 sont deux constantes arbitraires. Ici, £ est un entier non négatif donné; si £ est
pair (respectivement impair), la suite des coefficients pairs (respectivement impairs)
est limitée, c’est-a-dire que
Ll+1)—L(L+1)
Cp49 = C
TR+ 2)

=0 (E.3.31)
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et tous les suivants sont nuls. On en déduit donc, que pour tout £ = 0,1,2,..., ’équation
de Legendre admet une solution particuliere qui est un polynéome de degré ¢. Ce
polynéme a la parité de £. Si on fixe la constante ¢y (respectivement c¢;) de sorte
que ce polynéme prenne la valeur 1 en pu = 1, la solution polyndmiale de I’équation
coincide avec le polynéme de Legendre P;(u). On le vérifie aisément pour les premiers:
a) pour ¢ = 0, la solution est ¢y et la condition de normalisation impose ¢y = 1.
b) pour £ = 1, la solution est ¢;p et la condition de normalisation impose ¢; = 1.
¢) pour £ = 2, la solution est ¢y + cop? avec ¢ = ¢ (—)2 et la normalisation
impose ¢y = —%.
d) pour ¢ = 3, la solution est c1p + czp® avec ¢z = ¢1 (—)% et la normalisation
fixe ¢; = —%.

E.4 Formule de Rodrigues

Les relations entre les coefficients d’un polynoéme de Legendre permettent d’établir
la formule de Rodrigues, qui permet de calculer les polynémes de Legendre par:

1 d o,

Py(p) = %d—ﬂg(ﬂ - 1)~ (E.4.32)

En effet, ceci définit bien un polynoéme de degré £ et de parité (—1)¢. On peut établir,
a partir de la formule du binéme de Newton que le rapport des coefficients successifs
est le méme que celui qui est donné par les relations de récurrences. De plus, en p = 1,

1 d ., 1 d ‘ P 1 d ‘ P
Qg—g!d—ﬂg(ﬂ —1) =1 = QTg!d—M[(M_l) (k+1)u=1 = Qg—ﬂ[d—ug(ﬂ—l) Jlu=12"=1.
(E.4.33)
E.5 Orthogonalité
Nous allons établir ici les relations d’orthogonalité suivantes:
1
2
du P, Py = —— . E.5.34
/1 1 Pe(p) Po(p) 20+ 1) 17 ( )
Considérons d’abord le cas £ # {'. Les polynémes Py, Py obéissent aux équations
d dP(p)
—[(1 — p? =—((l+1)P, E.5.35
=i S =~ ) P (.5.35)
“ d APy (1)
L - ) - e+ 1) Py (). E.5.
= EEE = e 1) P (£.5.36)

En multipliant la premiere par Py, la seconde par Py, en soustrayant membre a
membre les expressions ainsi obtenues, puis en intégrant les deux membres par rap-
port & u sur l'intervalle —1 < pu < 1, il vient

1 d dP; d dPy
d Pgl— 1-— H=—"1— Pg— 1-— 2
/1 { dﬂ[( 1 )dﬂ] dﬂ[( n)

dp

I} (E.5.37)
1

=[0(+1)— e+ 1)]/ APy Py. (E.5.38)
-1
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Par la formule d’intégration par parties, utilisée dans chacun des termes du membre
de gauche, il apparait que le membre de gauche est nul. Le membre de droite est donc
nul aussi; mais puisque £ # £’ c’est bien I'intégrale qui vaut zéro.
Pour ¢ = ¢, I'intégrale
1
/ du[Py)? (E.5.39)
-1
se calcule en utilisant pour les P, la formule de Rodrigues. En faisant passer toutes
les dérivées sur un seul facteur, en utilisant ¢ fois la formule d’intégration par parties,
il vient

1 20
m(—l)z /1 dp(p® — 1)’”’%(#2 - 1) (E.5.40)

1 1
= iz 20 /1 dp(1 = p)* (1+ p)" (E.5.41)

Par le changement de variable d’intégration v = HT“, 0<v<1,du=2dv, (1+,u)z =
200 (1 — p)t =241 — v)! lintégrale ci-dessus devient

22Y /o1 dv' (1 —v)' =202 B({+1,6+1) = 2(2f)2% = 2(26)2%.
(E.5.42)

Ceci fournit le résultat annoncé. Les fonctions B et I' sont les fonctions d’Euler.

E.6 Complétude

En vertu du théoreme de Weierstrass, les polynomes de Legendre forment un
systéme complet de fonctions (orthogonales) pour les fonctions continues sur le seg-
ment —1 < p < 1. C’est-a-dire que toute fonction f de cette classe est développable
en série

Flw) =" cePu(p) (E.6.43)
/=0
avec 1
=201 ) P, (E.6.44)

Cette propriété s’étend aux fonctions f de L?[—1,1] qui sont régulieres en p = +1;
dans ce cas, la série converge vers f en moyenne quadratique.

E.7 Probleme aux valeurs propres

L’équation de Legendre peut s’interpréter de la facon suivante: le polynéme de
Legendre P est la fonction propre de 'opérateur linéaire

D= —%[(1 - ,ﬂ)%} (E.7.45)

de valeur propre /(¢ + 1).
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Sur 'espace des fonctions L2[—1,1], réguliéres en y = £1, muni du produit scalaire
défini positif

1
(f.9) = /_ 1 du f(p) g(p), (E.7.46)

l'opérateur D est autoadjoint, c’est-a-dire

(f,Dg) = (D" f.9) = (Df.g). (E.7.47)

Il en résulte que ses valeurs propres sont réelles, et que les fonctions propres associées
a des valeurs propres distinctes sont orthogonales. Soit A une valeur propre et f) la
fonction propre correspondante:

Dfy=M\F. (E.7.48)

En multipliant les deux membres par f) puis en intégrant, il vient

1
/ fD = A () (E.7.49)

mais le premier membre s’écrit encore, apres intégration par parties, et en tenant
compte des conditions aux limites imposées a f,

_ /1 T2 (E.7.50)

1 d,u

qui, comme on le voit est une quantité réelle non négative. On en tire donc que X est
réel, non négatif (A > 0). On convient d’écrire A sous la forme commode pour la suite

A=L0C+1), (E.7.51)

avec, a priori, £ réel et £ > 0, et f) devient f,. En vertu de la théorie générale des
équations différentielles du second ordre, comme on I’a déja fait précédemment, on
peut rechercher la fonction propre fy sous la forme

[e o]

felw) =D con ™ (E.7.52)

n=0

Une telle série est solution de I’équation si les ¢y, satisfont les relations de récurrence
n+2)(n+1)cpp2 =[n(n+1) =L+ 1)]cop. (E.7.53)

Il en résulte que
c nn+1)—£4l+1
etz nnt1) — U+ 1) (E.7.54)
Con (n+2)(n+1)
et donc, pour n trés grand, ce rapport devient de 'ordre de ﬁ Ce comportement
asymptotique est le méme que celui des coefficients des séries

> %u”, 3 %Mn (E.7.55)

n=2N n=2N+1
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qui, pour u = +1 sont des séries divergentes. On voit donc que si la série de f;
comporte une infinité de termes, la fonction f, sera singuliere en p = +1. Or, la
fonction propre fy recherchée doit étre réguliere en +1; cette condition ne peut étre
satisfaite que si la série est limitée, c’est-a-dire, si tous les coefficients ¢, sont nuls
a partir d’'un certain ordre. En revoyant la relation de récurrence, on constate que
cette condition sera satisfaite pour £ entier non négatif et f; de parité (—1)*, car dans
ce cas, tous les coefficients de parité opposée a ¢ sont nuls et, avec ¢ # 0, on a
bien cyyyo = 0 ainsi que tous les suivants. La fonction f, ainsi construite est donc
un polynoéme de degré £ et de parité (—1)57 qui, avec la condition de normalisation
fe(1) =1, coincide avec P;. D admet donc comme valeurs propres les valeurs ¢(£+ 1)
avec £ = 0,1,2,... et les P, sont les fonctions propres associées. Il n’y en a pas d’autres!

E.8 Résolution de I’équation de Laplace.

La recherche de solutions de ’équation de Laplace, invariantes sous les rotations
autour de 'axe 1, (¢ — ¢ + «a, « arbitraire), c’est-a-dire de solutions f(r,0) de

10, ,0f )

— — =0 E.8.56
2o o T Zsina 065 g6 ( )
telles que
[ee) 1
/ 2 dr / dcosh | f(r,0)> < oo (E.8.57)
0 —
se rameéne a la recherche des solutions de la forme
fr0) = co(r) Py(cosh). (E.8.58)
£=0

Par la technique appliquée précédemment, on montre que de telles solutions existent
a) pour 0 < r < oo a la condition que

co(r) = Agrt + Byr 71 (E.8.59)

ou Ay,By sont des constantes arbitraires,
b) pour 0 < r < 0o, a la condition que

co(r) = Agr* (E.8.60)
c¢) pour 0 < r < oo a la condition que
co(r) = Ay (5@70 + By r L (E.8.61)

Ainsi, la solution générale a symétrie azimuthale de I’équation de Laplace est,
a) pour 0 < r < oo,

flr0) = Z [Ag?”z + Bgrfzfl]Pg(cose) (E.8.62)
/=0
b) pour 0 < r < oo,
f(r0) = Z Agr* Py(cosh) (E.8.63)
=0
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c¢) pour 0 < r < oo,

f(r0) = Ao+ Z By~ Py(cosh). (E.8.64)
=0

Dans chacun des cas, les constantes arbitraires peuvent étre fixées par la donnée
de la solution ou de sa dérivée normale sur une surface fermée.
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Annexe F

Fonctions de Laplace ou
Harmoniques sphériques

F.1 Définitions

Les fonctions de Laplace ou harmoniques sphériques Y;"(6,¢), pour ¢ = 0,1,2,...
etm=4¢,L—1,.,— 0+ 1,— ¢ sont des fonctions a valeurs complexes définies sur la
sphere de rayon 1, pour 0 < 0 < 7 et 0 < ¢ < 27. Dans 'espace des fonctions L? sur
la sphére, muni du produit scalaire hermitien

(f.9) = /027r dy /_11 dcost f*(0,) g(0,p), (F.1.1)
elles forment un systéeme complet orthonormé de fonctions
/27r dp /1 dcosO Y™ (0,0) Y (0.0) = Sr Sy (F.1.2)
o 0 -1
ST Y0.0) YO ) = 6(cost — cost) 5 — ). (F.1.3)

=0 m=—¢
Toute fonction f de carré sommable sur la sphere peut étre décomposée en

[e%) VA
FO.0) =" > comY"(0,0) (F.1.4)
(=0 m=—¢
avec
21 1
Com = / de / dcos Y, (0,) f(0,p) (F.1.5)
O —1

La série converge vers f en moyenne quadratique.

F.2 Equations différentielles.

Les fonctions Y,;"(6,¢) sont les fonctions propres simultanées de deux opérateurs
linéaires autoadjoints qui commutent entre eux

L2Y(0,0) = €+ 1) Y™ (0.) (F.2.6)
LY/ (0,0) = mY;™(0,0)

—~
%
o
N |
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ou

ol 1 0 0 1 02
2 .

=———sinfl—=| - —==—— F.2.8
5in6 00059 T snra 0.2 (F.28)

est, au signe pres, le laplacien sur la sphere et

A 0

La seconde équation fixe la dépendance en ¢ de la fonction Y,”, a savoir

Y (0.0) = f7(8) €™ (F.2.10)

tandis que la premiere équation lui impose encore de satisfaire I’équation différentielle
du second ordre suivante

1 i[- dar"
sinfdo" """ " de

m2

|+ fm =0+ 1)1, (F.2.11)

sin26
La fonction e"™¥ appartient au domaine d’hermiticité de L, & la condition que

cime _ gim(p+2m) (F.2.12)

c’est-a-dire pour m entier. On vérifie aisément que, avec cosd = p et pour m =
0, 'équation (F.2.11) se réduit a ’équation de Legendre. Pour m entier, fixé, on
montre, en appliquant la technique développée précédemment, que I’équation (F.2.11)
n’admet de solutions régulieres en = +1 que pour £ = 0,1,2,... et m =€, —1,...,— L.
Les fonctions propres f;" correspondantes sont les fonctions de Legendre associées
fi* = P;"; la formule de Rodrigues permet de les calculer par

P = 21— pyE L ey F.2.13
Z(M)_W(_N)W(M_) (F.2.13)
elles sont normalisées de sorte que
! 2 (L+m)!
dp P () Pt () = Oppr . F.2.14
En résumé, pour 0 < m < ¢,
Y/ (0,0) = (—1) \/ Tl )] P;"(cos 8) ™%, (F.2.15)
Y, "0,0) = (1) [Y"(00)]" (F.2.16)
Dans une réflexion d’espace, (6,9) — (7 — 0,0 + 7),
Yo r — 0.0+ m) = (—1)'Y/(0.0). (F.2.17)
Les premieres fonctions de Laplace sont données par
0 1
Yy = — (F.2.18)



3 3 ;
Y = \/50089, Vi = —4/ gsinH e (F.2.19)
) 15 ; 15
VY =4/ ——(3cos’0 — 1), Y3 = —/ ——sinfcosfe’?, Y3 =/ ——sin’0e*?.
167 8T 327

(F.2.20)
Pour m =0,
20 +1
0 = /2D b osh). (F.2.21)
4dT
F.3 Résolution de I’équation de Laplace
En coordonnées sphériques, ’équation de Laplace s’écrit
10 ,0¢ L2

On peut en rechercher la solution sous la forme

3(r0.p) = Z Z Com(r) Y™ (0.,0) (F.3.23)

=0 m=—/
dont les coefficients doivent obéir les équations différentielles du second ordre

1 d, odcom(r) 1
——[rr——=]=l(+1 F.3.24
o P — (04 1) e m(r). (P3.21)
Par les techniques devenues familieres, on trouve, pour 0 < r < oo,

com(r) = APrt + Bpr—t1 (F.3.25)

ou AJ',Bj" sont des constantes arbitraires; pour 0 < r < oo, tous les B)® = 0 et
pour 0 < 7 < oo, tous les A" = 0 pour £ > 0. De sorte que, en tenant compte des
restrictions ci-dessus imposées par les domaines, la solution générale de I’équation de
Laplace peut s’écrire comme

o0

¢
d(r0.0) =Y > (AP + Bl Y (0.0) (F.3.26)
(=0 m=—/¢

Les constantes arbitraires peuvent étre déterminées par la donnée de la solution ou
de sa dérivée normale sur une surface fermée.

Exemple
La solution ¢ qui s’annule a 'infini et qui prend sur la sphere de rayon a la valeur

f(0,p) = sinfsin p est, pour 0 < r < a,

i /8w _
=5 / ?T[Yf + Y7 (F.3.27)

ia® [87 1 _
6= gﬁ[Yf +Y. (F.3.28)
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F.4 Théoréme d’addition
Si
cosy = fi.it’ = cosf cost' + sinf) sind’ cos(¢ — ¢'), (F.4.29)
on a la formule d’addition suivante

4

2041 .
CD) Bleosy) = 3 Y00 Y770, (F.4.30)
m=—¢
Il vient donc, pour 7"7/ <1,
1 1
_ _ (F.4.31)
"= \/r2 + 12 — 2rr'cosy
[oe) /’n/[
= Z sy Py(cosy) (F.4.32)
(=0
> 47 A
AN
=D @i e 2 YY), (F.4.33)
=0 m=—/{

Ceci donne, par exemple, pour r >> 7', le développement multipolaire du potentiel
sous la forme

il 47360 / & |:§(—x;f| (F.4.34)
_ 1 / d3w'p(f’)§:477r L Y 0.0) V™0 o) (FA35)

dmeg U+ 1) rH 0 (Op) Y0,

Ly 1 : m S 1 s s al
T« 2 (2l + 1)t m;g Y™ (0.9) /d o p(@ )" Ym0 ). (F.4.36)

Remarquer que 't Y, (0',¢"), (non sommé sur £), est un polynéme homogene de
degré ¢ en les variables 2',y/,2" ou en o/, =2’/ + 1y 2’ =2’ —iy' 2.
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Annexe G

Probleme d’équilibre

G.1 Equilibre électrostatique

Soit ¢ le potentiel électrostatique produit par la distribution p dans V' borné de
R3. Soit  un point de la région extérieure & V, ol ¢ est solution de 1’équation de

Laplace
Ap(z) = 0. (G.1.1)

\Y

a

Théoréeme G.1. La valeur de ¢ en T est égale a la valeur moyenne de ¢ sur la
sphére de rayon R centrée en T entierement extérieure a V.

Pour le démontrer, choisissons l'origine des coordonnées au point Z. Tout point
de la sphere est alors repéré par R1,. Considérons d’abord en un point de la spheére
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R1, le potentiel dii & I’élément de charge dq’ en z':

- 1 dd'()
d 1) = —_— 1.2
o(BL) Amey |R1, — /| (G.1.2)
1 d ! (!
- ¢(7) (G.1.3)
dmeg \/R2 + 72 — 2Rr' cos vy
1 d (!
= (&) (G.1.4)
€0yt ﬁi +1—2§ cos 7y
= LS R o) (G.15)
pr— ;_0 ) Le(cosy 1
AN
ng EEO r'(f+1> %Jr : E (6,0)Y{"(0") (G-1.6)
La moyenne de ce potentiel sur la sphere de rayon R vaut
1 _ 1 1 27 _
— 1,.) = — 1 1.
APmoy T / dS d¢(R1,) pm /_1dcosé?/0 dp dp(R1,) (G.1.7)
1, = R 1
_ § - 1.
1 1
= dq' (') = G.1.9
(@) (G.19)

Pour la calculer, on a utilisé 'orthogonalité des harmoniques sphériques et le fait que
YY = 1/V/4r.

Cette moyenne coincide avec la valeur du potentiel dii & dq’ calculée au centre de
la sphere. Pour le potentiel complet,

P(R1,) = ! / 44 (G.1.10)

dreg Jyy |R1, — |

on a donc la méme propriété, a savoir

1 2w
oy = 4i/ dcose/ do $(RT,) = 6(0). (G.1.11)
T J-1 0

Corollaire G.1. Il résulte de ce théoréme que ¢ solution de l’équation de Laplace
ne peut pas avoir de minimum ou de maximum local, cad que les valeurs extrémes de
¢ se trouvent sur les bords.

En effet, si ¢ avait un maximum (resp.minimum) en Z, on pourrait trouver une
sphere centrée sur Z en tout point de laquelle la valeur de ¢ serait inférieure (resp.
supérieure) a ¢(z); la moyenne de ¢ sur cette sphere serait donc aussi inférieure (resp.
supérieure) a ¢(), ce qui serait contraire au théoréme précédent.
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Il y a une maniere plus intuitive d’arriver a ce résultat, basée cette fois, sur le
théoreme de Gauss.

Supposons que ¢ a un minimum en Z, alors, partout au voisinage de ce point, la
force appliquée a une charge test tend a ramener celle-ci vers T et est donc dirigée
vers T. Le flux de cette force au travers de la surface d’une petite sphere centrée sur
Z n’est donc pas nul or, par hypothese, il n’y a pas de charge en Z.
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Annexe H

Fonction de Green retardée

Les solutions élémentaires ou fonctions de Green de 1’équation de d’Alembert sont
solutions de I’équation

OG(z,t) = 4m 6(t) 6*(Z) (H.0.1)
avec le d’Alembertien défini comme
1
0= C—Qaf —A. (H.0.2)
On peut les obtenir aisément en posant
I ,
G(z,t) = 2—/ dw G(Z,w)e ™! (H.0.3)
™ —0o0
et en utilisant
1 oo —iwt H.0.4
5(t)—%/_oodwe . (H.0.4)
L’équation (H.0.1) devient alors
2 ~
(“c’—2 +A) G(zw) = — 41 6%(2). (H.0.5)

Puisque la source est ponctuelle, on peut faire Phypothése que G est & symétrie
sphérique, cad que B B

G(zw)=G(rw) avec r=|z|. (H.0.6)
En utilisant le laplacien en coordonnées sphériques, on met I’équation (H.0.6) sous la
forme

w? - 1 ~ _
C—QG(r,w) + ﬁar (r20,G(rw)) = — 47 53(z). (H.0.7)
Puis, en posant
~ 1
G(zw) = ;F(r,w), (H.0.8)
on obtient successivement
~ 1 1
0,G=—-=5F+-0.F (H.0.9)
r r
r20,G = — F +ro,.F (H.0.10)
0p(r’0, G) = — 0, F + 0,F + r9*F = rd*F (H.0.11)
1 29 A Lo

232



L’équation (H.0.7) est ainsi devenue

1 w?
=[5 + 02 F(rw) = —4r 6%(). (H.0.13)
roc

En dehors de 'origine, cad, pour r # 0 ou & # 0, cette équation est du type oscillateur
harmonique dont la solution générale peut s’écrire comme la superposition linéaire

des deux solutions particulieres

Fr(rw) = e avec k= - (H.0.14)
c
Ces derniéres fournissent
11 [t o 1 r
GE(rt) = - — dw e e e = Z§(t F ). H.0.15
(=75 [ dwettreni= Lsazt) (H.0.15)

On vérifie aisément que les G* sont bien solutions de (H.0.1) grace &

1
A~ = —dr 53(z). (H.0.16)
GT = Gpg est la fonction de Green retardée de ’équation de d’Alembert; G~ = G4

est la fonction de Green avancée.
Pour une source ponctuelle en ' au temps t’, ’équation (H.0.1) devient

OGzt7 V) =4nd(t —t') 6% (z — &) (H.0.17)

et les fonctions de Green retardée et avancée s’écrivent

[z — 2|

G|z - 7|t —t) = St —t'F

|z — 7| c

). (H.0.18)
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Annexe 1

Conditions aux limites

I.1 Rappels

L’analyse des équations de Maxwell a la surface limite entre deux milieux nous
a fourni les informations générales suivantes sur le comportement des champs au
passage de la surface:

i) la continuité des composantes tangentielles de E

ii) la discontinuité de la composante normale du déplacement électrique, s’il y a
sur la surface limite une distribution superficielle de charge X

iii) la continuité de la composante normale de Iinduction B

iv) la discontinuité des composantes tangentielles du champ H, s’il y a sur la
surface limite une distribution superficielle de courant k&

nx (Hpyy — Hegy) = k. (1.1.4)
Par ailleurs, 1’équation de continuité
V.j=—0p, (1.1.5)
intégréé sur le volume d’une boite a pilules fournit

n.(j) — J2)) = —O 2. (1.1.6)

wt

I.2 Champs monochromatiques en e~

Dans ce cas, ¥ doit aussi dépendre du temps par e~*?; I"équation (I.1.6) devient
alors
’FL(](l) —](2)) =iw. (I.2.7)
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En injectant dans les équations (I.1.2) et (I.2.7) les relations constitutives des milieux

Duy=e1Eqy et joy=o1Eqp) (1.2.8)
D) =eEg) et jo =02 Epy), (1.2.9)

(ou o; désigne la conductivité du milieu 4) celles-ci deviennent
€1 E(l)n — €9 E(2)n =X (1210)
01 By, — 02 By, = tw X, (I.2.11)
1.3 Cas particuliers

i) si ¥ =0, alors (1.2.10) et (I.2.11) imposent

€ €
N (1.3.12)
01 ()]
Ceci peut étre réalisé si on choisit les bons matériaux mais aussi lorsque
ocp=09=0 ou ooc. (1.3.13)

Le cas ou les deux conductivités sont infinies n’a pas grand intérét; le cas ou les deux
conductivités s’annulent est approximativement réalisé a la limite entre deux bons
diélectriques.

ii) si ¥ # 0, ce qui est plus courant, on peut ’éliminer des équations (I1.2.10) et
(I.2.11) et utiliser la condition limite

g g
(e1 — i) Eyn — (€2 — i) Egn = 0. (1.3.14)

iii) Si le milieu 2 est un conducteur parfait, cad, o 03 = co. Dans ce cas,
pour satisfaire les équations (1.2.10) et (I.2.11), il faut

b
Revenons a ’équation (I.1.4). La densité surfacique de courant est nulle sauf si la
conductivité est infinie; donc, si la conductivité est finie, (I.1.4) se réduit a

Si le milieu 2 est un conducteur parfait, o9 = oo, alors, comme on I’a déja montré
E)y, = 0. On peut dire plus, puisque, dans le milieu 2, on a encore I’équation
d’Ampere-Maxwell

V X Hig) = j2) + Oy D). (1.3.17)

Avec les équations constitutives du milieu 2 et la dépendance en le temps de E(Q) de
la forme e~ ™t il vient

]

V x (2) = 02 E(g) —iwey E(g) (I.3.18)
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Résumé

o1=02=0| Eqy=Eqgy | Doy =Den | Hue=He:e | Ban = Ben

o3 = 00 Egy =0 Dy, =0 Hi)p=0_
E(Z)t =0 D(l)n =3 n X H(l) =k B(l)n =

o
=
N

3
o o

01,02 #00 | Eqy = Epy | (61 — 2)Eqyn = | Haye = Heye | Bayn = Ban
(62 - ?—ﬁ) (2)n

ou encore

09 — 1W €9
Sous I’hypotheése raisonable que le champ Hy est borné et dérivable, on tire de la
derniere égalité, avec o2 = 00, que toutes les composantes de Ey) sont nulles.

Par ailleurs, les mémes hypotheses que celles faites ci-dessus appliquées a 1I’équation
de Faraday dans le milieu 2

V x E(z) = —BtB(Q) =W B(z), (1.3.20)
et la relation constitutive B B
B(Q) = U2 H(Q), (1321)
fournissent 1
H(2) = iw,uz V x E(Q) (1322)
d’ou
H) = 0. (1.3.23)

Si H (2) = 0, alors, a I'interface entre le milieu 1 et le milieu 2 de conductivité infinie,
il faut B
nx Hqy = k. (1.3.24)
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Annexe J

Définition alternative des
transformations de Lorentz

Produit scalaire minkowskien dans R"™:
v = vt whe,e, = v w n. (J.0.1)
N = €u-€y = diag(l, — 1, —1,..., — 1). (J.0.2)
Définition J.1. Une transformation de Lorentz est une application
0:R" - R": 0 (V) (J.0.3)
telle que
0(v)l(w) = v.w Vou,w. (J.0.4)

Théoréme J.1. Soit ¢ une transformation de Lorentz et {€,} une base orthonormée
de R", alors les vecteurs {{(€,) = £, } forment une base orthonormée de R™.
Démonstration:
11 suffit de montrer que les vecteurs {@M} sont linéairement indépendants puisque,
par définition

Cyly = €u.8y = Ny (J.0.5)
Soit
e, =0. (J.0.6)
Alors, pour toute valeur de v,
ct E_H.Z,, =0=c"nw=c, — " =0. (J.0.7)

Théoreme J.2. / est une application lincaire.

Il faut montrer que, Vo = vt e,, on a
l(v) = v L. (J.0.8)
Or, les {@M} forment une base; on peut donc décomposer £(v) sur cette base. Soit

l(v) =VH, (J.0.9)
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Alors

b, () =VHFiE,0,=V, (J.0.10)
U=y (J.0.11)

:éy

Donc aussi V¥ = v#.
La transformation de Lorentz se met donc sous la forme

ley) =L, =e, N, (J.0.12)

ou apparalt la matrice A de la transformation linéaire £ qui définit le changement de
base orthonormée.
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