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A. INTRODUCTION

A. INTRODUCTION

: B Importance des phénomeénes de collision

Un grand nombre d’expériences de physique, notamment en physique des
hautes énergies, consistent a diriger un faisceau de particules (1) (obtenu par
exemple a 'aide d’un accélérateur) sur une cible constituée de particules (2), et
a etudier les collisions qui en résultent : on détecte les différentes particules* qui
composent I'état final du systéme, c’est-a-dire I'état aprés la collision (¢f. fig 1),
et on mesure leurs caractéristiques (direction d’émission, énergie, etc...). Le but
d'une telle étude est évidemment de déterminer les interactions qui existent
entre les diverses particules intervenant dans la collision.

Détecteur

Faisceau incident
— b g

particules (1)

Deétecteur

FIGURE |

Schéma d'une expérience de collision entre les particules (1) d'um faisceau incident et les
particules (2) d’une cible. On a représenté sur la figure deux détecteurs mesurant le nombre de
particules diffusées dans des directions faisant des amgles 6, et 0, avec le faiscean incident.

Les phénoménes observés sont parfois trés complexes. Par exemple, si les
particules (1) et (2) sont en fait composées de constituants plus fondamentaux
(protons et neutrons pour les noyaux), ces derniers peuvent, lors de la collision,
se redistribuer entre deux ou plusieurs particules finales composées, différentes
des particules initiales; on parle dans ce cas de « collisions de réarrangement ».

* En pratique, il n'est pas toujours possible de détecter toutes les particules émises, et on doit
souvent se contenter d’informations partielles sur le systéme final.
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CHAPITRE Vil DIFFUSION PAR UN POTENTIEL

——

De plus, se manifeste a haute énergie la possibilité relativiste de « materialisa-
tion » d'une partie de 'énergie : on assiste alors a la création de nouvelles parti-
cules, et I'état final peut en comprendre un grand nombre (d’autant plus grand
que |'énergie du faisceau incident est plus élevée). De fagon générale, on dit que
les collisions donnent lieu 4 des réactions, que 'on note le plus souvent comme
en chimie :

M+Q)— 3+ @+ 5+ .. (A-1)

Parmi toutes les réactions possibles* dans des conditions données, on désigne
sous le nom de diffusions celles dans lesquelles I’¢tat final est constitué¢ des mémes
particules (1) et (2) que I'état initial. De plus, une diffusion sera dite élastique si
I’état interne d’aucune des particules ne change lors de la collision.

2. Diffusion par un potentiel

Nous nous limiterons dans ce chapitre a I'étude de la diffusion elastique
des particules incidentes (1) par les particules (2) de la cible. Si les lois de la
mécanique classique étaient applicables, il s’agirait de déterminer la déviation que
subissent les trajectoires des particules incidentes sous l'effet des forces exercees
par les particules (2). Il n’est bien sir pas question, pour des processus qui se
produisent a ['échelle atomique ou nucléaire, de traiter le probléme par la
mécanique classique : il faut étudier I'évolution de la fonction d’onde associée
aux particules incidentes sous 'influence des interactions avec les particules de
la cible [d’ou I'expression de « diffusion » des particules (1) par les particules (2)]
Encore n’aborderons-nous pas cette étude dans toute sa généralité ; nous introdui-
rons les hypothéses simplificatrices suivantes :

(i) Les particules (1) et (2) seront supposées sans spin. Ceci simplifie nota-
blement la théorie, mais ne signifie pas que le spin des particules est sans impor-
tance dans les phénomeénes de diffusion.

(if) Nous ne tiendrons pas compte de la structure interne que présentent
dans certains cas les particules (1) et (2). Les raisonnements qui suivent ne
s'appliquent donc pas aux diffusions dites « inélastiques », pour lesquelles [I’état
final étant toujours constitué des particules (1) et (2)] une fraction de I'énergie
cinétique de (1) a été absorbée par les degrés de liberté internes de (1) et (2) (¢f. par
exemple l'expérience de Franck et Hertz); nous nous limiterons au cas des
diffusions élastiques, qui n’affectent pas la structure interne éventuelle des parti-
cules,

(iif) Nous admettrons que la cible est suffisamment mince pour que l'on
puisse négliger les processus de diffusion multiple, c’est-d-dire les processus au
cours desquels une particule incidente determinée subit plusieurs diffusions suc-
cessives avant de sortir de la cible.

* Les processus étudiés se produisant au niveau quantique, il n'est pas possible en général
de prévoir avec certitude quel état final va résulter d'une collision donnée ; on cherche seulement a prédire
les probabilités des divers états possibles.
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A. INTRODUCTION

(iv) Nous négligerons toute cohérence entre les ondes diffusées par les
différentes particules constituant la cible. Ceci est justifieé lorsque I'extension des
paquets d'ondes associes aux particules (1) est petite devant la distance moyenne
entre particules (2). Nous nous intéressons donc uniquement au processus élémen-
taire de diffusion d'une particule (1) du faisceau par une particule (2) de la cible.
Ceci exclut un certain nombre de phénoménes pourtant trés intéressants, comme
par exemple la diffusion cohérente par un cristal (diffraction de Bragg) ou celle
de neutrons lents par les phonons d'un solide, qui fournissent de précieux
renseignements sur la structure et la dynamique des réseaux cristallins. Dans le cas ol
I'on peut négliger ces effets de cohérence, le flux de particules détectées est
simplement la somme des flux diffusés par chacune des .4" particules de la cible,
c’est-a-dire A" fois le flux diffusé par 'une quelconque d’entre elles (les dimensions
de la cible étant trés petites devant sa distance au détecteur, la position de la particule
diffusante a I'intérieur de la cible est sans importance).

(v) Nous supposerons que les interactions entre particules (1) et (2) peuvent
étre décrites par une énergie potentielle ¥{r, — r,) ne dépendant que de la position
relative r = r; — r, des deux particules. D’aprés le § B du chapitre VII, nous
sommes alors ramenés, dans le référentiel du centre de masse* des deux parti-
cules (1) et (2), a I'étude de la diffusion par le potentiel V(r) d'une particule unique,
la « particule relative », dont la masse u est reliée aux masses m, et m, de (1) et
(2) par la formule :

i (A-2)

3. Définition de la section efficace de diffusion

Soit Oz la direction le long de laquelle arrivent les particules incidentes de
masse u (fig. 2). Le potentiel F{(r) est localisé autour de I'origine O des coordonnées
[qui est en fait le centre de masse des deux particules réelles (1) et (2)]. Nous
noterons F, le flux de particules dans le faisceau incident, c’est-a-dire le nombre de
particules traversant par unité de temps une surface unité perpendiculaire a Oz
qui serait placée dans la région des z trés grands négatifs (le flux F, est supposé
suffisamment faible pour que les interactions entre les différentes particules du
faisceau incident soient complétement négligeables).

On dispose, loin de la région ou régne le potentiel et dans la direction
repérée par les angles polaires 6 et ¢, un détecteur dont I'ouverture est vue de O
sous 'angle solide dQ (le détecteur est situé a une distance de O grande devant les
dimensions linéaires de la zone d’action du potentiel); on compte ainsi le nombre
dn de particules diffusées par unité de temps dans I'angle solide dQ autour de la
direction (6, ).

* Pour interpréter les résultats obtenus dans des expériences de diffusion, il faut bien entendu
revenir au référentiel lié au laboratoire. Le passage d’un référentiel 4 I'autre est un probléme simple de
cinématique que nous n'aborderons pas ici. Voir par exemple Messiah (1.17), Vol. I, chap X, § 7.
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Faisceau incident

Zone d’action
du potentiel

frr'L#'r*r

FIGURE 2

Le faisceau incident, dont le flux de particules est F,, est paralléle 4 I'axe Oz; il est supposé
beaucoup plus large que la zome d’action du potentiel V{r), centrée en 0. Loin de cette zone
d’action, on dispose un détecteur D mesurant le nombre dn de particules diffusées par unité de
temps dans I'angle solide df2, centré autour de la direction d'angles polaires ¢ et ¢. Le nombre dn
est proportionnel &4 F, et 4 df2; le coefficient de proportionnalité o(f, @) est par définition la
« section efficace » de diffusion dans la direction (0, ©).

—ar =

dn est évidemment proportionnel a df2 et au flux incident F,; nous dési-
gnerons par o (0, ¢) le coefficient de proportionnalité entre dn et F,dQ :

dn = F, 6(0, ¢) dQ | (A-3)

Les dimensions de dn et F, étant respectivement 7' et (L*T)"!, o (0, @) est
homogene a une surface; o (0 ,p) est appelé section efficace différentielle de diffusion
dans la direction (), ¢). On mesure fréquemment les sections efficaces en barns
ou en sous-multiples du barn :

1 barn = 1072 ¢cm? (A-4)

On peut interpréter la définition (A-3) de la fagon suivante : le nombre de
particules arrivant par unité de temps au détecteur est égal au nombre de par-
ticules qui traverseraient par unité de temps une surface o (8, @) dQ disposée
normalement & Oz dans le faisceau incident.

On définit également la section efficace totale de diffusion o par la formule :

g = jqa, @) dQ (A-3)

REMARQUES :

(f) La définition (A-3), ol dn est proportionnel 4 d, implique que seules
sont prises en compte les particules diffusées, dont le flux tombant sur un
détecteur D donné [de surface fixée et placé dans la direction (0, ¢)] est
inversement proportionnel au carré de la distance entre D et O (cette propriété
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est caractéristique d’'un flux diffusé). En pratique, le faisceau incident est
limité latéralement [sa largeur restant toutefois trés grande devant l'exten-
sion de la zone d'action de V(r)], et le détecteur est placé hors de son trajet,
de fagon & ne recevoir que les particules diffusées. Bien siir, un tel montage
ne permet pas de mesurer la section efficace dans la direction # = 0 (direc-
tion avant), qui ne peut étre obtenue que par extrapolation a partir des
valeurs de a(8, @) pour 6 petit.

(/) La notion de section efficace n'est pas limitée au cas des diffusions élas-
tiques : on définit de maniére analogue des sections efficaces de réaction.

4. Organisation de ce chapitre

Le § B est consacré a I'étude succincte de la diffusion par un potentiel Fir)
quelconque (décroissant cependant plus vite que 1/r a I'infini) : nous introduisons
tout d’abord, dans le § B-1, les notions fondamentales d’état stationnaire de diffu-
sion et d’amplitude de diffusion; puis nous montrons (§ B-2) comment la connais-
sance du comportement asymptotique des fonctions d’onde associées aux états
stationnaires de diffusion permet d’obtenir les sections efficaces de diffusion; nous
discutons ensuite de maniére plus précise, au § B-3, I'existence de ces états station-
naires de diffusion & partir de I’équation intégrale de la diffusion; enfin (§ B-4)
une résolution approchée de cette équation, valable pour des potentiels faibles,
conduit a l'approximation de Born, dans laquelle la section efficace est trés
simplement reliée a la transformée de Fourier du potentiel.

Lorsque le potentiel F(r) est central, les méthodes générales décrites au § B
restent bien sir applicables, mais on leur préfére le plus souvent la méthode des
déphasages, qui est exposée au § C. Cette méthode est basée (§ C-1) sur la comparai-
son entre les ¢tats stationnaires de moment cinétique bien defini dans le poten-
tiel ¥(r) (que nous appellerons « ondes partielles ») et leurs analogues en ['absence
de potentiel (« ondes sphériques libres »). Aussi commengons-nous par étudier,
au § C-2, les proprietes essentielles des etats stationnaires d’une particule libre, et
plus particuliérement celles des ondes sphériques libres ; ensuite (§ C-3), nous mon-
trons que la différence entre une onde partielle dans le potentiel ¥(r) et I'onde
sphérique libre de méme moment cinétique / est caractériseée par un « dephasage » 0, ;
1l suffit alors de savoir comment les états stationnaires de diffusion peuvent étre
construits a partir des ondes partielles pour obtenir I'expression des sections
efficaces en fonction des déphasages (§ C-4).

B. ETATS STATIONNAIRES DE DIFFUSION.
CALCUL DE LA SECTION EFFICACE

Pour décrire quantiquement le processus de diffusion d’une particule incidente
donnée par le potentiel V(r), il faut étudier le comportement au cours du temps du
paquet d ondes représentant I'état de la particule. Les caractéristiques de ce paquet
d’ondes sont supposées connues pour les temps ¢ grands et négatifs, ou la particule
se trouve dans la région négative lointaine de ’axe Oz et n’a pas encore été affectée

897



CHAPITRE VIl DIFFUSION PAR UN POTENTIEL

par le potentiel V(r). On sait que I’évolution ultérieure du paquet d’ondes
s'obtient immédiatement si on 'exprime comme une superposition d'états station-
naires. C'est pourquoi nous allons étudier tout d’abord I'équation aux valeurs
propres de ’hamiltonien :

H = H, + V(r) (B-1)
ou :
PI
H, = 5 (B-2)

decnit I'énergie cinétique de la particule.

En fait, pour simplifier les calculs, nous allons raisonner directement sur les
etats stationnaires et non sur des paquets d'ondes. Nous avons déja utilisé ce
procédé au chapitre I, dans I'étude des potentiels « carrés» a4 une dimension
(§ D-2 et complement H,); il consiste a considérer un état stationnaire comme
représentant un fluide de probabilité en régime d’écoulement permanent, et a
etudier la structure des courants de probabilité correspondants. Bien entendu,
ces raisonnements simplifiés ne sont pas rigoureux : il resterait & montrer qu’ils
conduisent aux mémes résultats que |'approche correcte du probléme, basée sur
des paquets d’ondes; nous admettrons ce point, ce qui nous permettra de déve-
‘opper plus facilement certaines idées générales, en évitant de les noyer dans des
calculs compliqués*.

; Définition des états stationnaires de diffusion

a. EQUATION AUX VALEURS PROPRES DE L'HAMILTONIEN

L’eéquation de Schridinger décrivant I'évolution de la particule dans le
potentiel V(r) admet des solutions d’énergie E bien définie (états stationnaires) :

W(r 1) = ofr)e = (B-3)

ou ¢@(r) est solution de '’équation aux valeurs propres :

ﬁz
I:- 2_,-:1d + V{r}]qp(r] = E ¢(r) (B-4)

Nous allons supposer que le potentiel ¥(r) décroit a I'infini plus vite que 1/r.
Remarguons que cette hypothése exclut le potentiel coulombien; celui-ci néces-
site un traitement particulier, que nous n’aborderons pas ici.

* La démonstration a été faite dans le complément J,, pour un probléme particulier & une
dimension; nous avons alors vérifié qu'on obtient les mémes résultats en calculant le courant de
probabilité associé 4 un état stationnaire de diffusion, ou en étudiant I'évolution d’un paguet d'ondes
décrivant une particule qui subit une collision.
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Nous ne nous intéressons qu'aux solutions de (B-4) associées a une énergie E
positive; E est égale a I'énergie cinétique de la particule incidente avant qu’elle
n’ait abordé la zone d’action du potentiel. Nous poserons :

h2k?
E= (B-5)
V(r) = g—; Ul(r) (B-6)

de sorte que (B-4) s’écrit :
[4 + k* — Ur)]e(r) =0 (B-7)

Pour chaque valeur de k (c’est-a-dire de I'énergie E), I’équation (B-7) admet
une infinité de solutions (les valeurs propres positives de I'hamiltonien H sont
infiniment degénérées). Comme dans les problémes de potentiels « carrés » a une
dimension (¢f. chap. I, § D-2, et complément H;), il nous faut choisir, parmi ces
solutions, celle qui correspond au probléme physique étudié (par exemple, quand
nous voulions déterminer la probabilité pour qu'une particule d’énergie donnée
franchisse une barriére de potentiel & une dimension, nous choisissions I'état sta-
tionnaire comportant seulement une onde transmise dans la région situeée apres
la barriére). Ici, ce choix s'avére plus compliqué, car la particule évolue dans
I'espace 4 trois dimensions et le potentiel ¥(r) a une forme a priori quelconque.
Nous allons donc préciser, en utilisant de maniére intuitive les propriétés des
paquets d’ondes, les conditions qu’il faut imposer aux solutions de 1’équation (B-7)
pour qu’elles puissent étre utilisées dans la description d'un processus de diffusion.
Nous appellerons états stationnaires de diffusion les états propres de ['hamiltonien
vérifiant ces conditions, et nous noterons v )(r) les fonctions d'onde associées.

b. FORME ASYMPTOTIQUE DES ETATS STATIONNAIRES DE DIFFUSION.
AMPLITUDE DE DIFFUSION

Pour r grand négatif, la particule considérée est libre [¥(r) est pratiquement
nul si I'on se place suffisamment loin du point O], et son état est représenté par un
paquet d'ondes planes; par conséquent, la fonction d’onde stationnaire que nous
cherchons doit comporter un terme en e'**, k étant la constante qui figure dans I'équa-
tion (B-7). Lorsque le paquet d’ondes aborde la région ou régne le potentiel V(r),
sa structure est profondément modifiée et son évolution compliquée. Cependant,
pour ¢ grand positif, il est sorti de cette région et présente 4 nouveau une forme
simple : i1l s'est alors scindé en un paquet d'ondes transmises poursuivant leur
propagation le long de Oz dans le sens positif (donc en e**) et un paquet d’ondes
diffusées. Par conséquent, la fonction d’onde v{9"'(r) représentant I’état stationnaire
de diffusion associé 4 une énergie E = hi’k?/2u donnée doit s’obtenir en superpo-
sant 'onde plane e’ et une onde diffusée (nous laissons de coté le probléme de la
normalisation ).

La structure de 'onde diffusée dépend évidemment du potentiel F(r).
Toutefois, sa forme asymptotique (valable loin de la région d’action du potentiel)
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est simple; en raisonnant par analogie avec 'optique ondulatoire, on comprend
que I'onde diffusée doit présenter, pour r grand, les caracteristiques suivantes :

(i) Dans une direction donnée (6, @), sa dépendance radiale doit étre en e'“/r.
En effet, c’est une onde divergente (ou « sortante ») de méme énergie que I'onde
incidente. Le facteur 1/r provient des trois dimensions de I'espace : (4 + k?)e'™
n'est pas nul, alors que :
ikr

(4 + kI)ET = 0 pourr = r, positif quelconque (B-8)

(en optique, le facteur 1/r assure que le flux total d’énergie a travers une sphére de
rayon r est indépendant de r pour r grand ; en mécanique quantique, c’est le flux
de probabilité 4 travers cette sphére qui ne dépend pas de r).

(ii) La diffusion n’étant en général pas isotrope, I'amplitude de l'onde
sortante dépend de la direction (0, @) que I’'on considére.

Finalement, I’état stationnaire de diffusion v;%"'(r) est par définition la
solution de I'équation (B-7) dont le comportement asymptotique est de la forme :

e

ikr

AO) |, & + (6, 9)— (B-9)

Dans cette expression, seule la fonction f.(6, @), que 'on appelle I'amplitude de
diffusion, dépend du potentiel ¥(r). On peut montrer (cf. § B-3) que I’équation (B-7)
admet effectivement, pour chaque valeur de k, une solution et une seule qui vérifie
la condition (B-9).

REMARQUES °:

(i) Nous avons déja signalé que, pour obtenir simplement I'évolution dans le
temps du paquet d’ondes représentant I'état de la particule incidente, il faut
le développer, non pas sur la base des ondes planes, mais sur celle des états
propres de I’hamiltonien total H. Considérons donc une fonction d’onde

de la forme* :

Y(r, 1) = Imdk g(k) i) e~ B/ (B-10)
0

ou ;

(B-11)

et ou la fonction g(k), que nous prendrons réelle pour simplifier, présente
un pic prononcé en k = k, et s’annule pratiquement en dehors de ce pic;
Y(r, 1) est solution de I'’équation de Schrodinger, et peut donc décrire cor-
rectement I’'évolution dans le temps de la particule. Reste & nous assurer que

* En réalité, il faudrait aussi superposer des ondes planes correspondant d des vecteurs d’onde k de
directions légérement différentes, car le paquet d'ondes incident est limité dans les directions perpen-
diculaires 4 0z. Nous ne nous intéressons ici pour simplifier qu'a la dispersion en énergie (qui se traduit
alors par une limitation de I'extension du paguet d'ondes le long de Oz).
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— .

(i)

cette fonction vérifie bien les conditions aux limites imposées par le probléme
physique particulier que nous étudions. Asymptotiquement, elle se présente
d'aprés (B-9) comme la somme d’un paquet d’ondes planes et d'un paquet
d’ondes diffusées :

Wir, t) ~ I

0

o
el.l‘.r

dk g(k) e e 1B 4 -[ dk g(k) (8, qﬁr}T e &t (B-12)
0

La position du maximum de chacun de ces paquets peut étre obtenue par

la condition de phase stationnaire (¢f. chap. I, § C-2). Un calcul simple donne

ainsi pour le paquet d'ondes planes :

2(t) = vt (B-13)
avec
_ Bk,
o

Quant au paquet diffusé, son maximum dans la direction (@, ¢) se trouve a la
distance du point O donnée par :

Vg (B-14)

rul8. 0:1) = — % (6, 9) + vgt (B-15)

ou (0, @) est la dérivée par rapport 4 k de 'argument de 'amplitude de
diffusion f, (0, ¢). Notons que les formules (B-13) et (B-15) ne sont valables
que dans la région asymptotique, c’est-a-dire pour |¢| grand.

Pour  grand et négatif, il n’y a pas de paquet diffusé; en effet, d’aprés
(B-15), les ondes qui le composent interférent constructivement pour des
valeurs de r négatives, et donc situées en dehors du domaine de variation
accessible a r. Seul existe alors le paquet d’ondes planes qui, d’aprés (B-13),
se dirige vers la région d’interaction a la vitesse de groupe v;. Pour ¢ grand
positif, les deux paquets sont effectivement présents; le premier s’éloigne
le long de la partie positive de I'axe Oz, prolongeant le paquet incident;
le second diverge dans toutes les directions de I'espace. La condition asymp-
totique (B-9) permet donc bien de décrire le processus de diffusion.

L’extension spatiale Az du paquet d’ondes (B-10) est reliée a la dispersion en impulsion
hAk par la relation :

1
Az =~ — -
z P (B-16)

Nous supposerons Ak suffisamment petit pour que Az soit grand devant les dimensions
linéaires de la zone d'action du potentiel. Dans ces conditions, le paquet d'ondes se
dirigeant a la vitesse v, vers le point O (fig. 3) mettra un temps :

Az 1

AT = — =~

T B4

a traverser cette zone. Fixons 'origine des temps a l'instant ou le centre du paquet
d'ondes incident atteint le point O. Il n'existe d'ondes diffusées que pour 1 > — AT/2,
apres que le front avant du paquet d’ondes incident ait abordé la zone d’action du poten-
tiel ; pour ¢t = 0, la partie la plus éloignée du paquet d’ondes diffusé est & une distance de
I'ordre de Az/2 du point O.
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FIGURE 3

Le paquet d’ondes incident, de longueur Az, se dirige & la vitesse v, vers le potentiel ¥{r); il
interagit avec le potentiel pendant un temps de 'ordre de AT = Az/v; (la dimension de la zone
d’action du potentiel est supposée négligeable devant Az).
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Considérons maintenant un probléme a priori différent, dans lequel on aurait
un potentiel dépendant du temps, obtenu en multipliant ¥(r) par une fonction f(r)
qui croit lentement de 0 Al entret = — AT/2 et t = 0, pour ¢ trés inférieur a — AT /2,
le potentiel est nul, et nous supposerons que I'état de la particule est représenté par
une onde plane (remplissant tout I'espace). Cette onde plane ne commence a étre
modifiée que pour ¢ =~ — AT/2 et, a l'instant ¢ = 0, I'allure des ondes diffusées est
semblable & celle du cas précédent.

On congoit donc qu'il y ait une certaine analogie entre les deux problémes
différents que nous venons de décrire : d'une part, diffusion par un potentiel constant
d'un paquet d'ondes incident dont I'amplitude au point O croit réguliérement entre
les instants — AT/2 et zéro; d’autre part, diffusion d’une onde plane d’amplitude cons-
tante par un potentiel que I'on « branche » lentement sur le méme intervalle de temps
[- 4T]2,0],

Si Ak — 0, le paquet d'ondes (B-10) tend vers un état stationnaire de diffusion
[g(k) tend vers 8(k — k,)]; par ailleurs, d'aprés (B-17), AT devient infini et le branche-
ment du potentiel associé & la fonction f(r) devient infiniment lent (on I'appelle souvent
pour cette raison « branchement adiabatique »). La discussion précédente, bien que
trés qualitative, permet ainsi de se représenter un état stationnaire de diffusion comme
résultant du branchement adiabatique du potentiel diffuseur sur une onde plane libre.
On peut préciser cette interprétation en étudiant de fagon plus détaillée I'évolution
de I'onde plane initiale dans le potentiel /(1) ¥(r).
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-

2. Calcul de la section efficace
a partir des courants de probabilité

a. FLUIDE DE PROBABILITE
ASSOCIE A UN ETAT STATIONNAIRE DE DIFFUSION

Pour évaluer la section efficace de diffusion, il faudrait en toute rigueur étudier
la diffusion d'un paquet d'ondes incident par le potentiel F(r). Toutefois, on peut
obtenir beaucoup plus simplement le résultat en raisonnant sur les états station-
naires de diffusion; on considére un tel état comme décrivant un fluide de probabi-
lité en régime d'écoulement permanent, et I'on calcule la section efficace a partir
du courant incident et du courant diffusé. Cette méthode est, comme nous I’avons
déja signalé, analogue a celle que nous avons utilisée dans les problémes de
barriéres « carrées » a une dimension : dans ces problémes, le rapport entre le
courant réfléchi (ou transmis) et le courant incident donne directement le coef-
ficient de réflexion (ou de transmission).

Nous allons donc calculer les contributions de 'onde incidente et de 'onde
diffusée au courant de probabilité dans un état stationnaire de diffusion. Rap-
pelons I'expression du courant J(r) associé & une fonction d'onde ¢(r) :

J(9) =+ Re [w*[rl %vm(rl] (B-18)

b. COURANT INCIDENT ET COURANT DIFFUSE

Le courant incident J; s’obtient en remplagant, dans (B-18), ¢(r) par I'onde
plane e'**; J, est donc dirigé suivant I'axe Oz, dans le sens positif, et son module
vaut :

hik
b= (B-19)

L'onde diffusée étant exprimée dans la formule (B-9) en coordonnées sphé-
riques, nous allons calculer les composantes du courant diffusé J, sur les axes

locaux deéfinis par ce systéme de coordonnées. Rappelons que les composantes
correspondantes de 'opérateur V sont :

d
[F}r = _a'_r
18
(V)y = e
1 @
(V), = r sin 6 do (B-20)

En prenant pour @(r), dans la formule (B-18), la fonction f£,(f, ¢)e™ /r, on obtient
facilement le courant diffusé dans la région asymptotique :
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@ = 1406, o)
u re
0o =2 L re 1 120,015 0. 0)|
hood .y 0
00 =2 Re | 120,015 £0.0)| (B-21)

Comme r est grand, (J;), et (J,), sont négligeables devant (J,),. et le courant
diffusé est pratiquement radial.

c. EXPRESSION DE LA SECTION EFFICACE

Le faisceau incident est composé de particules indépendantes, que nous
supposons toutes préparées de la méme fagon; envoyer un grand nombre de ces
particules revient a effectuer un grand nombre de fois la méme expérience sur une
particule dont I’état est & chaque fois le méme. Si cet état est vf 4" (r), on congoit
que le flux incident F;, c’est-a-dire le nombre de particules du faisceau incident
qui franchissent par unité de temps une surface unité perpendiculaire 4 Oz, soit
proportionnel au flux du vecteur J, a travers cette surface, c’est-a-dire
d’apres (B-19) :

ﬁk
,u

Le nombre dn de particules qui frappent par unité de temps l'ouverture
utile du détecteur (fig. 2) est, de la méme fagon, proportionnel au flux du vec-
teur J, a travers la surface dS limitant cette ouverture [la constante de propor-
tionnalité C étant la méme qu’en (B-22)] :

F,=Cl| = (B-22)

dn = CJ,.dS = C(J,),r? dQ
Tk
C=T 140, 9) d@ (B-23)

On voit que dn est indépendant de r pourvu que r soit suffisamment grand.
Si I'on reporte les formules (B-22) et (B-23) dans la définition (A-3) de la
section efficace différentielle ¢ (6, ¢), on obtient :

| a(0.0) = 46, o) | (B-24)

La section efficace différentielle est donc simplement donnée par le carré du
module de I'amplitude de diffusion.

d. INTERFERENCES ENTRE L'ONDE PLANE ET L'ONDE DIFFUSEE

Dans les paragraphes précédents, nous avons négligé une contribution au courant associé

4 v, (r) dans la région asymptotique : celle qui provient de I'interférence entre 'onde plane

*: et 'onde diffusée, et qui s'obtient en remplagant dans (B-18) @*(r) par e ™ et o(r) par
£,(8, @) e™/r, et vice versa.
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On peut se convaincre cependant que ces termes d'interférence n'interviennent pas
lorsqu’on s'intéresse 4 la diffusion dans une direction autre que la direction avant (6@ = 0).
Reprenons pour cela la description de la collision en termes de paquets d’ondes (fig. 4), et tenons
compte du fait qu'en pratique, le paquet d’ondes a toujours une extension latérale finie.
Initialement, le paquet d’ondes incident se dirige vers la zone d’action de V(r) (fig. 4-a). Aprés
la collision (fig. 4-b), on se trouve en présence d'un paquet d’ondes planes provenant simple-
ment de la propagation du paquet d'ondes incident {(comme si le potentiel diffuseur était nul)
et d'un paguet d'ondes diffusées s'éloignant du point O dans toutes les directions. L'onde
transmise resulte donc de 'interférence des deux types d’ondes, planes et sphériques. En général
cependant, on place le détecteur D hors du faisceau, de fagon qu’'il ne soit pas frappé par les
particules transmises : on n’observe alors que le paguet d’ondes diffusées et il n'est pas nécessaire
de tenir compte des termes d'interférence que nous venons de mentionner.
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FIGURE 4

Avant la collision (fig. a), le paquet d’ondes incident se dirige vers la zone d’action du potentiel.
Aprés la collision (fig. b), on se trouve en présence d'un paquet d’ondes planes et d’un paquet d*ondes
sphériques diffusées par le potentiel (traits tiretés sur la figure). Ces ondes interférent dans la direction
avant de fagon destructive (conservation de la probabilité totale); le détecteur D est placé dans une
direction latérale, et n'est sensible qu'aux ondes diffusées.

s

Il ressort cependant de la figure 4-b que I'interférence entre le paquet d’'ondes planes
et le paquet d'ondes diffusées ne peut étre négligée dans la direction avant, ol ils occupent une
méme reégion de l'espace. Le paquet d'ondes transmis résulte de cette interférence. D’autre
part, il doit avoir une amplitude plus faible que le paquet incident, puisqu’il y a conservation
de la probabilitée totale, c’est-a-dire conservation du nombre de particules : les particules
diffusées dans toutes les directions de I'espace autres que la direction avant quittent le fais-
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ceau, dont I'intensité est ainsi atténuée aprés traversée de la cible. C'est donc I'interférence
destructive entre le paquet d’ondes planes et le paquet d’ondes diffusées vers I'avant qui assure
la conservation globale du nombre total de particules.

3. Equation intégrale de la diffusion

Nous nous proposons d’'indiquer maintenant, de fagon plus précise qu’au
§ B-1-b, comment on peut démontrer 'existence de fonctions d'onde station-
naires ayant un comportement asymptotique de la forme (B-9). Nous allons
pour cela écrire I’équation intégrale de la diffusion, dont les solutions sont préci-
sément les fonctions d’onde des états stationnaires de diffusion.

Reprenons I'équation aux valeurs propres de H [formule (B-7)] et mettons-la
sous la forme :

(4 + k%) o(r) = U(r) o(r) (B-25)

Supposons (nous verrons plus loin que c’est effectivement le cas) que I'on
connaisse une fonction G(r) telle que :

(4 + k?) G(r) = d(r) (B-26)

[G(r) est appelée « fonction de Green» de l'opérateur 4 + k] Alors, toute
fonction ¢(r) qui vérifie :

) ) jd*r’G{r — ¥) UIY) ofr) (B-27)

ol @,(r) est solution de I'équation libre :
(4 + k*) @olr) = 0 (B-28)

satisfait a 'équation différentielle (B-25). En effet, appliquons I'opérateur 4 + k?
aux deux membres de (B-27); compte tenu de (B-28), nous obtenons :

(4 + k*) o(r) = (4 + k%) jd"r’ﬁ{r — ') U(r') o(r') (B-29)

Admettons qu’on puisse faire passer 'opérateur dans l'intégrale. Il agira alors
seulement sur la variable r et donnera d’aprés (B-26):

(4 + k) oft) = fd*r’a[r - ¥) UY) ofr)
- Ulr) ol0) (B-30)

Inversement, on peut montrer que toute solution de (B-25) vérifie (B-27)*. On
peut donc remplacer I’équation différentielle (B-25) par I'équation intégrale (B-27).

* On le comprend intuitivement si 'on considére U(r)p(r) comme un second membre d'équation

différentielle : la solution générale de (B-25) s’obtient alors en ajoutant 4 la solution générale de I'équation
sans second membre une solution particuliére de 'équation compléte [deuxiéme terme de (B-27)].
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Nous allons voii qu’'il est souvent plus facile de raisonner sur I'équation
intégrale. Son principal avantage vient de ce que, en choisissant ¢,(r) et G(r) de
fagon adéquate, on peut incorporer dans I'équation le comportement asymptotique
désiré : ainsi, une seule équation intégrale, dite équation intégrale de la diffusion,
devient I'équivalent de I’équation différentielle (B-25) et de la condition asymp-
totique (B-9).

Considérons tout d’abord I’équation (B-26). Elle implique que (4 + &*)G(r)
doit étre identiquement nul dans toute région excluant I'origine [ce qui, d’apres
(B-8), est le cas de e/r]; de plus, d’aprés la formule (61) de 'appendice II,
G(r)doit se comporter, pour r tendant vers zéro, comme — 1/4ar. Effectivement, il est
facile de montrer que les fonctions :

] E.:l:ﬂ:’.r'

C4n v

G.(r) = (B-31)

sont solutions de I'équation (B-26). En effet :

1 1
_ akikrqf _ 3} ik
4G . (r) = e .4( w) = Ale*™)

+ z[v(- 4—:”_)] [ Ve*i] (B-32)

Un calcul simple donne alors (¢f. appendice II) :
AG.(r) = — kK*G.(r) + 6(r) (B-33)

ce qui démontre le résultat annoncé; G, et G_ sont appelées respectivement
« fonctions de Green sortante et entrante »,

La forme méme du comportement asymptotique (B-9) que I'on veut obtenir
suggére de choisir pour ¢,4(r) 'onde plane incidente e** et pour G(r) la fonction
de Green sortante G, (r). Nous allons effectivement montrer que I’équation inté-
grale de la diffusion s’écrit :

pdifli(y) = gi= + Jdar‘ﬁ (r = ) U(r') v8if(y') (B-34)

c’est-a-dire que les solutions de (B-34) ont le comportement asymptotique (B-9).

Plagons-nous pour cela en un point M (position r) treés éloigné des divers
points P (position r’) de la zone d’action du potentiel, dont les dimensions linéaires
sont de I'ordre de L* (fig. 5) :

r & L
r' < L (B-35)

~

* Rappelons que nous avons explicitement supposé que U(r) décroit a I'infini plus vite que 1/r.
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FIGURE 5

Calcul approché de la distance |[r — r’| entre un point M
trés éloigné de O et un point P situé dans la zone d’action

e e ™™ du potentiel (les dimensions de cette zone d'action sont
e E | Pl i > de Pordre de L).

—

L'angle entre MO et MP étant trés petit, la longueur MP, c’est-a-dire |r — r'l,
est a une trés bonne approximation égale a la projection de MP sur MO :

~r—u.r (B-36)

ou u désigne le vecteur unitaire dans la direction de r. On en deéduit que, pour
r grand :

|r—r'

1 Eik!rl—rit l Eih =ik m.r’
Tanr—r| e dn r © (8-37)

G.r—r)=

En reportant cette expression dans I’équation (B-34), on obtient le comportement
asymptotique de v} 4 )(r) :

| e

U:iifﬂ{].j o~ pikz _ EIET d3r ek u.r'U(r"] U:ﬁrn{r*} (3_33}

qui est bien de la forme (B-9) puisque I'intégrale n’est plus fonction de la distance
r = OM mais seulement (par 'intermédiaire du vecteur unitaire u) des angles
polaires @ et ¢ repérant la direction du vecteur OM. 1l suffit donc de poser :

70.0) = - = Id*f ek r U(r) oy (B-39)

pour retrouver exactement |'expression (B-9).
En définitive, les solutions de I'équation intégrale de la diffusion (B-34) sont
bien les états stationnaires de diffusion®*.

* Pour prouver rigoureusement l'existence des états stationnaires de diffusion, il suffirait
donc de démontrer gque I'équation (B-34) admet une solution.
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REMARQUE :

Il est souvent commode de définir le vecteur d'onde incident k, comme
le vecteur de module k dirigé suivant 'axe Oz du faisceau, de sorte que :

ke _ aikir (B-40)

e
De méme, le vecteur k, de méme module & que le vecteur d'onde incident
mais dont la direction est repérée par les angles 6 et ¢ est appelé vecreur

d'onde diffusé dans la direction (6, ¢) :
k, = ku (B-41)

Enfin, le vecteur d'onde transféré dans la direction (0, @) est la différence entre
k,et k; (fig. 6) :
K=k, -k (B-42)

e e —— e — e ——————— —_— o

FIGURE 6

Vecteurs d’onde incident k,, diffusé k; et trans-
féré K.

s e e s o e —

4, Approximation de Born

a. SOLUTION APPROCHEE DE L'EQUATION INTEGRALE DE LA DIFFUSION

Compte tenu de (B-40), on peut écrire I'équation intégrale de la diffusion
sous la forme :

) = %7+ [ (e~ 1)) ) (B-43)

MNous allons chercher a résoudre cette equation par itération.
Un simple changement de notations (r == r'; r’' = r”) permet d’écrire :

vP ) = gt 4 j‘d3r”G+{r’ — ") U(r") o8i0(r") (B-44)
Si I'on reporte cette expression dans I'équation (B-43), on obtient :

pdith(r) = efke-r + j.a‘"r’{}*(r — r)U(r') et~

- J‘d"'r“ Jdar"ﬁ+[r —r')U(r) G (r' — ") U(r") v®™(r") (B-45)
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i

Dans le second membre de (B-45), les deux premiers termes sont connus; seul
le troisiéme contient la fonction inconnue u{ %™ '(r). On peut répéter ce procédé :
on change r en r” et r’ en r” dans (B-43), ce qui donne v % }(r"). que I'on insére

a nouveau dans I'équation (B-45); on trouve alors :
pdifi(r) = g'ker + Jd3f5+[r —r) U(r) e
+: fcﬁ"r’ JPH’GJI’ ~r)U(r') G (r' — ") U(r") e’

+ Jndr' jd%"jd%“'ﬁﬁr —r)U[r')G,.(r — ") U(r")
x G (r" — ") U(”) odif{r™) (B-46)

ou les trois premiers termes sont connus; la fonction inconnue v, % )r) a été
repoussée dans le quatriéme.

On construit ainsi de proche en proche ce que 'on appelle le développement
de Born de la fonction d’onde stationnaire de diffusion. Notons que chaque
terme de ce développement fait intervenir le potentiel une fois de plus que le
précédent. Si donc le potentiel est faible, les termes successifs sont de plus en plus
petits. En poussant le développement suffisamment loin, on pourra négliger le
dernier terme du second membre, ce qui donne v;%(r) en fonction de quan-
tités toutes connues.

Si I'on porte ce développement de vi%’(r) dans l'expression (B-39), on
obtient le développement de Born de 'amplitude de diffusion. En particulier, si
I'on se limite au premier ordre en U, il suffit de remplacer v{ %" (r') par e’ "'dans
le second membre de (B-39). C'est /approximation de Born :

B0, ¢) = — 5= | 4% e *rU(r) et

1 [ :
= — — | d3 e~ &eRAI ()

S dr' e T U(r) (B-47)

ou K est le vecteur d’onde transféré defini en (B-42). La section efficace de
diffusion est donc trés simplement reliée, dans 'approximation de Born, a la
transformeée de Fourier du potentiel ; en effet, si 'on utilise (B-24) et (B-6), (B-47)
entraine que :

2 2

B0, ¢) = L

B-48
Anth* ( )

Jd% e Kri(r)

D’aprés la figure 6, la direction et le module du vecteur d’onde transféré K
dépendent a la fois du module & de k; et k, et de la direction de diffusion (8, @)
considérée. Ainsi, pour 0 et ¢ fixés, la section efficace de Born varie avec k, c'est-
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a-dire avec I'énergie du faisceau incident; de méme, pour une énergie donnée,
a'Bvarie avec 8 et . On voit donc, dans le cadre simple de I'approximation de
Born, comment ['étude des variations de la section efficace différentielle en fonction
de la direction de diffusion et de I'énergie incidente peut permettre d’atteindre
expérimentalement le potentiel F(r).

b. INTERPRETATION DES FORMULES

On peut donner de la formule (B-45) une interprétation physique qui souligne
trés clairement 'analogie formelle entre la mécanique quantique et 'optique ondu-
latoire.

Considérons la zone d’action du potentiel comme un milieu diffuseur dont
la densité serait proportionnelle & U(r). La fonction G, (r — r') représente [for-
mule (B-31)| I'amplitude de I'onde rayonnée au point r par une source ponctuelle
qui serait située au point r’. Par conséquent, les deux premiers termes de la
formule (B-45) donnent l'onde totale au point r comme résultant de la superpo-
sition de I'onde incidente e'™ " et d’une infinité d’ondes provenant des sources
secondaires induites dans le milieu diffuseur par I'onde incidente : 'amplitude
de chacune de ces sources est en effet proportionnelle aux valeurs que prennent, au
point correspondant r’, I'onde incidente (e™ ") et la densité de matiére diffusante
[U(r")]. Cette interprétation, qui est schématisée sur la figure 7, est a rapprocher
du principe de Huygens en optique ondulatoire.

FIGURE 7

Schématisation de ["approximation de
Born : on ne tient compte que de 'onde
incidente et des ondes diffusées par une
seule interaction avec le potentiel.

.

En réalité, la formule (B-45) comporte un troisiéme terme. On peut cepen-
dant interpréter de fagon analogue les termes successifs du développement de
Born. En effet, comme le milieu diffuseur est étendu, une source secondaire donnée
est excitée non seulement par 'onde incidente mais également par les ondes

FIGURE 8

Schématisation du terme de second
ordre en U dans le développement
de Born : on tient compte ici des
onde: deux fois diffusées par le poten-
tiel.
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diffusées provenant des autres sources secondaires. La figure 8 représente ainsi
de fagon symbolique le troisiéme terme du développement de Born [cf. formule
(B-46)]. Si le milieu diffuseur est trés peu dense [ U(r) trés petit], on peut négliger
I'influence des sources secondaires les unes sur les autres.

REMARQUE .

L’interprétation que nous venons de donner pour les termes d’ordre
supérieur du développement de Born n’a rien a voir avec les processus de
diffusion multiple qui peuvent se produire a ['intérieur d’'une cible épaisse :
il s’agit toujours ici de décrire la diffusion d'une particule du faisceau par
une particule unique de la cible, alors que la diffusion multiple fait inter-
venir des interactions successives d'une méme particule incidente avec
plusieurs particules différentes de la cible.

C. DIFFUSION PAR UN POTENTIEL CENTRAL.
METHODE DES DEPHASAGES

1. Principe de la méthode des déphasages

Dans le cas particulier ou le potentiel V(r) est central, le moment ciné-
tique orbital L de la particule est une constante du mouvement. Il existe donc
des états stationnaires de moment cinétique bien défini, c'est-d-dire des états
propres communs 4 H, L* et L,. Nous appellerons ondes partielles les fonctions
d’onde associées a ces états, et nous les noterons ¢, , .(r), les valeurs propres cor-
respondantes de H, L? et L_ étant respectivement h2k?/2u, I([ + 1Jh* et mh; leur
dépendance angulaire est toujours donnee par les harmoniques spheriques ¥Y7'(0, @),
le potentiel ¥(r) n'intervient que dans leur dépendance radiale.

On s’attend a ce que, pour r grand, les ondes partielles soient trés proches
des fonctions propres communes a H,, L? et L,, o H, est 'hamiltonien libre
| formule (B-2)]. C’est pourquoi nous allons commencer par étudier, au § C-2,
les etats stationnaires d'une particule libre, et en particulier ceux gui ont un
moment cinétique bien défini. Les fonctions d'onde correspondantes @)% . (r)
sont les ondes sphériques libres : leur dépendance angulaire est bien siir celle d'une
harmonique sphérique; nous allons voir que le comportement asymptotique de
leur fonction radiale est la superposition d’une onde entrante e~ */r et d’une onde
sortante ¢ /r présentant une différence de phase bien déterminée.

Le comportement asymptotique de I'onde partielle ¢, , .(r) dans le poten-
tiel ¥(r) est également (§ C-3) la superposition d'une onde entrante et d’'une onde
sortante. Toutefois, la différence de phase entre ces deux ondes différe de celle qui
caractérise I'onde spherique libre correspondante : le potentiel V(r) introduit
un déphasage o, supplémentaire. Ce déphasage constitue la seule différence entre
les comportements asymptotiques de ¢, , . et @{°,.; par conséquent la connais-
sance, pour k fixé, des déphasages 6, pour toutes les valeurs de / doit étre suf-
fisante pour calculer la section efficace.
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Pour effectuer ce calcul, on construit (§ C-4) I'état stationnaire de diffusion
vl 4(r) comme combinaison linéaire d’ondes partielles @, , ,.(r) de méme énergie
mais de moments cinétiques [ différents. Des arguments physiques simples sug-
gérent que les coefficients de cette combinaison linéaire doivent étre les mémes
que ceux du développement de I'onde plane e™** sur les ondes sphériques libres,
ce qu'un calcul explicite confirme effectivement.

L'utilisation des ondes partielles permet ainsi d’exprimer P'amplitude de
diffusion, et par suite la section efficace, en fonction des déphasages 4, Cette
methode est particuliérement intéressante lorsque la portée du potentiel n'excéde
pas trop la longueur d’onde associée au mouvement de la particule, car dans
ce cas n’'interviennent effectivement qu'un petit nombre de déphasages (§ C-3-b-B).

2. Etats stationnaires d’'une particule libre

En mécanique classique, une particule libre de masse u est animée d’un
mouvement rectiligne uniforme. Son impulsion p, son énergie E = p*/2u et son
moment cinétique & = r x p par rapport 4 l'origine des coordonnées sont des
constantes du mouvement.

En mécanique quantique, les observables P et L = R x P ne commutent
pas. Elles representent donc des grandeurs incompatibles : il est impossible de
mesurer simultanément l'impulsion et le moment cinétique d’'une particule.

L’hamiltonien quantique H, d’une particule libre s’écrit :

1 -
H, ne constitue pas a lui seul un E.C.O.C. : ses valeurs propres sont infiniment
dégénérées (§ 2-a). Par contre, les quatre observables :

Hy B PP, (C-2)

forment un E.C.O.C. Leurs états propres communs sont des états stationnaires
d’impulsion bien définie.

On peut également considérer une particule libre comme plongée dans
un potentiel central nul. Les résultats du chapitre VII indiquent alors que les
trois observables :

H,, L L (C-3)

forment un E.C.0.C. Les ¢tats propres correspondants sont des états stationnaires
de moment cinétique bien défini (plus exactement, L® et L, ont des valeurs bien
définies, mais pas L et L)).

Les bases de I'espace des états définies par les E.C.O.C. (C-2) et (C-3) sont
distinctes, puisque P et L sont des grandeurs incompatibles. Nous allons étudier
ces deux bases, puis indiquer comment on peut passer de I'une a 'autre.
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a. ETATS STATIONNAIRES D'IMPULSION BIEN DEFINIE. ONDES PLANES

Nous savons déja (¢f. chap. II, § E-2-d) que les trois observables P, P et P,
forment un E.C.O.C. (pour une particule sans spin). Leurs états propres communs
sont les états de base de la représentation { [p ) } :

Plp>=p|p> (C-4)

Comme H, commute avec ces trois observables, les états | p > sont forcément états
propres de H, :

2
Holpd> =521p) (C-5)

Le spectre de H, est donc continu, et comprend tous les nombres positifs
ou nuls. Chacune de ces valeurs propres est infiniment dégénérée : si 'on se fixe
une énergie E positive, il lui correspond une infinité de kets | p ), puisqu’il existe
une infinité de vecteurs ordinaires p dont le module vérifie :

p| = v/ 2uE (C-6)

Les fonctions d'onde associées aux kets |p)» sont les ondes planes
(¢f. chap. 11, § E-1-a) :

i XA
il (N ip.r/h ::
Nous introduirons ici le vecteur d'onde k pour caractériser une onde plane :
_Pp -
k=2 (C-8)
et nous poserons :
[k>=(m"]p> (C9)
Les kets | k ) sont des états stationnaires d'impulsion bien définie :
hk?
Ho k) =3~ k> (C-10-a)
Plk)=rnk|k) (C-10-b)
[Is sont orthonormés au sens large :
(k|Kk') =ék — k) (C-11)
et forment une base dans I'espace des états :
Jd3k|k}{ki=1 (C-12)

Les fonctions d’onde associées sont les ondes planes normalisées de fagon lege-
rement différente :

1 :”Iij
(r|k) ={5-] e (C-13)
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b. ETATS STATIONNAIRES DE MOMENT CINETIQUE BIEN DEFINI.
ONDES SPHERIQUES LIBRES

Pour obtenir les fonctions propres communes a H,, L? et L., il suffit de
résoudre l'equation radiale pour un potentiel central identiquement nul. Cette
résolution est effectuée en détail dans le complément Ay,,; nous nous conten-
terons d’en donner ici les résultats.

Les ondes sphériques libres sont les fonctions d’onde associées aux états
stationnaires | @f% . » de la particule libre qui ont un moment cinétique bien
défini ; elles s’écrivent :

2k
000 = [~ jilkr) Y76, ) (C-14)
ou j, est une fonction de Bessel sphérique définie par :
1 d\'sinp
W) = (= 1) pl|—= C-15
o) = (= 11 e (54) =5 (C-15)

Les valeurs propres correspondantes de H,, L? et L, sont respectivement h?k? 2y,
I(l + 1)h* et mh.
Les ondes sphériques libres (C-14) sont orthonormeées au sens large :

2 = w s :
{ Piom | P> = kk‘J jikr) ji(k'r) r? dr x J dQ YI'™*(6, @) YT (6, 9)
]

= 0k — k') i Oy (C-16)
et forment une base dans I'espace des états :
o w0 +1
[aE 3 0% ol =1 (1)
o i=0m=-I

c. PROPRIETES PHYSIQUES DES ONDES SPHERIQUES LIBRES

a.  Dépendance angulaire

La dépendance angulaire de I'onde sphérique libre ¢°) .(r) est entiérement
contenue dans I’harmonique sphérique ¥7'(0, ). Elle est donc fixée par les valeurs
propres de L? et L, (c’est-a-dire par les indices / et m), et non par I'énergie. Par
exemple, une onde sphérique libre s(/ = 0) est toujours isotrope.

B.  Comportement au voisinage de ['origine

Fixons-nous un angle solide infinitésimal d 2, autour de la direction (6,, @)
lorsque I'état de la particule est | @°) . >, la probabilité de trouver la particule,
dans cet angle solide, entre r et r + dr est proportionnelle a :

r? 2 kr)| YT (0, @o)|* dr dQ (C-18)
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On peut montrer (complément Ay, § 2-c-a) que, pour p tendant vers zéro :

Ce résultat (qui était prévisible d’aprés le raisonnement général du chapitre VII,
§ A-2-c) entraine que la probabilité (C-18) se comporte comme r*'*? prés de
I'origine, et croit donc d’autant plus lentement que / est plus grand.

L'allure des variations de la fonction p?j7(p) est indiquée sur la figure 9.
Il se trouve que cette fonction reste trés petite tant que :

p <l +1) (C-20)

— e ——

dp? jt(p)

Il
0 5 10 o
FIGURE 9

Allure de la fonction p’ji(p) donnant la dépendance radiale de la probabilité de présence dans
Pétat | ¢, . >. A Porigine, cette fonction se comporte comme p?'*?; elle reste pratiquement nulle

tant que p{\/ﬁ:l' + 1).

On peut donc considérer que la probabilité (C-18) est pratiquement nulle pour :
r< VI +1) (C-21)

Ce resultat est trés important physiquement, car il implique qu’une particule dans
létat | @% . > est pratiquement insensible 4 ce qui se passe a l'intérieur d’une
sphére centrée en O et de rayon :

bi(k) =% I+ 1) (C-22)

Nous reviendrons sur ce point au § C-3-b-f.
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C. POTENTIEL CENTRAL; DEPHASAGES

REMARQUE :

En mécanique classique, une particule libre d’impulsion p et de
moment cinétique £ décrit une droite dont la distance b au point O est
donnée (fig. 10) par :

L4
b » (C-23)
b est appelé le « paramétre d'impact » de la particule par rapport a O; il
est d’autant plus grand que & est plus grand et que 'impulsion (c’est-A-dire
I'énergie) est plus faible. Si, dans (C-23), on remplace |&| par A R -+1)
et |p| par hik, on retrouve I'expression (C-22) de b,(k), dont on donne ainsi
une interprétation semi-classique.

—_—,

4

FIGURE 10

Définition du paramétre d’impact classique b
d’'une particule d'impulsion p et de moment
cinétique & par rapport 4 O.

Y. Comporiement asymplotigue
On peut montrer (complément Ay, § 2-c-B) que, pour p tendant vers

"infini :

ilp) ~ 2 sin (p - t;—) (C-24)

Lo

Par conséquent, le comportement asymptotique de I'onde sphérique libre ¢{°} .(r)

est tel que :

.f2k1 . e g"% _ e—ﬂ-;f
{Fi?lj.m(n 'Hm {P} ,.f,x, - __:t'_ YI (Ei 'l;ﬂ) zi-kr [C'ZS‘}

A Tlinfini, @{°, résulte donc de la superposition dune onde entrante
e ™ /r et d'une onde sortante ¢™ [r, dont les amplitudes présentent une différence

de phase eégale a /n.
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CHAPITRE VIII DIFFUSION PAR UN POTENTIEL

S

REMARQUE .

Supposons que l'on construise un paquet d'ondes spheriques libres
correspondant toutes aux mémes valeurs de / et m. On peut lui appliquer
un raisonnement analogue a celui de la remarque (i) du § B-1-b. On trouve
le résultat suivant : pour 7 grand neégatif, il existe seulement un paquet d’ondes
entrantes, alors que pour ¢ grand positif, il existe seulement un paquet
d’ondes sortantes. On peut donc se représenter schématiquement une onde
sphérique libre de la maniére suivante : on a d’abord une onde entrante
qui converge vers O; elle se déforme en approchant de ce point, rebrousse
chemin & une distance de 'ordre de b,(k) [formule (C-22)], et donne nais-
sanceé 4 une onde sortante déphasée de In.

d. DEVELOPPEMENT D'UNE ONDE PLANE EN ONDES SPHERIQUES LIBRES

Nous connaissons donc deux bases distinctes d'états propres de H,, la
base { | k ) } associée aux ondes planes et la base { | %), > | associée aux ondes
sphériques libres. Il est possible de développer un ket quelconque de I'une d’elles
sur les vecteurs de I'autre.

Considérons en particulier le ket | 0, 0, k >, auquel est associée une onde plane

de vecteur d’onde k dirigé suivant Oz :

1 3/2
(r|0,0,k) = (ﬂ) eiks (C-26)

| 0, 0, k ) représente un état d’énergie et d’impulsion bien définies (E = h*k?/2u;
p dirigé suivant Oz et de module hk). Or :

= glivoos (C-27)

Eil:.:

est indépendant de ¢; comme L, agit en représentation { |r ) } comme %ﬁ%’

le ket |{], 0, k > est également vecteur propre de L_, avec la valeur propre zéro :
L ]0,0,k>=0 (C-28)
En utilisant la relation de fermeture (C-17), on peut écrire :

10,0,k > =j K3 T 00> <on] 0,0,k (C-29)

=0 m= =]

Comme | 0, 0, k > et | @{?), . > sont deux états propres de H, ils sont orthogonaux si
les valeurs propres cﬂrrespondantes sont difféerentes; leur produit scalaire est
donc proportionnel 4 d(k' — k). De méme, ils sont tous deux états propres de L
et leur produit scalaire est proportionnel & é,, [¢f. relation (C-28)]. La for-
mule (C-29) prend donc la forme :

10,0,k> = ) ¢i| @ito (C-30)

=0

On peut calculer explicitement les coefficients ¢, ; (complément Ay,,. § 3).
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C. POTENTIEL CENTRAL: DEPHASAGES

On obtient ainsi :

s

e = ¥ i'\/an(2l + 1) ji(kr) F?{a’}_J (C-31)

I=0

—— e, e

Un état d’impulsion bien définie est donc une superposition d’états correspon-
dant a tous les moments cinétiques possibles.

REMARQUE :

L’harmonique sphérique ¥7(f) est proportionnelle au polynéme de Legendre
P(cos 8) (complément Ay,,§ 2-e-a) :

Y(0) = F 4: D p(cos 0) (C-32)

On écrit donc souvent le développement (C-31) sous la forme :

i)

et = ¥ i'(2l + 1) jlkr) Pfcos 0) (C-33)
=0
. Ondes partielles dans le potentiel V(r)
Nous allons étudier maintenant les fonctions propres communes a H

(hamiltonien total), L* et L,, c’est-a-dire les ondes partielles ¢, ; ,.(r).

a. EQUATION RADIALE. DEPHASAGES

Quel que soit le potentiel ¥(r) central, les ondes partielles ¢, , .(r) sont de la
forme :

Ouin) = Rofl) Y70, 0) =+ uy (1) Y76, ) (C-34)

ou u, ,(r) est la solution de I'équation radiale :

R? d* Il + 1)R? hik?
- + + Vir) Ju, (r) = u, r C-35
- v ) = B i (39
satisfaisant la condition a l'origine :
u,,(0) =0 (C-36)

Tout se passe donc comme si I'on avait affaire & un probléme a une dimen-
sion, dans lequel une particule de masse u serait plongée dans le potentiel (fig. 11) :

1l + 1)
2ur?
V(r)  infini pourr < 0 (C-37)

Kedr) = V(r) + pourr > 0
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FIGURE 11

Le potentiel effectif Vg (r) est la
somme du potentiel V(r) et du

terme centrifuge M
2ur’
Pour r grand, I'équation (C-35) se réduit 2 :
2
[EE £ k*":luk .= 0 (C-38)
dr R
dont la solution générale est :
HL;[F:IJ_::E J'!. Eilr + B = = {C‘39}

Comme u, ,(r) doit vérifier la condition (C-36), les constantes A et B ne peuvent
pas étre quelconques. Dans le probléme a une dimension équivalent [for-
mules (C-37)], I'équation (C-36) est liée au fait que le potentiel est infini pour
r négatif, et I'expression (C-39) représente la superposition d'une onde plane
« incidente » e *" venant de la droite (sur I'axe ol se déplace la particule fictive
¢tudiée) et d'une onde plane « réfléchie » e'™ se propageant de gauche 4 droite;
comme il ne peut y avoir d’'onde « transmise » [puisque V(r) est infini sur le demi-
axe négatif ], le courant « réfléchi » doit étre égal au courant «incident », On
voit ainsi que la condition (C-36) entraine, dans I’expression asymptotique (C-39) :

4| = |B| (C-40)
Par conséquent :
u dr) ~_|A| [e™ e'* + ™ elos] (C-41)

ce que I'on peut écrire sous la forme :
t(r) ,~ Csin(kr — B)) (C-42)

La phase réelle B, est parfaitement déterminée lorsqu’on suit par conti-
nuité la solution de (C-35) s’annulant a4 Porigine. Dans le cas d’un potentiel V(r)
identiquement nul, nous avons vu au § C-2-c-y que fi, est égal a /n/2; il est commode
de prendre cette valeur comme référence, c’est-a-dire de poser :

u (r) ~_Csin (kr »” Ig + .5,) (C-43)
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