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A. INTRODUCTION

A. INTRODUCTION

: B Importance des phénomeénes de collision

Un grand nombre d’expériences de physique, notamment en physique des
hautes énergies, consistent a diriger un faisceau de particules (1) (obtenu par
exemple a 'aide d’un accélérateur) sur une cible constituée de particules (2), et
a etudier les collisions qui en résultent : on détecte les différentes particules* qui
composent I'état final du systéme, c’est-a-dire I'état aprés la collision (¢f. fig 1),
et on mesure leurs caractéristiques (direction d’émission, énergie, etc...). Le but
d'une telle étude est évidemment de déterminer les interactions qui existent
entre les diverses particules intervenant dans la collision.

Détecteur

Faisceau incident
— b g

particules (1)

Deétecteur

FIGURE |

Schéma d'une expérience de collision entre les particules (1) d'um faisceau incident et les
particules (2) d’une cible. On a représenté sur la figure deux détecteurs mesurant le nombre de
particules diffusées dans des directions faisant des amgles 6, et 0, avec le faiscean incident.

Les phénoménes observés sont parfois trés complexes. Par exemple, si les
particules (1) et (2) sont en fait composées de constituants plus fondamentaux
(protons et neutrons pour les noyaux), ces derniers peuvent, lors de la collision,
se redistribuer entre deux ou plusieurs particules finales composées, différentes
des particules initiales; on parle dans ce cas de « collisions de réarrangement ».

* En pratique, il n'est pas toujours possible de détecter toutes les particules émises, et on doit
souvent se contenter d’informations partielles sur le systéme final.
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CHAPITRE Vil DIFFUSION PAR UN POTENTIEL

——

De plus, se manifeste a haute énergie la possibilité relativiste de « materialisa-
tion » d'une partie de 'énergie : on assiste alors a la création de nouvelles parti-
cules, et I'état final peut en comprendre un grand nombre (d’autant plus grand
que |'énergie du faisceau incident est plus élevée). De fagon générale, on dit que
les collisions donnent lieu 4 des réactions, que 'on note le plus souvent comme
en chimie :

M+Q)— 3+ @+ 5+ .. (A-1)

Parmi toutes les réactions possibles* dans des conditions données, on désigne
sous le nom de diffusions celles dans lesquelles I’¢tat final est constitué¢ des mémes
particules (1) et (2) que I'état initial. De plus, une diffusion sera dite élastique si
I’état interne d’aucune des particules ne change lors de la collision.

2. Diffusion par un potentiel

Nous nous limiterons dans ce chapitre a I'étude de la diffusion elastique
des particules incidentes (1) par les particules (2) de la cible. Si les lois de la
mécanique classique étaient applicables, il s’agirait de déterminer la déviation que
subissent les trajectoires des particules incidentes sous l'effet des forces exercees
par les particules (2). Il n’est bien sir pas question, pour des processus qui se
produisent a ['échelle atomique ou nucléaire, de traiter le probléme par la
mécanique classique : il faut étudier I'évolution de la fonction d’onde associée
aux particules incidentes sous 'influence des interactions avec les particules de
la cible [d’ou I'expression de « diffusion » des particules (1) par les particules (2)]
Encore n’aborderons-nous pas cette étude dans toute sa généralité ; nous introdui-
rons les hypothéses simplificatrices suivantes :

(i) Les particules (1) et (2) seront supposées sans spin. Ceci simplifie nota-
blement la théorie, mais ne signifie pas que le spin des particules est sans impor-
tance dans les phénomeénes de diffusion.

(if) Nous ne tiendrons pas compte de la structure interne que présentent
dans certains cas les particules (1) et (2). Les raisonnements qui suivent ne
s'appliquent donc pas aux diffusions dites « inélastiques », pour lesquelles [I’état
final étant toujours constitué des particules (1) et (2)] une fraction de I'énergie
cinétique de (1) a été absorbée par les degrés de liberté internes de (1) et (2) (¢f. par
exemple l'expérience de Franck et Hertz); nous nous limiterons au cas des
diffusions élastiques, qui n’affectent pas la structure interne éventuelle des parti-
cules,

(iif) Nous admettrons que la cible est suffisamment mince pour que l'on
puisse négliger les processus de diffusion multiple, c’est-d-dire les processus au
cours desquels une particule incidente determinée subit plusieurs diffusions suc-
cessives avant de sortir de la cible.

* Les processus étudiés se produisant au niveau quantique, il n'est pas possible en général
de prévoir avec certitude quel état final va résulter d'une collision donnée ; on cherche seulement a prédire
les probabilités des divers états possibles.
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A. INTRODUCTION

(iv) Nous négligerons toute cohérence entre les ondes diffusées par les
différentes particules constituant la cible. Ceci est justifieé lorsque I'extension des
paquets d'ondes associes aux particules (1) est petite devant la distance moyenne
entre particules (2). Nous nous intéressons donc uniquement au processus élémen-
taire de diffusion d'une particule (1) du faisceau par une particule (2) de la cible.
Ceci exclut un certain nombre de phénoménes pourtant trés intéressants, comme
par exemple la diffusion cohérente par un cristal (diffraction de Bragg) ou celle
de neutrons lents par les phonons d'un solide, qui fournissent de précieux
renseignements sur la structure et la dynamique des réseaux cristallins. Dans le cas ol
I'on peut négliger ces effets de cohérence, le flux de particules détectées est
simplement la somme des flux diffusés par chacune des .4" particules de la cible,
c’est-a-dire A" fois le flux diffusé par 'une quelconque d’entre elles (les dimensions
de la cible étant trés petites devant sa distance au détecteur, la position de la particule
diffusante a I'intérieur de la cible est sans importance).

(v) Nous supposerons que les interactions entre particules (1) et (2) peuvent
étre décrites par une énergie potentielle ¥{r, — r,) ne dépendant que de la position
relative r = r; — r, des deux particules. D’aprés le § B du chapitre VII, nous
sommes alors ramenés, dans le référentiel du centre de masse* des deux parti-
cules (1) et (2), a I'étude de la diffusion par le potentiel V(r) d'une particule unique,
la « particule relative », dont la masse u est reliée aux masses m, et m, de (1) et
(2) par la formule :

i (A-2)

3. Définition de la section efficace de diffusion

Soit Oz la direction le long de laquelle arrivent les particules incidentes de
masse u (fig. 2). Le potentiel F{(r) est localisé autour de I'origine O des coordonnées
[qui est en fait le centre de masse des deux particules réelles (1) et (2)]. Nous
noterons F, le flux de particules dans le faisceau incident, c’est-a-dire le nombre de
particules traversant par unité de temps une surface unité perpendiculaire a Oz
qui serait placée dans la région des z trés grands négatifs (le flux F, est supposé
suffisamment faible pour que les interactions entre les différentes particules du
faisceau incident soient complétement négligeables).

On dispose, loin de la région ou régne le potentiel et dans la direction
repérée par les angles polaires 6 et ¢, un détecteur dont I'ouverture est vue de O
sous 'angle solide dQ (le détecteur est situé a une distance de O grande devant les
dimensions linéaires de la zone d’action du potentiel); on compte ainsi le nombre
dn de particules diffusées par unité de temps dans I'angle solide dQ autour de la
direction (6, ).

* Pour interpréter les résultats obtenus dans des expériences de diffusion, il faut bien entendu
revenir au référentiel lié au laboratoire. Le passage d’un référentiel 4 I'autre est un probléme simple de
cinématique que nous n'aborderons pas ici. Voir par exemple Messiah (1.17), Vol. I, chap X, § 7.
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Faisceau incident

Zone d’action
du potentiel

frr'L#'r*r

FIGURE 2

Le faisceau incident, dont le flux de particules est F,, est paralléle 4 I'axe Oz; il est supposé
beaucoup plus large que la zome d’action du potentiel V{r), centrée en 0. Loin de cette zone
d’action, on dispose un détecteur D mesurant le nombre dn de particules diffusées par unité de
temps dans I'angle solide df2, centré autour de la direction d'angles polaires ¢ et ¢. Le nombre dn
est proportionnel &4 F, et 4 df2; le coefficient de proportionnalité o(f, @) est par définition la
« section efficace » de diffusion dans la direction (0, ©).

—ar =

dn est évidemment proportionnel a df2 et au flux incident F,; nous dési-
gnerons par o (0, ¢) le coefficient de proportionnalité entre dn et F,dQ :

dn = F, 6(0, ¢) dQ | (A-3)

Les dimensions de dn et F, étant respectivement 7' et (L*T)"!, o (0, @) est
homogene a une surface; o (0 ,p) est appelé section efficace différentielle de diffusion
dans la direction (), ¢). On mesure fréquemment les sections efficaces en barns
ou en sous-multiples du barn :

1 barn = 1072 ¢cm? (A-4)

On peut interpréter la définition (A-3) de la fagon suivante : le nombre de
particules arrivant par unité de temps au détecteur est égal au nombre de par-
ticules qui traverseraient par unité de temps une surface o (8, @) dQ disposée
normalement & Oz dans le faisceau incident.

On définit également la section efficace totale de diffusion o par la formule :

g = jqa, @) dQ (A-3)

REMARQUES :

(f) La définition (A-3), ol dn est proportionnel 4 d, implique que seules
sont prises en compte les particules diffusées, dont le flux tombant sur un
détecteur D donné [de surface fixée et placé dans la direction (0, ¢)] est
inversement proportionnel au carré de la distance entre D et O (cette propriété
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est caractéristique d’'un flux diffusé). En pratique, le faisceau incident est
limité latéralement [sa largeur restant toutefois trés grande devant l'exten-
sion de la zone d'action de V(r)], et le détecteur est placé hors de son trajet,
de fagon & ne recevoir que les particules diffusées. Bien siir, un tel montage
ne permet pas de mesurer la section efficace dans la direction # = 0 (direc-
tion avant), qui ne peut étre obtenue que par extrapolation a partir des
valeurs de a(8, @) pour 6 petit.

(/) La notion de section efficace n'est pas limitée au cas des diffusions élas-
tiques : on définit de maniére analogue des sections efficaces de réaction.

4. Organisation de ce chapitre

Le § B est consacré a I'étude succincte de la diffusion par un potentiel Fir)
quelconque (décroissant cependant plus vite que 1/r a I'infini) : nous introduisons
tout d’abord, dans le § B-1, les notions fondamentales d’état stationnaire de diffu-
sion et d’amplitude de diffusion; puis nous montrons (§ B-2) comment la connais-
sance du comportement asymptotique des fonctions d’onde associées aux états
stationnaires de diffusion permet d’obtenir les sections efficaces de diffusion; nous
discutons ensuite de maniére plus précise, au § B-3, I'existence de ces états station-
naires de diffusion & partir de I’équation intégrale de la diffusion; enfin (§ B-4)
une résolution approchée de cette équation, valable pour des potentiels faibles,
conduit a l'approximation de Born, dans laquelle la section efficace est trés
simplement reliée a la transformée de Fourier du potentiel.

Lorsque le potentiel F(r) est central, les méthodes générales décrites au § B
restent bien sir applicables, mais on leur préfére le plus souvent la méthode des
déphasages, qui est exposée au § C. Cette méthode est basée (§ C-1) sur la comparai-
son entre les ¢tats stationnaires de moment cinétique bien defini dans le poten-
tiel ¥(r) (que nous appellerons « ondes partielles ») et leurs analogues en ['absence
de potentiel (« ondes sphériques libres »). Aussi commengons-nous par étudier,
au § C-2, les proprietes essentielles des etats stationnaires d’une particule libre, et
plus particuliérement celles des ondes sphériques libres ; ensuite (§ C-3), nous mon-
trons que la différence entre une onde partielle dans le potentiel ¥(r) et I'onde
sphérique libre de méme moment cinétique / est caractériseée par un « dephasage » 0, ;
1l suffit alors de savoir comment les états stationnaires de diffusion peuvent étre
construits a partir des ondes partielles pour obtenir I'expression des sections
efficaces en fonction des déphasages (§ C-4).

B. ETATS STATIONNAIRES DE DIFFUSION.
CALCUL DE LA SECTION EFFICACE

Pour décrire quantiquement le processus de diffusion d’une particule incidente
donnée par le potentiel V(r), il faut étudier le comportement au cours du temps du
paquet d ondes représentant I'état de la particule. Les caractéristiques de ce paquet
d’ondes sont supposées connues pour les temps ¢ grands et négatifs, ou la particule
se trouve dans la région négative lointaine de ’axe Oz et n’a pas encore été affectée
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par le potentiel V(r). On sait que I’évolution ultérieure du paquet d’ondes
s'obtient immédiatement si on 'exprime comme une superposition d'états station-
naires. C'est pourquoi nous allons étudier tout d’abord I'équation aux valeurs
propres de ’hamiltonien :

H = H, + V(r) (B-1)
ou :
PI
H, = 5 (B-2)

decnit I'énergie cinétique de la particule.

En fait, pour simplifier les calculs, nous allons raisonner directement sur les
etats stationnaires et non sur des paquets d'ondes. Nous avons déja utilisé ce
procédé au chapitre I, dans I'étude des potentiels « carrés» a4 une dimension
(§ D-2 et complement H,); il consiste a considérer un état stationnaire comme
représentant un fluide de probabilité en régime d’écoulement permanent, et a
etudier la structure des courants de probabilité correspondants. Bien entendu,
ces raisonnements simplifiés ne sont pas rigoureux : il resterait & montrer qu’ils
conduisent aux mémes résultats que |'approche correcte du probléme, basée sur
des paquets d’ondes; nous admettrons ce point, ce qui nous permettra de déve-
‘opper plus facilement certaines idées générales, en évitant de les noyer dans des
calculs compliqués*.

; Définition des états stationnaires de diffusion

a. EQUATION AUX VALEURS PROPRES DE L'HAMILTONIEN

L’eéquation de Schridinger décrivant I'évolution de la particule dans le
potentiel V(r) admet des solutions d’énergie E bien définie (états stationnaires) :

W(r 1) = ofr)e = (B-3)

ou ¢@(r) est solution de '’équation aux valeurs propres :

ﬁz
I:- 2_,-:1d + V{r}]qp(r] = E ¢(r) (B-4)

Nous allons supposer que le potentiel ¥(r) décroit a I'infini plus vite que 1/r.
Remarguons que cette hypothése exclut le potentiel coulombien; celui-ci néces-
site un traitement particulier, que nous n’aborderons pas ici.

* La démonstration a été faite dans le complément J,, pour un probléme particulier & une
dimension; nous avons alors vérifié qu'on obtient les mémes résultats en calculant le courant de
probabilité associé 4 un état stationnaire de diffusion, ou en étudiant I'évolution d’un paguet d'ondes
décrivant une particule qui subit une collision.

898



B. ETATS STATIONNAIRES DE DIFFUSION

Nous ne nous intéressons qu'aux solutions de (B-4) associées a une énergie E
positive; E est égale a I'énergie cinétique de la particule incidente avant qu’elle
n’ait abordé la zone d’action du potentiel. Nous poserons :

h2k?
E= (B-5)
V(r) = g—; Ul(r) (B-6)

de sorte que (B-4) s’écrit :
[4 + k* — Ur)]e(r) =0 (B-7)

Pour chaque valeur de k (c’est-a-dire de I'énergie E), I’équation (B-7) admet
une infinité de solutions (les valeurs propres positives de I'hamiltonien H sont
infiniment degénérées). Comme dans les problémes de potentiels « carrés » a une
dimension (¢f. chap. I, § D-2, et complément H;), il nous faut choisir, parmi ces
solutions, celle qui correspond au probléme physique étudié (par exemple, quand
nous voulions déterminer la probabilité pour qu'une particule d’énergie donnée
franchisse une barriére de potentiel & une dimension, nous choisissions I'état sta-
tionnaire comportant seulement une onde transmise dans la région situeée apres
la barriére). Ici, ce choix s'avére plus compliqué, car la particule évolue dans
I'espace 4 trois dimensions et le potentiel ¥(r) a une forme a priori quelconque.
Nous allons donc préciser, en utilisant de maniére intuitive les propriétés des
paquets d’ondes, les conditions qu’il faut imposer aux solutions de 1’équation (B-7)
pour qu’elles puissent étre utilisées dans la description d'un processus de diffusion.
Nous appellerons états stationnaires de diffusion les états propres de ['hamiltonien
vérifiant ces conditions, et nous noterons v )(r) les fonctions d'onde associées.

b. FORME ASYMPTOTIQUE DES ETATS STATIONNAIRES DE DIFFUSION.
AMPLITUDE DE DIFFUSION

Pour r grand négatif, la particule considérée est libre [¥(r) est pratiquement
nul si I'on se place suffisamment loin du point O], et son état est représenté par un
paquet d'ondes planes; par conséquent, la fonction d’onde stationnaire que nous
cherchons doit comporter un terme en e'**, k étant la constante qui figure dans I'équa-
tion (B-7). Lorsque le paquet d’ondes aborde la région ou régne le potentiel V(r),
sa structure est profondément modifiée et son évolution compliquée. Cependant,
pour ¢ grand positif, il est sorti de cette région et présente 4 nouveau une forme
simple : i1l s'est alors scindé en un paquet d'ondes transmises poursuivant leur
propagation le long de Oz dans le sens positif (donc en e**) et un paquet d’ondes
diffusées. Par conséquent, la fonction d’onde v{9"'(r) représentant I’état stationnaire
de diffusion associé 4 une énergie E = hi’k?/2u donnée doit s’obtenir en superpo-
sant 'onde plane e’ et une onde diffusée (nous laissons de coté le probléme de la
normalisation ).

La structure de 'onde diffusée dépend évidemment du potentiel F(r).
Toutefois, sa forme asymptotique (valable loin de la région d’action du potentiel)
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est simple; en raisonnant par analogie avec 'optique ondulatoire, on comprend
que I'onde diffusée doit présenter, pour r grand, les caracteristiques suivantes :

(i) Dans une direction donnée (6, @), sa dépendance radiale doit étre en e'“/r.
En effet, c’est une onde divergente (ou « sortante ») de méme énergie que I'onde
incidente. Le facteur 1/r provient des trois dimensions de I'espace : (4 + k?)e'™
n'est pas nul, alors que :
ikr

(4 + kI)ET = 0 pourr = r, positif quelconque (B-8)

(en optique, le facteur 1/r assure que le flux total d’énergie a travers une sphére de
rayon r est indépendant de r pour r grand ; en mécanique quantique, c’est le flux
de probabilité 4 travers cette sphére qui ne dépend pas de r).

(ii) La diffusion n’étant en général pas isotrope, I'amplitude de l'onde
sortante dépend de la direction (0, @) que I’'on considére.

Finalement, I’état stationnaire de diffusion v;%"'(r) est par définition la
solution de I'équation (B-7) dont le comportement asymptotique est de la forme :

e

ikr

AO) |, & + (6, 9)— (B-9)

Dans cette expression, seule la fonction f.(6, @), que 'on appelle I'amplitude de
diffusion, dépend du potentiel ¥(r). On peut montrer (cf. § B-3) que I’équation (B-7)
admet effectivement, pour chaque valeur de k, une solution et une seule qui vérifie
la condition (B-9).

REMARQUES °:

(i) Nous avons déja signalé que, pour obtenir simplement I'évolution dans le
temps du paquet d’ondes représentant I'état de la particule incidente, il faut
le développer, non pas sur la base des ondes planes, mais sur celle des états
propres de I’hamiltonien total H. Considérons donc une fonction d’onde

de la forme* :

Y(r, 1) = Imdk g(k) i) e~ B/ (B-10)
0

ou ;

(B-11)

et ou la fonction g(k), que nous prendrons réelle pour simplifier, présente
un pic prononcé en k = k, et s’annule pratiquement en dehors de ce pic;
Y(r, 1) est solution de I'’équation de Schrodinger, et peut donc décrire cor-
rectement I’'évolution dans le temps de la particule. Reste & nous assurer que

* En réalité, il faudrait aussi superposer des ondes planes correspondant d des vecteurs d’onde k de
directions légérement différentes, car le paquet d'ondes incident est limité dans les directions perpen-
diculaires 4 0z. Nous ne nous intéressons ici pour simplifier qu'a la dispersion en énergie (qui se traduit
alors par une limitation de I'extension du paguet d'ondes le long de Oz).
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— .

(i)

cette fonction vérifie bien les conditions aux limites imposées par le probléme
physique particulier que nous étudions. Asymptotiquement, elle se présente
d'aprés (B-9) comme la somme d’un paquet d’ondes planes et d'un paquet
d’ondes diffusées :

Wir, t) ~ I

0

o
el.l‘.r

dk g(k) e e 1B 4 -[ dk g(k) (8, qﬁr}T e &t (B-12)
0

La position du maximum de chacun de ces paquets peut étre obtenue par

la condition de phase stationnaire (¢f. chap. I, § C-2). Un calcul simple donne

ainsi pour le paquet d'ondes planes :

2(t) = vt (B-13)
avec
_ Bk,
o

Quant au paquet diffusé, son maximum dans la direction (@, ¢) se trouve a la
distance du point O donnée par :

Vg (B-14)

rul8. 0:1) = — % (6, 9) + vgt (B-15)

ou (0, @) est la dérivée par rapport 4 k de 'argument de 'amplitude de
diffusion f, (0, ¢). Notons que les formules (B-13) et (B-15) ne sont valables
que dans la région asymptotique, c’est-a-dire pour |¢| grand.

Pour  grand et négatif, il n’y a pas de paquet diffusé; en effet, d’aprés
(B-15), les ondes qui le composent interférent constructivement pour des
valeurs de r négatives, et donc situées en dehors du domaine de variation
accessible a r. Seul existe alors le paquet d’ondes planes qui, d’aprés (B-13),
se dirige vers la région d’interaction a la vitesse de groupe v;. Pour ¢ grand
positif, les deux paquets sont effectivement présents; le premier s’éloigne
le long de la partie positive de I'axe Oz, prolongeant le paquet incident;
le second diverge dans toutes les directions de I'espace. La condition asymp-
totique (B-9) permet donc bien de décrire le processus de diffusion.

L’extension spatiale Az du paquet d’ondes (B-10) est reliée a la dispersion en impulsion
hAk par la relation :

1
Az =~ — -
z P (B-16)

Nous supposerons Ak suffisamment petit pour que Az soit grand devant les dimensions
linéaires de la zone d'action du potentiel. Dans ces conditions, le paquet d'ondes se
dirigeant a la vitesse v, vers le point O (fig. 3) mettra un temps :

Az 1

AT = — =~

T B4

a traverser cette zone. Fixons 'origine des temps a l'instant ou le centre du paquet
d'ondes incident atteint le point O. Il n'existe d'ondes diffusées que pour 1 > — AT/2,
apres que le front avant du paquet d’ondes incident ait abordé la zone d’action du poten-
tiel ; pour ¢t = 0, la partie la plus éloignée du paquet d’ondes diffusé est & une distance de
I'ordre de Az/2 du point O.
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FIGURE 3

Le paquet d’ondes incident, de longueur Az, se dirige & la vitesse v, vers le potentiel ¥{r); il
interagit avec le potentiel pendant un temps de 'ordre de AT = Az/v; (la dimension de la zone
d’action du potentiel est supposée négligeable devant Az).
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Considérons maintenant un probléme a priori différent, dans lequel on aurait
un potentiel dépendant du temps, obtenu en multipliant ¥(r) par une fonction f(r)
qui croit lentement de 0 Al entret = — AT/2 et t = 0, pour ¢ trés inférieur a — AT /2,
le potentiel est nul, et nous supposerons que I'état de la particule est représenté par
une onde plane (remplissant tout I'espace). Cette onde plane ne commence a étre
modifiée que pour ¢ =~ — AT/2 et, a l'instant ¢ = 0, I'allure des ondes diffusées est
semblable & celle du cas précédent.

On congoit donc qu'il y ait une certaine analogie entre les deux problémes
différents que nous venons de décrire : d'une part, diffusion par un potentiel constant
d'un paquet d'ondes incident dont I'amplitude au point O croit réguliérement entre
les instants — AT/2 et zéro; d’autre part, diffusion d’une onde plane d’amplitude cons-
tante par un potentiel que I'on « branche » lentement sur le méme intervalle de temps
[- 4T]2,0],

Si Ak — 0, le paquet d'ondes (B-10) tend vers un état stationnaire de diffusion
[g(k) tend vers 8(k — k,)]; par ailleurs, d'aprés (B-17), AT devient infini et le branche-
ment du potentiel associé & la fonction f(r) devient infiniment lent (on I'appelle souvent
pour cette raison « branchement adiabatique »). La discussion précédente, bien que
trés qualitative, permet ainsi de se représenter un état stationnaire de diffusion comme
résultant du branchement adiabatique du potentiel diffuseur sur une onde plane libre.
On peut préciser cette interprétation en étudiant de fagon plus détaillée I'évolution
de I'onde plane initiale dans le potentiel /(1) ¥(r).
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-

2. Calcul de la section efficace
a partir des courants de probabilité

a. FLUIDE DE PROBABILITE
ASSOCIE A UN ETAT STATIONNAIRE DE DIFFUSION

Pour évaluer la section efficace de diffusion, il faudrait en toute rigueur étudier
la diffusion d'un paquet d'ondes incident par le potentiel F(r). Toutefois, on peut
obtenir beaucoup plus simplement le résultat en raisonnant sur les états station-
naires de diffusion; on considére un tel état comme décrivant un fluide de probabi-
lité en régime d'écoulement permanent, et I'on calcule la section efficace a partir
du courant incident et du courant diffusé. Cette méthode est, comme nous I’avons
déja signalé, analogue a celle que nous avons utilisée dans les problémes de
barriéres « carrées » a une dimension : dans ces problémes, le rapport entre le
courant réfléchi (ou transmis) et le courant incident donne directement le coef-
ficient de réflexion (ou de transmission).

Nous allons donc calculer les contributions de 'onde incidente et de 'onde
diffusée au courant de probabilité dans un état stationnaire de diffusion. Rap-
pelons I'expression du courant J(r) associé & une fonction d'onde ¢(r) :

J(9) =+ Re [w*[rl %vm(rl] (B-18)

b. COURANT INCIDENT ET COURANT DIFFUSE

Le courant incident J; s’obtient en remplagant, dans (B-18), ¢(r) par I'onde
plane e'**; J, est donc dirigé suivant I'axe Oz, dans le sens positif, et son module
vaut :

hik
b= (B-19)

L'onde diffusée étant exprimée dans la formule (B-9) en coordonnées sphé-
riques, nous allons calculer les composantes du courant diffusé J, sur les axes

locaux deéfinis par ce systéme de coordonnées. Rappelons que les composantes
correspondantes de 'opérateur V sont :

d
[F}r = _a'_r
18
(V)y = e
1 @
(V), = r sin 6 do (B-20)

En prenant pour @(r), dans la formule (B-18), la fonction f£,(f, ¢)e™ /r, on obtient
facilement le courant diffusé dans la région asymptotique :
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@ = 1406, o)
u re
0o =2 L re 1 120,015 0. 0)|
hood .y 0
00 =2 Re | 120,015 £0.0)| (B-21)

Comme r est grand, (J;), et (J,), sont négligeables devant (J,),. et le courant
diffusé est pratiquement radial.

c. EXPRESSION DE LA SECTION EFFICACE

Le faisceau incident est composé de particules indépendantes, que nous
supposons toutes préparées de la méme fagon; envoyer un grand nombre de ces
particules revient a effectuer un grand nombre de fois la méme expérience sur une
particule dont I’état est & chaque fois le méme. Si cet état est vf 4" (r), on congoit
que le flux incident F;, c’est-a-dire le nombre de particules du faisceau incident
qui franchissent par unité de temps une surface unité perpendiculaire 4 Oz, soit
proportionnel au flux du vecteur J, a travers cette surface, c’est-a-dire
d’apres (B-19) :

ﬁk
,u

Le nombre dn de particules qui frappent par unité de temps l'ouverture
utile du détecteur (fig. 2) est, de la méme fagon, proportionnel au flux du vec-
teur J, a travers la surface dS limitant cette ouverture [la constante de propor-
tionnalité C étant la méme qu’en (B-22)] :

F,=Cl| = (B-22)

dn = CJ,.dS = C(J,),r? dQ
Tk
C=T 140, 9) d@ (B-23)

On voit que dn est indépendant de r pourvu que r soit suffisamment grand.
Si I'on reporte les formules (B-22) et (B-23) dans la définition (A-3) de la
section efficace différentielle ¢ (6, ¢), on obtient :

| a(0.0) = 46, o) | (B-24)

La section efficace différentielle est donc simplement donnée par le carré du
module de I'amplitude de diffusion.

d. INTERFERENCES ENTRE L'ONDE PLANE ET L'ONDE DIFFUSEE

Dans les paragraphes précédents, nous avons négligé une contribution au courant associé

4 v, (r) dans la région asymptotique : celle qui provient de I'interférence entre 'onde plane

*: et 'onde diffusée, et qui s'obtient en remplagant dans (B-18) @*(r) par e ™ et o(r) par
£,(8, @) e™/r, et vice versa.
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On peut se convaincre cependant que ces termes d'interférence n'interviennent pas
lorsqu’on s'intéresse 4 la diffusion dans une direction autre que la direction avant (6@ = 0).
Reprenons pour cela la description de la collision en termes de paquets d’ondes (fig. 4), et tenons
compte du fait qu'en pratique, le paquet d’ondes a toujours une extension latérale finie.
Initialement, le paquet d’ondes incident se dirige vers la zone d’action de V(r) (fig. 4-a). Aprés
la collision (fig. 4-b), on se trouve en présence d'un paquet d’ondes planes provenant simple-
ment de la propagation du paquet d'ondes incident {(comme si le potentiel diffuseur était nul)
et d'un paguet d'ondes diffusées s'éloignant du point O dans toutes les directions. L'onde
transmise resulte donc de 'interférence des deux types d’ondes, planes et sphériques. En général
cependant, on place le détecteur D hors du faisceau, de fagon qu’'il ne soit pas frappé par les
particules transmises : on n’observe alors que le paguet d’ondes diffusées et il n'est pas nécessaire
de tenir compte des termes d'interférence que nous venons de mentionner.
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FIGURE 4

Avant la collision (fig. a), le paquet d’ondes incident se dirige vers la zone d’action du potentiel.
Aprés la collision (fig. b), on se trouve en présence d'un paquet d’ondes planes et d’un paquet d*ondes
sphériques diffusées par le potentiel (traits tiretés sur la figure). Ces ondes interférent dans la direction
avant de fagon destructive (conservation de la probabilité totale); le détecteur D est placé dans une
direction latérale, et n'est sensible qu'aux ondes diffusées.

s

Il ressort cependant de la figure 4-b que I'interférence entre le paquet d’'ondes planes
et le paquet d'ondes diffusées ne peut étre négligée dans la direction avant, ol ils occupent une
méme reégion de l'espace. Le paquet d'ondes transmis résulte de cette interférence. D’autre
part, il doit avoir une amplitude plus faible que le paquet incident, puisqu’il y a conservation
de la probabilitée totale, c’est-a-dire conservation du nombre de particules : les particules
diffusées dans toutes les directions de I'espace autres que la direction avant quittent le fais-
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ceau, dont I'intensité est ainsi atténuée aprés traversée de la cible. C'est donc I'interférence
destructive entre le paquet d’ondes planes et le paquet d’ondes diffusées vers I'avant qui assure
la conservation globale du nombre total de particules.

3. Equation intégrale de la diffusion

Nous nous proposons d’'indiquer maintenant, de fagon plus précise qu’au
§ B-1-b, comment on peut démontrer 'existence de fonctions d'onde station-
naires ayant un comportement asymptotique de la forme (B-9). Nous allons
pour cela écrire I’équation intégrale de la diffusion, dont les solutions sont préci-
sément les fonctions d’onde des états stationnaires de diffusion.

Reprenons I'équation aux valeurs propres de H [formule (B-7)] et mettons-la
sous la forme :

(4 + k%) o(r) = U(r) o(r) (B-25)

Supposons (nous verrons plus loin que c’est effectivement le cas) que I'on
connaisse une fonction G(r) telle que :

(4 + k?) G(r) = d(r) (B-26)

[G(r) est appelée « fonction de Green» de l'opérateur 4 + k] Alors, toute
fonction ¢(r) qui vérifie :

) ) jd*r’G{r — ¥) UIY) ofr) (B-27)

ol @,(r) est solution de I'équation libre :
(4 + k*) @olr) = 0 (B-28)

satisfait a 'équation différentielle (B-25). En effet, appliquons I'opérateur 4 + k?
aux deux membres de (B-27); compte tenu de (B-28), nous obtenons :

(4 + k*) o(r) = (4 + k%) jd"r’ﬁ{r — ') U(r') o(r') (B-29)

Admettons qu’on puisse faire passer 'opérateur dans l'intégrale. Il agira alors
seulement sur la variable r et donnera d’aprés (B-26):

(4 + k) oft) = fd*r’a[r - ¥) UY) ofr)
- Ulr) ol0) (B-30)

Inversement, on peut montrer que toute solution de (B-25) vérifie (B-27)*. On
peut donc remplacer I’équation différentielle (B-25) par I'équation intégrale (B-27).

* On le comprend intuitivement si 'on considére U(r)p(r) comme un second membre d'équation

différentielle : la solution générale de (B-25) s’obtient alors en ajoutant 4 la solution générale de I'équation
sans second membre une solution particuliére de 'équation compléte [deuxiéme terme de (B-27)].
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Nous allons voii qu’'il est souvent plus facile de raisonner sur I'équation
intégrale. Son principal avantage vient de ce que, en choisissant ¢,(r) et G(r) de
fagon adéquate, on peut incorporer dans I'équation le comportement asymptotique
désiré : ainsi, une seule équation intégrale, dite équation intégrale de la diffusion,
devient I'équivalent de I’équation différentielle (B-25) et de la condition asymp-
totique (B-9).

Considérons tout d’abord I’équation (B-26). Elle implique que (4 + &*)G(r)
doit étre identiquement nul dans toute région excluant I'origine [ce qui, d’apres
(B-8), est le cas de e/r]; de plus, d’aprés la formule (61) de 'appendice II,
G(r)doit se comporter, pour r tendant vers zéro, comme — 1/4ar. Effectivement, il est
facile de montrer que les fonctions :

] E.:l:ﬂ:’.r'

C4n v

G.(r) = (B-31)

sont solutions de I'équation (B-26). En effet :

1 1
_ akikrqf _ 3} ik
4G . (r) = e .4( w) = Ale*™)

+ z[v(- 4—:”_)] [ Ve*i] (B-32)

Un calcul simple donne alors (¢f. appendice II) :
AG.(r) = — kK*G.(r) + 6(r) (B-33)

ce qui démontre le résultat annoncé; G, et G_ sont appelées respectivement
« fonctions de Green sortante et entrante »,

La forme méme du comportement asymptotique (B-9) que I'on veut obtenir
suggére de choisir pour ¢,4(r) 'onde plane incidente e** et pour G(r) la fonction
de Green sortante G, (r). Nous allons effectivement montrer que I’équation inté-
grale de la diffusion s’écrit :

pdifli(y) = gi= + Jdar‘ﬁ (r = ) U(r') v8if(y') (B-34)

c’est-a-dire que les solutions de (B-34) ont le comportement asymptotique (B-9).

Plagons-nous pour cela en un point M (position r) treés éloigné des divers
points P (position r’) de la zone d’action du potentiel, dont les dimensions linéaires
sont de I'ordre de L* (fig. 5) :

r & L
r' < L (B-35)

~

* Rappelons que nous avons explicitement supposé que U(r) décroit a I'infini plus vite que 1/r.
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FIGURE 5

Calcul approché de la distance |[r — r’| entre un point M
trés éloigné de O et un point P situé dans la zone d’action

e e ™™ du potentiel (les dimensions de cette zone d'action sont
e E | Pl i > de Pordre de L).

—

L'angle entre MO et MP étant trés petit, la longueur MP, c’est-a-dire |r — r'l,
est a une trés bonne approximation égale a la projection de MP sur MO :

~r—u.r (B-36)

ou u désigne le vecteur unitaire dans la direction de r. On en deéduit que, pour
r grand :

|r—r'

1 Eik!rl—rit l Eih =ik m.r’
Tanr—r| e dn r © (8-37)

G.r—r)=

En reportant cette expression dans I’équation (B-34), on obtient le comportement
asymptotique de v} 4 )(r) :

| e

U:iifﬂ{].j o~ pikz _ EIET d3r ek u.r'U(r"] U:ﬁrn{r*} (3_33}

qui est bien de la forme (B-9) puisque I'intégrale n’est plus fonction de la distance
r = OM mais seulement (par 'intermédiaire du vecteur unitaire u) des angles
polaires @ et ¢ repérant la direction du vecteur OM. 1l suffit donc de poser :

70.0) = - = Id*f ek r U(r) oy (B-39)

pour retrouver exactement |'expression (B-9).
En définitive, les solutions de I'équation intégrale de la diffusion (B-34) sont
bien les états stationnaires de diffusion®*.

* Pour prouver rigoureusement l'existence des états stationnaires de diffusion, il suffirait
donc de démontrer gque I'équation (B-34) admet une solution.
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REMARQUE :

Il est souvent commode de définir le vecteur d'onde incident k, comme
le vecteur de module k dirigé suivant 'axe Oz du faisceau, de sorte que :

ke _ aikir (B-40)

e
De méme, le vecteur k, de méme module & que le vecteur d'onde incident
mais dont la direction est repérée par les angles 6 et ¢ est appelé vecreur

d'onde diffusé dans la direction (6, ¢) :
k, = ku (B-41)

Enfin, le vecteur d'onde transféré dans la direction (0, @) est la différence entre
k,et k; (fig. 6) :
K=k, -k (B-42)

e e —— e — e ——————— —_— o

FIGURE 6

Vecteurs d’onde incident k,, diffusé k; et trans-
féré K.

s e e s o e —

4, Approximation de Born

a. SOLUTION APPROCHEE DE L'EQUATION INTEGRALE DE LA DIFFUSION

Compte tenu de (B-40), on peut écrire I'équation intégrale de la diffusion
sous la forme :

) = %7+ [ (e~ 1)) ) (B-43)

MNous allons chercher a résoudre cette equation par itération.
Un simple changement de notations (r == r'; r’' = r”) permet d’écrire :

vP ) = gt 4 j‘d3r”G+{r’ — ") U(r") o8i0(r") (B-44)
Si I'on reporte cette expression dans I'équation (B-43), on obtient :

pdith(r) = efke-r + j.a‘"r’{}*(r — r)U(r') et~

- J‘d"'r“ Jdar"ﬁ+[r —r')U(r) G (r' — ") U(r") v®™(r") (B-45)
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i

Dans le second membre de (B-45), les deux premiers termes sont connus; seul
le troisiéme contient la fonction inconnue u{ %™ '(r). On peut répéter ce procédé :
on change r en r” et r’ en r” dans (B-43), ce qui donne v % }(r"). que I'on insére

a nouveau dans I'équation (B-45); on trouve alors :
pdifi(r) = g'ker + Jd3f5+[r —r) U(r) e
+: fcﬁ"r’ JPH’GJI’ ~r)U(r') G (r' — ") U(r") e’

+ Jndr' jd%"jd%“'ﬁﬁr —r)U[r')G,.(r — ") U(r")
x G (r" — ") U(”) odif{r™) (B-46)

ou les trois premiers termes sont connus; la fonction inconnue v, % )r) a été
repoussée dans le quatriéme.

On construit ainsi de proche en proche ce que 'on appelle le développement
de Born de la fonction d’onde stationnaire de diffusion. Notons que chaque
terme de ce développement fait intervenir le potentiel une fois de plus que le
précédent. Si donc le potentiel est faible, les termes successifs sont de plus en plus
petits. En poussant le développement suffisamment loin, on pourra négliger le
dernier terme du second membre, ce qui donne v;%(r) en fonction de quan-
tités toutes connues.

Si I'on porte ce développement de vi%’(r) dans l'expression (B-39), on
obtient le développement de Born de 'amplitude de diffusion. En particulier, si
I'on se limite au premier ordre en U, il suffit de remplacer v{ %" (r') par e’ "'dans
le second membre de (B-39). C'est /approximation de Born :

B0, ¢) = — 5= | 4% e *rU(r) et

1 [ :
= — — | d3 e~ &eRAI ()

S dr' e T U(r) (B-47)

ou K est le vecteur d’onde transféré defini en (B-42). La section efficace de
diffusion est donc trés simplement reliée, dans 'approximation de Born, a la
transformeée de Fourier du potentiel ; en effet, si 'on utilise (B-24) et (B-6), (B-47)
entraine que :

2 2

B0, ¢) = L

B-48
Anth* ( )

Jd% e Kri(r)

D’aprés la figure 6, la direction et le module du vecteur d’onde transféré K
dépendent a la fois du module & de k; et k, et de la direction de diffusion (8, @)
considérée. Ainsi, pour 0 et ¢ fixés, la section efficace de Born varie avec k, c'est-
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a-dire avec I'énergie du faisceau incident; de méme, pour une énergie donnée,
a'Bvarie avec 8 et . On voit donc, dans le cadre simple de I'approximation de
Born, comment ['étude des variations de la section efficace différentielle en fonction
de la direction de diffusion et de I'énergie incidente peut permettre d’atteindre
expérimentalement le potentiel F(r).

b. INTERPRETATION DES FORMULES

On peut donner de la formule (B-45) une interprétation physique qui souligne
trés clairement 'analogie formelle entre la mécanique quantique et 'optique ondu-
latoire.

Considérons la zone d’action du potentiel comme un milieu diffuseur dont
la densité serait proportionnelle & U(r). La fonction G, (r — r') représente [for-
mule (B-31)| I'amplitude de I'onde rayonnée au point r par une source ponctuelle
qui serait située au point r’. Par conséquent, les deux premiers termes de la
formule (B-45) donnent l'onde totale au point r comme résultant de la superpo-
sition de I'onde incidente e'™ " et d’une infinité d’ondes provenant des sources
secondaires induites dans le milieu diffuseur par I'onde incidente : 'amplitude
de chacune de ces sources est en effet proportionnelle aux valeurs que prennent, au
point correspondant r’, I'onde incidente (e™ ") et la densité de matiére diffusante
[U(r")]. Cette interprétation, qui est schématisée sur la figure 7, est a rapprocher
du principe de Huygens en optique ondulatoire.

FIGURE 7

Schématisation de ["approximation de
Born : on ne tient compte que de 'onde
incidente et des ondes diffusées par une
seule interaction avec le potentiel.

.

En réalité, la formule (B-45) comporte un troisiéme terme. On peut cepen-
dant interpréter de fagon analogue les termes successifs du développement de
Born. En effet, comme le milieu diffuseur est étendu, une source secondaire donnée
est excitée non seulement par 'onde incidente mais également par les ondes

FIGURE 8

Schématisation du terme de second
ordre en U dans le développement
de Born : on tient compte ici des
onde: deux fois diffusées par le poten-
tiel.
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diffusées provenant des autres sources secondaires. La figure 8 représente ainsi
de fagon symbolique le troisiéme terme du développement de Born [cf. formule
(B-46)]. Si le milieu diffuseur est trés peu dense [ U(r) trés petit], on peut négliger
I'influence des sources secondaires les unes sur les autres.

REMARQUE .

L’interprétation que nous venons de donner pour les termes d’ordre
supérieur du développement de Born n’a rien a voir avec les processus de
diffusion multiple qui peuvent se produire a ['intérieur d’'une cible épaisse :
il s’agit toujours ici de décrire la diffusion d'une particule du faisceau par
une particule unique de la cible, alors que la diffusion multiple fait inter-
venir des interactions successives d'une méme particule incidente avec
plusieurs particules différentes de la cible.

C. DIFFUSION PAR UN POTENTIEL CENTRAL.
METHODE DES DEPHASAGES

1. Principe de la méthode des déphasages

Dans le cas particulier ou le potentiel V(r) est central, le moment ciné-
tique orbital L de la particule est une constante du mouvement. Il existe donc
des états stationnaires de moment cinétique bien défini, c'est-d-dire des états
propres communs 4 H, L* et L,. Nous appellerons ondes partielles les fonctions
d’onde associées a ces états, et nous les noterons ¢, , .(r), les valeurs propres cor-
respondantes de H, L? et L_ étant respectivement h2k?/2u, I([ + 1Jh* et mh; leur
dépendance angulaire est toujours donnee par les harmoniques spheriques ¥Y7'(0, @),
le potentiel ¥(r) n'intervient que dans leur dépendance radiale.

On s’attend a ce que, pour r grand, les ondes partielles soient trés proches
des fonctions propres communes a H,, L? et L,, o H, est 'hamiltonien libre
| formule (B-2)]. C’est pourquoi nous allons commencer par étudier, au § C-2,
les etats stationnaires d'une particule libre, et en particulier ceux gui ont un
moment cinétique bien défini. Les fonctions d'onde correspondantes @)% . (r)
sont les ondes sphériques libres : leur dépendance angulaire est bien siir celle d'une
harmonique sphérique; nous allons voir que le comportement asymptotique de
leur fonction radiale est la superposition d’une onde entrante e~ */r et d’une onde
sortante ¢ /r présentant une différence de phase bien déterminée.

Le comportement asymptotique de I'onde partielle ¢, , .(r) dans le poten-
tiel ¥(r) est également (§ C-3) la superposition d'une onde entrante et d’'une onde
sortante. Toutefois, la différence de phase entre ces deux ondes différe de celle qui
caractérise I'onde spherique libre correspondante : le potentiel V(r) introduit
un déphasage o, supplémentaire. Ce déphasage constitue la seule différence entre
les comportements asymptotiques de ¢, , . et @{°,.; par conséquent la connais-
sance, pour k fixé, des déphasages 6, pour toutes les valeurs de / doit étre suf-
fisante pour calculer la section efficace.
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Pour effectuer ce calcul, on construit (§ C-4) I'état stationnaire de diffusion
vl 4(r) comme combinaison linéaire d’ondes partielles @, , ,.(r) de méme énergie
mais de moments cinétiques [ différents. Des arguments physiques simples sug-
gérent que les coefficients de cette combinaison linéaire doivent étre les mémes
que ceux du développement de I'onde plane e™** sur les ondes sphériques libres,
ce qu'un calcul explicite confirme effectivement.

L'utilisation des ondes partielles permet ainsi d’exprimer P'amplitude de
diffusion, et par suite la section efficace, en fonction des déphasages 4, Cette
methode est particuliérement intéressante lorsque la portée du potentiel n'excéde
pas trop la longueur d’onde associée au mouvement de la particule, car dans
ce cas n’'interviennent effectivement qu'un petit nombre de déphasages (§ C-3-b-B).

2. Etats stationnaires d’'une particule libre

En mécanique classique, une particule libre de masse u est animée d’un
mouvement rectiligne uniforme. Son impulsion p, son énergie E = p*/2u et son
moment cinétique & = r x p par rapport 4 l'origine des coordonnées sont des
constantes du mouvement.

En mécanique quantique, les observables P et L = R x P ne commutent
pas. Elles representent donc des grandeurs incompatibles : il est impossible de
mesurer simultanément l'impulsion et le moment cinétique d’'une particule.

L’hamiltonien quantique H, d’une particule libre s’écrit :

1 -
H, ne constitue pas a lui seul un E.C.O.C. : ses valeurs propres sont infiniment
dégénérées (§ 2-a). Par contre, les quatre observables :

Hy B PP, (C-2)

forment un E.C.O.C. Leurs états propres communs sont des états stationnaires
d’impulsion bien définie.

On peut également considérer une particule libre comme plongée dans
un potentiel central nul. Les résultats du chapitre VII indiquent alors que les
trois observables :

H,, L L (C-3)

forment un E.C.0.C. Les ¢tats propres correspondants sont des états stationnaires
de moment cinétique bien défini (plus exactement, L® et L, ont des valeurs bien
définies, mais pas L et L)).

Les bases de I'espace des états définies par les E.C.O.C. (C-2) et (C-3) sont
distinctes, puisque P et L sont des grandeurs incompatibles. Nous allons étudier
ces deux bases, puis indiquer comment on peut passer de I'une a 'autre.
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a. ETATS STATIONNAIRES D'IMPULSION BIEN DEFINIE. ONDES PLANES

Nous savons déja (¢f. chap. II, § E-2-d) que les trois observables P, P et P,
forment un E.C.O.C. (pour une particule sans spin). Leurs états propres communs
sont les états de base de la représentation { [p ) } :

Plp>=p|p> (C-4)

Comme H, commute avec ces trois observables, les états | p > sont forcément états
propres de H, :

2
Holpd> =521p) (C-5)

Le spectre de H, est donc continu, et comprend tous les nombres positifs
ou nuls. Chacune de ces valeurs propres est infiniment dégénérée : si 'on se fixe
une énergie E positive, il lui correspond une infinité de kets | p ), puisqu’il existe
une infinité de vecteurs ordinaires p dont le module vérifie :

p| = v/ 2uE (C-6)

Les fonctions d'onde associées aux kets |p)» sont les ondes planes
(¢f. chap. 11, § E-1-a) :

i XA
il (N ip.r/h ::
Nous introduirons ici le vecteur d'onde k pour caractériser une onde plane :
_Pp -
k=2 (C-8)
et nous poserons :
[k>=(m"]p> (C9)
Les kets | k ) sont des états stationnaires d'impulsion bien définie :
hk?
Ho k) =3~ k> (C-10-a)
Plk)=rnk|k) (C-10-b)
[Is sont orthonormés au sens large :
(k|Kk') =ék — k) (C-11)
et forment une base dans I'espace des états :
Jd3k|k}{ki=1 (C-12)

Les fonctions d’onde associées sont les ondes planes normalisées de fagon lege-
rement différente :

1 :”Iij
(r|k) ={5-] e (C-13)
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b. ETATS STATIONNAIRES DE MOMENT CINETIQUE BIEN DEFINI.
ONDES SPHERIQUES LIBRES

Pour obtenir les fonctions propres communes a H,, L? et L., il suffit de
résoudre l'equation radiale pour un potentiel central identiquement nul. Cette
résolution est effectuée en détail dans le complément Ay,,; nous nous conten-
terons d’en donner ici les résultats.

Les ondes sphériques libres sont les fonctions d’onde associées aux états
stationnaires | @f% . » de la particule libre qui ont un moment cinétique bien
défini ; elles s’écrivent :

2k
000 = [~ jilkr) Y76, ) (C-14)
ou j, est une fonction de Bessel sphérique définie par :
1 d\'sinp
W) = (= 1) pl|—= C-15
o) = (= 11 e (54) =5 (C-15)

Les valeurs propres correspondantes de H,, L? et L, sont respectivement h?k? 2y,
I(l + 1)h* et mh.
Les ondes sphériques libres (C-14) sont orthonormeées au sens large :

2 = w s :
{ Piom | P> = kk‘J jikr) ji(k'r) r? dr x J dQ YI'™*(6, @) YT (6, 9)
]

= 0k — k') i Oy (C-16)
et forment une base dans I'espace des états :
o w0 +1
[aE 3 0% ol =1 (1)
o i=0m=-I

c. PROPRIETES PHYSIQUES DES ONDES SPHERIQUES LIBRES

a.  Dépendance angulaire

La dépendance angulaire de I'onde sphérique libre ¢°) .(r) est entiérement
contenue dans I’harmonique sphérique ¥7'(0, ). Elle est donc fixée par les valeurs
propres de L? et L, (c’est-a-dire par les indices / et m), et non par I'énergie. Par
exemple, une onde sphérique libre s(/ = 0) est toujours isotrope.

B.  Comportement au voisinage de ['origine

Fixons-nous un angle solide infinitésimal d 2, autour de la direction (6,, @)
lorsque I'état de la particule est | @°) . >, la probabilité de trouver la particule,
dans cet angle solide, entre r et r + dr est proportionnelle a :

r? 2 kr)| YT (0, @o)|* dr dQ (C-18)
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On peut montrer (complément Ay, § 2-c-a) que, pour p tendant vers zéro :

Ce résultat (qui était prévisible d’aprés le raisonnement général du chapitre VII,
§ A-2-c) entraine que la probabilité (C-18) se comporte comme r*'*? prés de
I'origine, et croit donc d’autant plus lentement que / est plus grand.

L'allure des variations de la fonction p?j7(p) est indiquée sur la figure 9.
Il se trouve que cette fonction reste trés petite tant que :

p <l +1) (C-20)

— e ——

dp? jt(p)

Il
0 5 10 o
FIGURE 9

Allure de la fonction p’ji(p) donnant la dépendance radiale de la probabilité de présence dans
Pétat | ¢, . >. A Porigine, cette fonction se comporte comme p?'*?; elle reste pratiquement nulle

tant que p{\/ﬁ:l' + 1).

On peut donc considérer que la probabilité (C-18) est pratiquement nulle pour :
r< VI +1) (C-21)

Ce resultat est trés important physiquement, car il implique qu’une particule dans
létat | @% . > est pratiquement insensible 4 ce qui se passe a l'intérieur d’une
sphére centrée en O et de rayon :

bi(k) =% I+ 1) (C-22)

Nous reviendrons sur ce point au § C-3-b-f.
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REMARQUE :

En mécanique classique, une particule libre d’impulsion p et de
moment cinétique £ décrit une droite dont la distance b au point O est
donnée (fig. 10) par :

L4
b » (C-23)
b est appelé le « paramétre d'impact » de la particule par rapport a O; il
est d’autant plus grand que & est plus grand et que 'impulsion (c’est-A-dire
I'énergie) est plus faible. Si, dans (C-23), on remplace |&| par A R -+1)
et |p| par hik, on retrouve I'expression (C-22) de b,(k), dont on donne ainsi
une interprétation semi-classique.

—_—,

4

FIGURE 10

Définition du paramétre d’impact classique b
d’'une particule d'impulsion p et de moment
cinétique & par rapport 4 O.

Y. Comporiement asymplotigue
On peut montrer (complément Ay, § 2-c-B) que, pour p tendant vers

"infini :

ilp) ~ 2 sin (p - t;—) (C-24)

Lo

Par conséquent, le comportement asymptotique de I'onde sphérique libre ¢{°} .(r)

est tel que :

.f2k1 . e g"% _ e—ﬂ-;f
{Fi?lj.m(n 'Hm {P} ,.f,x, - __:t'_ YI (Ei 'l;ﬂ) zi-kr [C'ZS‘}

A Tlinfini, @{°, résulte donc de la superposition dune onde entrante
e ™ /r et d'une onde sortante ¢™ [r, dont les amplitudes présentent une différence

de phase eégale a /n.
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S

REMARQUE .

Supposons que l'on construise un paquet d'ondes spheriques libres
correspondant toutes aux mémes valeurs de / et m. On peut lui appliquer
un raisonnement analogue a celui de la remarque (i) du § B-1-b. On trouve
le résultat suivant : pour 7 grand neégatif, il existe seulement un paquet d’ondes
entrantes, alors que pour ¢ grand positif, il existe seulement un paquet
d’ondes sortantes. On peut donc se représenter schématiquement une onde
sphérique libre de la maniére suivante : on a d’abord une onde entrante
qui converge vers O; elle se déforme en approchant de ce point, rebrousse
chemin & une distance de 'ordre de b,(k) [formule (C-22)], et donne nais-
sanceé 4 une onde sortante déphasée de In.

d. DEVELOPPEMENT D'UNE ONDE PLANE EN ONDES SPHERIQUES LIBRES

Nous connaissons donc deux bases distinctes d'états propres de H,, la
base { | k ) } associée aux ondes planes et la base { | %), > | associée aux ondes
sphériques libres. Il est possible de développer un ket quelconque de I'une d’elles
sur les vecteurs de I'autre.

Considérons en particulier le ket | 0, 0, k >, auquel est associée une onde plane

de vecteur d’onde k dirigé suivant Oz :

1 3/2
(r|0,0,k) = (ﬂ) eiks (C-26)

| 0, 0, k ) représente un état d’énergie et d’impulsion bien définies (E = h*k?/2u;
p dirigé suivant Oz et de module hk). Or :

= glivoos (C-27)

Eil:.:

est indépendant de ¢; comme L, agit en représentation { |r ) } comme %ﬁ%’

le ket |{], 0, k > est également vecteur propre de L_, avec la valeur propre zéro :
L ]0,0,k>=0 (C-28)
En utilisant la relation de fermeture (C-17), on peut écrire :

10,0,k > =j K3 T 00> <on] 0,0,k (C-29)

=0 m= =]

Comme | 0, 0, k > et | @{?), . > sont deux états propres de H, ils sont orthogonaux si
les valeurs propres cﬂrrespondantes sont difféerentes; leur produit scalaire est
donc proportionnel 4 d(k' — k). De méme, ils sont tous deux états propres de L
et leur produit scalaire est proportionnel & é,, [¢f. relation (C-28)]. La for-
mule (C-29) prend donc la forme :

10,0,k> = ) ¢i| @ito (C-30)

=0

On peut calculer explicitement les coefficients ¢, ; (complément Ay,,. § 3).
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On obtient ainsi :

s

e = ¥ i'\/an(2l + 1) ji(kr) F?{a’}_J (C-31)

I=0

—— e, e

Un état d’impulsion bien définie est donc une superposition d’états correspon-
dant a tous les moments cinétiques possibles.

REMARQUE :

L’harmonique sphérique ¥7(f) est proportionnelle au polynéme de Legendre
P(cos 8) (complément Ay,,§ 2-e-a) :

Y(0) = F 4: D p(cos 0) (C-32)

On écrit donc souvent le développement (C-31) sous la forme :

i)

et = ¥ i'(2l + 1) jlkr) Pfcos 0) (C-33)
=0
. Ondes partielles dans le potentiel V(r)
Nous allons étudier maintenant les fonctions propres communes a H

(hamiltonien total), L* et L,, c’est-a-dire les ondes partielles ¢, ; ,.(r).

a. EQUATION RADIALE. DEPHASAGES

Quel que soit le potentiel ¥(r) central, les ondes partielles ¢, , .(r) sont de la
forme :

Ouin) = Rofl) Y70, 0) =+ uy (1) Y76, ) (C-34)

ou u, ,(r) est la solution de I'équation radiale :

R? d* Il + 1)R? hik?
- + + Vir) Ju, (r) = u, r C-35
- v ) = B i (39
satisfaisant la condition a l'origine :
u,,(0) =0 (C-36)

Tout se passe donc comme si I'on avait affaire & un probléme a une dimen-
sion, dans lequel une particule de masse u serait plongée dans le potentiel (fig. 11) :

1l + 1)
2ur?
V(r)  infini pourr < 0 (C-37)

Kedr) = V(r) + pourr > 0
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FIGURE 11

Le potentiel effectif Vg (r) est la
somme du potentiel V(r) et du

terme centrifuge M
2ur’
Pour r grand, I'équation (C-35) se réduit 2 :
2
[EE £ k*":luk .= 0 (C-38)
dr R
dont la solution générale est :
HL;[F:IJ_::E J'!. Eilr + B = = {C‘39}

Comme u, ,(r) doit vérifier la condition (C-36), les constantes A et B ne peuvent
pas étre quelconques. Dans le probléme a une dimension équivalent [for-
mules (C-37)], I'équation (C-36) est liée au fait que le potentiel est infini pour
r négatif, et I'expression (C-39) représente la superposition d'une onde plane
« incidente » e *" venant de la droite (sur I'axe ol se déplace la particule fictive
¢tudiée) et d'une onde plane « réfléchie » e'™ se propageant de gauche 4 droite;
comme il ne peut y avoir d’'onde « transmise » [puisque V(r) est infini sur le demi-
axe négatif ], le courant « réfléchi » doit étre égal au courant «incident », On
voit ainsi que la condition (C-36) entraine, dans I’expression asymptotique (C-39) :

4| = |B| (C-40)
Par conséquent :
u dr) ~_|A| [e™ e'* + ™ elos] (C-41)

ce que I'on peut écrire sous la forme :
t(r) ,~ Csin(kr — B)) (C-42)

La phase réelle B, est parfaitement déterminée lorsqu’on suit par conti-
nuité la solution de (C-35) s’annulant a4 Porigine. Dans le cas d’un potentiel V(r)
identiquement nul, nous avons vu au § C-2-c-y que fi, est égal a /n/2; il est commode
de prendre cette valeur comme référence, c’est-a-dire de poser :

u (r) ~_Csin (kr »” Ig + .5,) (C-43)
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Le nombre §, ainsi défini est appelé déphasage de I'onde partielle ¢, , . (r); il
dépend évidemment de &, c’est-a-dire de |'énergie.

b. INTERET PHYSIQUE DES DEPHASAGES

o.  Comparaison entre ondes partielles et ondes sphériques libres

Compte tenu de (C-34) et (C-43), le comportement asymptotique de ¢, ; .(r)
s'ecrit :

sin (kr — In/2 + 6))
r

‘phi.m[r] o Y?[H: 'F}

r=o

. sigrlial oIk (:%—4.) I (f%‘_ﬂ't)
g\,

r+e 2ir

(C-44)

On trouve ici aussi, comme pour une onde sphérique libre [formule {C-25)], que
'onde partielle ¢, , . (r) résulte de la superposition d'une onde entrante et d'une
onde sortante.

Pour préciser la comparaison entre ondes partielles et ondes sphériques
libres, on peut modifier 'onde entrante de (C-44) de fagon qu’elle soit identique
a celle de (C-25); on définit pour cela une nouvelle onde partielle @, , .(r) en
multipliant ¢, , .(r) par e'® (ce facteur de phase global est sans importance du
point de vue physique) et en choisissant la constante C de fagon que :

N ) a—ikr ailx/2 _ qikr o= iln/2 o2id)
mk.l.m{r] rfm - Y.! (E, fp] Yikr [C-dj}

On peut alors interpréter cette expression de la fagon suivante (¢f. remarque du
§ C-2-c-y) : on a au départ la méme onde entrante que dans le cas de la particule libre
(mise & part la constante de normalisation +/2k“/n); au fur et a mesure que cette
onde entrante s'approche de la zone d’action du potentiel, elle est de plus en plus
perturbée par ce potentiel ; quand, aprés avoir rebroussé chemin, elle se transforme
en onde sortante, elle a accumulé un déphasage 26, par rapport 4 'onde sortante
libre que I'on aurait obtenue si le potentiel F(r) avait été identiquement nul. Le
facteur e*'% (qui varie avec / et k) résume donc finalement tout 'effet du potentiel
sur la particule de moment cinétique /.

REMARQUE :

En fait, la discussion précédente n'est valable que si I'on raisonne sur un
paquet d’ondes formé en superposant des ondes partielles ¢, ;. (r) de méme [ et m,
mais de k légérement différents. Pour ¢ grand et négatif, on a uniquement un paquet
d’ondes entrantes; c'est I'évolution ultérieure de ce paquet d’ondes se dirigeant vers la
zone d'action du potentiel que nous avons analysee ci-dessus.

On pourrait également adopter le point de vue de la remarque (if) du § B-1-b,
c’est-d-dire étudier 'effet d’'un « branchement » lent du potentiel V{r) sur une onde
sphérique libre stationnaire. Le méme type de raisonnement permettrait alors de
montrer que l'onde partielle ¢, , .(r) peut étre obtenue en branchant adiabatiquement
le potentiel ¥(r) sur une onde sphérique libre ¢}°/ .(r).
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B.  Potentiels de portée finie
Supposons que le potentiel ¥(r) étudié ait une portée finie r,, c’est-a-dire que :

Viry=0  pourr > r, (C-46)

Nous avons indiqué plus haut (§ C-2-c-B) que I'onde sphérique libre ¢,°]

ne pénétre pratiquement pas a l'intérieur d'une sphere centrée en @ et de rayon
b,(k) [formule (C-22)]. Si I'on reprend alors I'interprétation que nous venons
de donner de la formule (C-45), on voit qu’un potentiel vérifiant (C-46) n’affectera
pratiquement pas les ondes pour lesquelles :

blk) ® r, (C-47)

puisque 'onde entrante correspondante rebrousse chemin avant d’avoir atteint
la zone d’action de V(r). Pour chaque valeur de I'énergie, il existe donc une
valeur critique /,, du moment cinétique, donnée approximativement d’apres (C-22)
par :

Vily +1) = kr (C-48)

Les déphasages &, ne sont appréciables que pour [/ inférieur ou de 'ordre de [,,.
l,, est d’autant plus petit que la portée du potentiel est plus courte et que

I’énergie incidente est plus basse*. 1l peat donc arriver que les seuls déphasages
non-nuls soient ceux qui correspondent aux premieres ondes partielles : onde

s(/ = 0) a trés basse énergie, puis ondes s et p pour des énergies légérement supe-
rieures, etc...

4. Expression de la section efficace en fonction des déephasages

Les déphasages caractérisent les modifications apportées par le potentiel
au comportement asymptotique des états stationnaires de moment cinétique bien
défini. Leur connaissance doit donc permettre de déterminer la section efficace.
Pour le montrer, il suffit d’exprimer I’état stationnaire de diffusion v{%")(r) en
fonction des ondes partielles**, et de calculer ainsi I’amplitude de diffusion.

a. CONSTRUCTION DE L'ETAT STATIONNAIRE DE DIFFUSION
A PARTIR DES ONDES PARTIELLES

Nous cherchons une superposition linéaire d’ondes partielles dont le
comportement asymptotique soit de la forme (B-9). Comme I'état stationnaire de
diffusion est état propre de ’hamiltonien H, le développement de v!%(r) ne
comportera que des ondes partielles de méme énergie h*k*/2u. Remarquons de plus

* 1y est de l'ordre de kr,, c'est-d-dire de I'ordre du rapport entre la portée r, du potentiel et la
longueur d'onde de la particule incidente.

** 5'il existe des états liés de la particule dans le potentiel ¥(r) (états stationnaires d’énergie
négative), le systéme des ondes partielles ne constitue pas une base de 1'espace des états; pour former
une telle base, il faut adjoindre aux ondes partielles les fonctions d’onde des états liés.
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que, dans le cas d'un potentiel central ¥ (r), le probléme de diffusion que nous étudions
présente la symétrie de révolution autour de I'axe Oz défini par le faisceau incident ;
par conséquent, la fonction d’onde stationnaire de diffusion v{**’(r) est indépen-
dante de ['angle azimutal ¢, de sorte que son développement ne comprendra
que des ondes partielles pour lesquelles m est nul. En définitive, on aura une
expression de la forme :

ac

) = E €; Pr,1,0(r) (C-49)

I=0
Le probléme est donc de trouver les coefficients c,.

o.  Raisonnement intuirif

Lorsque V(r) est identiquement nul, la fonction v{%f)(r) se réduit a I'onde
plane e’ et les ondes partielles aux ondes sphériques libres @} ,.(r). Dans ce cas,
on connait le développement (C-49) : il est donné par la formule (C-31).

Pour ¥(r) non-nul, v;*"’(r) comprend, en plus de 'onde plane, une onde
diffusée divergente; d’autre part, nous avons vu que @, ,.(r) ne différe de
@)% o(r), dans son comportement asymptotique, que par 'onde sortante, de
méme dépendance radiale que I'onde diffusée. On s’attend donc 4 ce que les
coefficients ¢, du développement (C-49) soient les mémes que dans la formule
(C-31)*, c’est-a-dire :

i) = 3 #/4n(2l + 1) Gy 1.0fF) (C-50)

=0

REMARQUE :

On peut également comprendre (C-50) & partir de I'interprétation indiquée dans
la remarque (if) du § B-1-b et dans celle du § C-3-b-a. Lorsqu’on branche adiabatique-
ment le potentiel ¥(r) sur une onde plane dont le développement est donné en (C-31),
elle se transforme en un état stationnaire de diffusion : le membre de gauche de (C-31)
doit alors étre remplacé par v, 4 (r). Par ailleurs, chacune des ondes sphériques libres
jilkr) Y?(6) figurant au second membre de (C-31) se transforme, lors de ce branchement,
en une onde partielle §, ; o(r). Compte tenu de la linéarité de I"équation de Schrodinger,
on obtient finalement (C-50).

B.  Démonstration précise

Considérons maintenant la formule (C-50) qui nous a été suggérée par une
approche physique du probléme et montrons qu’elle donne effectivement le
développement cherché.

Tout d’abord, le second membre de (C-50) est une superposition d’états
propres de H associés a la méme énergie hi*k?/2u ; par conséquent, cette superposition
reste un ctat stationnaire.

* Notons que le développement (C-31) fait intervenir j(kr)¥{(#), c'est-a-dire I'onde sphérique

libre @, ; divisée par le facteur de normalisation +/ 2k*/n; c'est pour cela que nous avons défini plus
haut @, . (r) [formule (C-45)] & partir de I'expression (C-25) divisée par ce méme facteur.
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Il suffit donc de s’assurer que le comportement asymptotique de la somme
(C-50) est bien du type (B-9). Pour cela, nous utilisons (C-45) :

a0

Y a2l + 1) G000~ - S #/an(2l + 1) Y9(0)

=0

* 2ikr [e-r g2 _ gitr g ™12 g2i0] (C-51)

Pour faire apparaitre la forme asymptotique du développement (C-31), nous
€crivons :
el = 1 + 2ie'*sin §, (C-52)

et nous regroupons les termes indépendants de §, :

i '/ 4n(21 + 1) By yo(r) . = i i'an(2l + 1) Y(8)

I1=0

: g ikr oilm(2 _ oikr o—ilxf2  glkr | _ . w
2ikr r k

—~——¢ 2eWgin ﬁ,] (C-53)

Compte tenu de (C-25) et (C-31), on reconnait dans le premier terme du second
membre le développement asymptotique de I'onde plane ¢™*, et 'on obtient
finalement :

i 'V 4n(2l + 1) Gy ofr) o~ e+ () ; (C-54)
avec*:
A0 =7 . Van(@l + 1) ¢ sin 6, Y2(0) (C-55)

Nous avons donc démontré que le développement (C-50) est correct, et
trouvé en méme temps 'expression de 'amplitude de diffusion f,(f) en fonction
des déphasages d,.

b. CALCUL DE LA SECTION EFFICACE

La section efficace différentielle de diffusion est alors donnée par la for-
mule (B-24) :

2

o(0) = |£(O)? = kiz ,;iﬂ Va2l + 1) e sin 5, ¥Y9(6) (C-56)

x i
* Le facteur i est compensé par e ' 2 = (— i) = G)
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Par exemple, si I'un des Géphasages §, passe par la valeur n/2 pour E = E,
la contribution correspondante 4 o atteint sa borne supérieure et la section
efficace peut présenter un maximum aigu pour E = E,. Ce phénomeéne est
appel® « résonance de diffusion ». On peut le rapprocher du comportement
trouvé au chapitre I (§ D-2-c-B) pour le coefficient de transmission d'un
puits de potentiel « carré » a une dimension.

Références et conseils de lecture:

Dicke et Wittke (1.14), chap. 16 ; Messiah (1.17), chap. X ; Schiff (1.18), chap. 5
et 9.

Niveau plus avancé:

Diffusion coulombienne : Messiah (1.17), chap. XI ; Schiff (1.18), §21; Davydov
(1.20), chap. XI, § 100.

Théorie formelle des collisions et matrice S : Merzbacher (1.16), chap. 19 ; Roman
(2.3), partie II, chap. 4 ; Messiah (1.17), chap. XIX ; Schweber (2.16), partie 3, chap. 11.

Description de la collision en termes de paquets d’ondes : Messiah (1.17), chap. X,
88 4, 5, 6 ; Goldberger et Watson (2.4), chap. 3 et 4.

Détermination du potentiel & partir des déphasages (probléme inverse): Wu et
Ohmura (2.1), § G.

Applications : Davydov (1.20), chap. XI; Sobel'man (11.12), chap. 11 ; Mott et
Massey (2.5) ; Martin et Spearman (16.18).

Diffusion par un systéme de particules 4 I'approximation de Born et fonctions de
corrélation spatio-temporelles: Van Hove (2.39).
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LA PARTICULE LIBRE :
ETATS STATIONNAIRES DE MOMENT CINETIQUE BIEN DEFINI

—— e == — — ———— e ——— e o T — — s

1. Equation radiale

2. Les ondes sphériques libres

a. Relations de récurrence
b. Calcul des ondes sphérigues libres
¢. Propriétés

3. Relation entre les ondes sphériques libres et les ondes planes

Nous avons introduit, dans le § C-2 du chapitre VIII, deux bases distinctes d’états
stationnaires d'une particule (sans spin) libre, dont I’hamiltonien s’écrit :

Hy = — (1)

La premiére de ces bases est constituée par les états propres communs a H, et aux
trois composantes de I'impulsion P; les fonctions d'onde associées sont les ondes
planes. La seconde comprend les états stationnaires de moment cinétique bien
défini, c’est-a-dire les états propres communs & H,, L* et L, dont nous avons
indique les principales proprictés dans les §§ C-2-b, c et d du chapitre VIII. Nous
nous proposons ici d’étudier plus en détail cette deuxiéme base, et en particulier
de démontrer un certain nombre de résultats que nous avons utilisés dans le cha-
pitre VIII.

1. Equation radiale

L’hamiltonien (1) commute avec les trois composantes du moment ciné-
tique orbital L de la particule :

[Hy, L] =0 (2)

On peut par suite appliquer a ce probleme particulier la théorie générale développée
au § A du chapitre VII. Nous savons donc que les ondes sphériques libres (fonctions
propres communes & H,, L* et L) sont nécessairement de la forme :

Prtm(f) = RLI(F) Y70, @) (3)
La fonction radiale R'?)(r) est solution de I’équation :
2 2 2
|- 525+ Lro) < £, ) @
2u rdr? 2ur? : S

o E,_, est la valeur propre de H, correspondant a @] .(r). Si I'on pose :

ROYr) = - w0 )
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la fonction 4!’} est donnée par I’équation :

[%idﬁ{+”+Jmaqﬁ%j=ﬂ 6

dr? r? h?

a laquelle il faut adjoindre la condition :
uf0) = 0 (7)

On peut montrer en premier lieu que les équations (6) et (7) permettent de
retrouver le spectre de I'’hamiltonien H, que nous connaissons par |'¢tude des
ondes planes [formule (C-5) du chapitre VIII]. Remarquons pour cela que la
valeur minimale du potentiel (qui est en fait identiquement nul) est zéro, et que
par conséquent il ne peut exister d’état stationnaire d’énergie négative (¢f. comple-
ment M,,,). Considérons alors une valeur positive quelconque de la constante E, ,
figurant dans I’équation (6), et posons :

k== V2E,, )

Lorsque r tend vers linfini, le terme centrifuge /({ + 1)/r* devient négligeable
devant le terme constant de I’équation (6), qui s’écrit donc approximativement :

dl
R U g

Par conséquent, toutes les solutions de I'équation (6) ont un comportement
asymptotique (combinaison linéaire de e™ et e ™) acceptable physiquement. La
seule restriction vient alors de la condition (7) : nous savons (cf. chap. VII, § A-3-b)
qu’il existe, pour une valeur donnée de E, ,;, une fonction et une seule (4 un facteur
prés) qui vérifie (6) et (7). Pour E, , positif quelconque, I'équation radiale (6)
a donc une solution acceptable et une seule.

Le spectre de H, comprend donc bien toutes les énergies positives. Nous
voyons de plus que 'ensemble des valeurs possibles pour E, ; ne dépend pas de /;
nous supprimerons donc l'indice [ pour les énergies. Quant a l'indice k, nous
I'identifierons avec la constante définie en (8), ce qui permet d’écrire :

h2k?
2u

E, = k>0 (10)

Chacune de ces énergies est infiniment dégénérée. En effet, k étant fixé, il existe
une solution acceptable u{’}(r) de 1'équation radiale correspondant a I'énergie E,
pour chaque valeur (entiére, positive ou nulle) de /; de plus, & une fonction radiale
u\’](r) déterminée sont associées, par la formule (3), (2/ + 1) fonctions d'onde
@' .(r) indépendantes. Nous retrouvons ainsi dans ce cas particulier le résultat
général démontré au § A-3-b du chapitre VII : H,, L? et L_ forment un E.C.0.C.
dans &,, et la donnée des trois indices k, / et m suffit 4 déterminer une fonction
unique de la base correspondante.

929

ONDES SPHERIQUES LIBRES .



You have either reached a page that is unavailable for wviewing or reached your wiewing limit for this
book,



You have either reached a page that is unavailable for wviewing or reached your wiewing limit for this
book,



. COMPLEMENT A,,,

m—— = e — e __r—
-

La solution qui s’annule a I'origine [condition (7)] est de la forme :

w3 (r) = a, sin kr (20)

Nous choisissons la constante a, de telle sorte que les fonctions ¢’y o(r) soient
orthonormées au sens large, c’est-a-dire que :

J'dﬂr 0O(F) 0% or) = 3k — k) 21)

Il est facile de montrer (voir ci-dessous) que la condition (21) est vérifiée si :

2
0= | (22)

ce qui donne (Y] étant égale a 1/1/4n) :
2k* sin kr
m;
l: 0, ﬂ{r) \X—T—t kr

Verifions que les fonctions (23) satisfont la relation d’orthonormalisation (21). Il suffit
pour cela de calculer :

(23)

“ sin kr sin k'r
der Pioolr) o, olr) == kk’ = f rdr —— ‘[dﬂ

" j dr sin kr sin k'r (24)
T
0

En remplagant les sinus par des exponentielles imaginaires et en étendant I'intervalle d’intégra-
tion de — oo a + oo, on obtient :

® 2f N\[(""
EJ‘ dr sin kr sin k'r = — ( - :I-)J‘ dr [e"H =¥ gk ] (25)
1] — i

Eid n

Comme k et k' sont tous deux positifs, k + k' est toujours différent de zéro, et la contribution
du premier terme du crochet est toujours nulle; d’aprés la formule (34) de 'appendice 11, le
deuxiéme terme donne finalement :

[ o) 0 = 2 (= 3 20) otk —

4
= dk — k) (26)
B.  Construction des autres ondes par récurrence

Appliquons maintenant 'opérateur P, défini en (11) & la fonction @{°) ,(r)
que nous venons de trouver. D’aprés la relation (18) :
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@%) ((r) < P, @f% or)
k
x P, 5“;“" (27)

Dans la représentation { | r > } ol nous nous sommes placés dés le début, P, est
I'opérateur différentiel :

P, J(i +,i) (28)

Dans la formule (27), il agit sur une fonction de r seul. Or :

Ps0) =5 (5 +12) G 10

= -’:— sin 0 '? ad; f(r) (29)
On obtient done :
: : kr  sin kr
© (¢) o¢ sin 9 eio| S5 _ 30
o210 B ()

On reconnait effectivement la dépendance angulaire de Yi(6, ¢) [complément Ay,
formule (32)]; par action de L_, on peut calculer ¢°) o(r) et ¢° _,(r).

Bien que ¢,°! |(r) dépende de 6 et g, I'application de P, a cette fonction
est encore trés simple. Les relations de commutation canoniques indiquent en

effet immédiatement que :
[Po.X +i¥] =0 (31)
Par conséquent, @°) ,(r) est donnée par :

sin kr
00} 2(r) oc PL

x + iy d sin kr

P K
< (x + P g
et +upbg[Latet]
De fagon génerale :
o) = (x + Y ( jr)l o b 33

La dépendance angulaire de ¢;°], est contenue dans le facteur :
(x + iy)' = r'(sin 0) e''® (34)

qui est bien proportionnel a Y}(0, o).
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e e—

Pour démontrer la formule (50) a partir de la definition (35), il suffit de développer
sin p/p en série de puissances de p :

i

p’*
» AU Y ey )

sin p

[
1 d :
On applique ensuite l'opérateur (;d—-) ce qui donne :
o

He) = (=11 ¢ G:'?EE) i = ”P{z 75 1}1’“'”_1_]
- 2p(2p — 2(2p — 4)...[2p - 2(1 - 1

Les / premiers termes de la somme (p = 04/ — 1) ont un coefficient nul, et le (/ + 1) éme s’écrit :

2021 — 2)21 — 4)..2

(21 + 1)! (4)

i) ~ (=1} (- 1)

p—=0

ce qui démontre (50).

p.  Comportement asymptotigue

Lorsque leur argument tend vers 'infini, les fonctions de Bessel sphériques
sont reliées aux fonctions trigonometriques :

1
e (p ~ 15 ) (55)
Le comportement asymptotique des ondes sphériques libres est donc :
2k* sin (kr — In/2
OAr) J— Yo, o) 22— /2 (56)
1d ., sinpg
En appliquant une premiére fois I'opérateur Ed__ﬂ a T on peut ecrire j,(p) sous
la forme :
1 d cosp sinp
ip) = (= 1Y ‘(——) [ = ] (57)
p dp p? p’

Dans le crochet, le deuxiéme terme est négligeable devant le premier pour p tendant vers |'infini.

. 1d
De plus, lorsqu’on applique une deuxiéme fois ——,le terme dominant vient encore de la

p dp
dérivée du cosinus. On voit donc que :
{t I
e) (= 1o == (—) sin p (58)
p'p \dp
Comme :
[
dy . , T
(E)sm p = (— 1) sin (p - IE) (59)

on aboutit bien 4 la formule (55),
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Complément By,

DESCRIPTION PHENOMENOLOGIQUE
DES COLLISIONS AVEC ABSORPTION

1. Principe de la méthode
2. Calcul des sections efficaces

a. Section efficace de diffusion élastique
b. Section efficace d'absorption
c. Section efficace totale. Théoréme optigue

Nous nous sommes limités dans le chapitre VIII a I’'étude de la diffusion élastique*
de particules par un potentiel. Mais nous avons signalé dans l'introduction gque,
dans certains cas (en particulier si I'énergie des particules incidentes est élevée), les
collisions sont susceptibles de devenir inélastiques, et conduisent & diverses réactions,
incluant la création ou 'annihilation de particules. Lorsque de telles réactions sont
possibles et qu’on ne cherche & détecter que les diffusions élastiques, on constate
que certaines particules du faisceau incident « disparaissent », c’est-a-dire qu’on ne
les retrouve ni dans le faisceau transmis ni parmi les particules diffusées élastique-
ment ; on dit que ces particules ont été absorbées lors de I'interaction ; en réalite,
elles ont pris part a des réactions autres qu'une simple diffusion élastique. Si I'on
ne s'intéresse qu'a la diffusion élastique, on cherchera A décrire globalement
'« absorption », sans entrer dans les détails des autres réactions possibles. Nous
allons montrer ici que la méthode des déphasages fournit un cadre commode pour
une telle description phénoménologique.

1. Principe de la méthode

MNous supposerons que les interactions responsables de la disparition de
particules incidentes sont invariantes par rotation autour de O. L'amplitude de
diffusion pourra donc toujours étre décomposée en ondes partielles dont chacune
correspond a une valeur déterminée du moment cinétique.

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment on peut modifier la methode
des déphasages pour tenir compte d'une éventuelle absorption. Reprenons pour
cela I'interprétation des ondes partielles que nous avons donnée au § C-3-b-a du
chapitre VIII : une onde entrante libre pénétre dans la zone d’action du potentiel
et donne naissance a une onde sortante; |'influence du potentiel se traduit par le
fait que cette onde sortante est multipliée par e*'®. Comme ce facteur a pour
module 1 (le déphasage &, est réel), 'amplitude de I'onde sortante est égale a celle de
I'onde entrante, et par conséquent (voir le calcul du § 2-b ci-dessous), le flux
total de I'onde entrante est égal 4 celui de I'onde sortante : il y a conservation de la
probabilité au cours de la diffusion, c’est-a-dire conservation du nombre total de
particules. Ces considérations suggeérent que, dans les cas ol se produisent des
phénoménes d’absorption, on peut en tenir compte de fagon simple en donnant au

* Une collision est dite élastique si elle ne change, ni la nature, ni I'état interne des particules
concernées. Elle est dite inélastique dans le cas contraire.
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. COMPLEMENT C,,,

La figure 6 du chapitre VIll montre que :

K| = 2k sing (6)

ou k est le module du vecteur d’onde incident et 6 I'angle de diffusion.
La section efficace différentielle de diffusion s’écrit donc dans I’approxi-

mation de Born ;

4u*V3 1
myg) = Z£ "0 7
L h*  [a? + 4k?sin? 6/2]° )

Elle est indépendante de l'angle azimutal ¢, ce qui etait prévisible puisque le
probléme de la diffusion par un potentiel central présente la symétrie de révolution
autour de la direction du faisceau incident. Par contre, elle dépend, pour une
énergie donnée (c’est-a-dire pour k fixe), de I'angle de diffusion : en particulier,
la section efficace vers I'avant (f = 0) est plus grande que la section efficace vers
I'arriére (P = n). Enfin, ¢'®(0) est, pour # fixé, une fonction décroissante de
I'énergie. Remarquons de plus que le signe de ¥, est sans importance pour la
diffusion, du moins dans I'approximation de Born.

La section efficace totale de diffusion s’obtient facilement par intégration :

4u*vy 4n (8)
R* a¥(x? + 4k?)

o® = J-dﬂ a®(6) =

b. LIMITE DE LA PORTEE INFINIE

Nous avons noté plus haut que le potentiel de Yukawa tend vers un potentiel
coulombien lorsque « tend vers zéro. Que deviennent dans cette limite les formules
que nous venons d’établir ?

Pour obtenir le potentiel d'interaction coulombienne entre deux particules
de charges respectives Z,q et Z,q (g étant la charge de I'électron), nous poserons :

I — |
=22, e’ [9]'
avec :
ql
R 4me, (10
La formule (7) donne alors :
2 2 2 .4
5O() = du* Zj ZEE ;
4.4V
16 k* sin 3
7272
= —t 7 (11)
16E* sin“i

(on a remplacé k par sa valeur en fonction de I'énergie).
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. COMPLEMENT C,,,

la fonction u,(r) est nécessairement de la forme :

uglr) = Ae™ ™ pour r >r,
= BsinKr pour r<r,
(ii) Ecrire les conditions de raccordement en r = r,. En déduire que les
seules valeurs possibles pour p sont celles qui vérifient I'équation :

ng?"ﬂ= "--:E—

(iii) Discuter cette équation : indiquer le nombre d’états liés s en fonction
de la profondeur du puits (r, étant fixé), et montrer en particulier que, si cette
profondeur est trop faible, il n'y a pas d’état lié.

B.  Résonances de diffusion (E > 0)

(i) Ecrire 4 nouveau I'équation radiale, en posant cette fois :

k =\/E£_E
i
K'=+k +Kk

Montrer que u, o(r) est de la forme :

U olr) = Asin (kr + ;) pour r >r,
= Bsin K'r pour r <r,

(if) On choisit 4 = |. Montrer, a partir des conditions de continuité en
r = ry, que la constante B et le déphasage d, sont donnés par :

kl
B? =
k* + kg cos* K'r,

avec .

tg afk) = Ki tg K'rg

(iif) Tracer la courbe représentant B* en fonction de k. Cette courbe met
en évidence des résonances, pour lesquelles B* est maximum. Quelles sont les
valeurs de k associées & ces résonances? Que vaut alors a(k)? Montrer que, s'il
existe une telle résonance pour une énergie faible (kr, € 1), la contribution cor-
respondante de 'onde s 4 la section efficace totale est pratiquement maximale.

Y.  Relation entre états liés et résonances de diffusion

1 L TE L] " [
On suppose que k,r, est trés voisin de (2n + 1}5, ol n est entier, et I'on
pose :
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PLAN DU CHAPITRE IX

A. INTRODUCTION DU SPIN 1. Evidence expérimentale
DE L'ELECTRON a. Structure fine des raies spectrales
b. Effet Zeeman « anormal »
¢. Existence de moments cinétiques demi-entiers
2. Description quantique : postulats de la théorie de Pauli

= e

B. PROPRIETES PARTICULIERES
D'UN MOMENT CINETIQUE 1,2

— — — —— e — ——

C. DESCRIPTION . Observables et vecteurs d'état
NON-RELATIVISTE a. Espace des états
D'UNE PARTICULE b. Représentation { [r, 25}
DE SPIN 1/2 2. Calcul des prévisions physiques
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. COMPLEMENT A,

Complément A,

OPERATEURS DE ROTATION
POUR UNE PARTICULE DE SPIN 1/2

1. Opérateurs de rotation dans |'espace des états

a. Moment cinétigue total
b. Décompaosition des opérateurs de rotation en produiis fensoriels

2. Rotation des états de spin

a. Calcul explicite des opérateurs de rotation dans &,
b. Opérateur associé d une rotation d'angle 2n
c. Lien entre le caractére vectoriel de S et le comportement d'un étal de spin dans une rotation

3. Rotation des spineurs 4 deux composantes

Nous allons appliquer au cas d’une particule de spin 1/2 les notions sur les rota-
tions introduites dans le complément By, : nous étudierons d’abord la forme que
prennent dans ce cas les opérateurs de rotation; nous examinerons ensuite le
comportement, dans une rotation, du ket représentant I'état de la particule et
du spineur 4 deux composantes qui lui est associé.

1. Opérateurs de rotation dans |'espace des états

a, MOMENT CINETIQUE TOTAL

Une particule de spin 1/2 posséde un moment cinétique orbital L et un
moment cinétique de spin S. Il est naturel de définir son moment cinétique
total comme la somme de ces deux moments cinétiques :

J=L+S (1)

Cette définition est bien conforme aux considérations générales dévelop-
pées dans le complément By, : elle assure en effet que non seulement R et P, mais
aussi S, sont des observables vectorielles (il suffit, pour le vérifier, de calculer
les commutateurs entre les composantes de ces observables et celles de J; ¢f. § 5
du complément B,,).

b. DECOMPOSITION DES OPERATEURS DE ROTATION
EN PRODUITS TENSORIELS

A la rotation géométrique d'un angle « autour du vecteur unitaire u, que
nous notons #,(x), est associé, dans I'espace des états de la particule considérée,
I'opérateur de rotation (cf. complément By, § 4) :

——=ad.u
R(x) =e# (2)
ou J est le moment cinétique total (1).
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n
% =3
P, =0 +g (25)
On doit donc trouver que :
TIR6) | + > o |+, (26)

¥

FIGURE |

Le vecteur v = e, est amené sur le vecteur uni-
taire v, d'angles polaires 6 et ¢, par ume
rotation d'angle ¢ autour de u.

Les composantes cartésiennes du vecteur u étant :

U, = — singp
u, = COS (27)
u, =0
'opérateur *'R,(F) s’écrit, d’aprés la formule (15) :
a8 . 8
“IRa (8)= cos > iG.u sin
8. : . B
= cos — i (= o.sin @ + o, cos p) smi
a 1 i .8
= cos - —:-{u+ e~l® _ g_ :“‘}smE (28)
avec .
o, =a,+ ia, (29)
Or on sait [¢f. formules (B-7) du chapitre IX] que :
6. |+>=0
a_|+>=2|-> (30)
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3. Hamiltonien de Pauli

s 3 i . h
L’hamiltonien d’un électron de masse m, de charge g, de spin 79 (65, 0,,0,:

matrices de Pauli), plongé dans un champ électromagnétique caractérisé par les
potentiels vecteurs A(r, 7) et scalaire Ulr, ¢), s’écrit :

H =2—1“[P — gA(R, 1)]* + qU(R, 1) —%u.ﬂ[ﬂ,t]

Le dernier terme représente l'interaction entre le moment magnétique de spin
h s
ziﬁ“ et le champ magnétique B(R, 1) =V x A(R, ¢).
Montrer, en utilisant les propriétés des matrices de Pauli, que ’hamiltonien
précédent peut s’écrire ¢également sous la forme suivante (« hamiltonien de
Pauli ») :

H=2—1m~{u~[l’*fi'ﬁfﬂsﬂ]}z + qU(R, 1)

4. On se propose d’étudier la réflexion d'un jet de neutrons monocinétiques
arrivant sous incidence normale sur un bloc de matériau ferromagnétique. On
appelle Ox la direction de propagation du jet incident, yOz la surface du matériau
ferromagnétique, qui occupe toute la région x > 0 (voir figure). Soit E I'énergie de

e S —

A Z

neutrons incidents
- > X
0

chaque neutron incident, m sa masse. Le spin des neutrons est s = 1/2 et leur
moment magnétique s’écrit M = y S (y, rapport gyromagnétique; S, opérateur
de spin).

L’énergie potentielle des neutrons est la somme de deux termes :

— le premier correspond a linteraction avec les nucléons du matériau;
on le représente phénoménologiquement par un potentiel ¥(x) défini par ¥(x) = 0
pour x < 0, V(x) = ¥, > 0 pour x > 0.

— le deuxiéme terme correspond 4 l'interaction du moment magnétique
de chaque neutron avec le champ magnétique interne B, du matériau (B, est
supposé uniforme et paralléle & Oz). On a donc W =0 pour x £ 0, W = ©,S,
pour x > 0 (avec wy, = —yB,;). On se limitera dans tout I'exercice au cas :

hw,
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. COMPLEMENT B,,

¢. Considérons un neutron dont l'impulsion est paralléle 4 Ox et a pour
module p = hik, et dont la projection ( S, )» du spin vaut h/2. Son état est
[¢f. chap. IV, relation (A-20)] :

1
=|p>@—=[|+>+]|-> 19)
lv>=|p> ﬁ[l | = >] (
avec .
{r|p) = e'px/h (20)

[Zﬂﬁ:la'lz

Comment construire un état stationnaire de la particule pour lequel I'onde inci-
dente ait la forme (19)? On voit aisément qu’il suffit de considérer I'état :

|‘£"s ) = % [ l mg,u.u Yok i‘?’E.u.a >] (21)

combinaison linéaire de deux kets propres de H définis en (2), associés a la
méme valeur propre E = p?/2m. La partie du ket |y > qui décrit 'onde réfléchie
est alors :

|- p> @JE[B+|+>+BJ—>] (22)

s

ou B, et B_ sont donnés suivant les cas par (10), (13) ou (15) (A, et 4_ étant
remplacés par 1). Calculons, pour un état tel que (22), la valeur moyenne
{8 ),; cet état étant un produit tensoriel, les variables de spin et les variables
orbitales ne sont pas corrélées; { S » peut alors étre obtenu simplement a partir

du vecteur d’état de spin B, | + > + B_ | =), ce qui donne :
hBYB_ + B*B
. o L LTk i 23-a
$Bes 2 |B.J* +|B_|? )
hiB*B, — B*B_
T . i e ) (23-b)
2 |By* +B.|
h|B.|" —|B_["
i T o B 23
NI Tx e

Trois cas peuvent alors étre distingues :

(i) 8i E > ¥V, + hwy/2, on voit sur (10) que B, et B_ sont réels. Les for-
mules (23) indiquent alors que { S, > et { S, > ne sont pas nuls, mais que { S, » = 0.
Lors de sa réflexion, le spin a donc subi une rotation autour de Oy. Physiquement,
c'est la difference entre les taux de réflexion pour des neutrons dont le spin est
parallele ou antiparalléle 4 Oz qui explique que la composante { S, » devienne
positive,
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PLAN DU CHAPITRE X

A. INTRODUCTION

—_—

Le moment cinétique total en mécanique classique
Intérét du moment cinétique total en mécanique quantique

B. COMPOSITION
DE DEUX SPINS 1/2.
METHODE ELEMENTAIRE

S

. Position du probléme

a. Espace des ctats

b. Spin total S. Relations de commutation

¢. Le changement de base i effectuer

Les valeurs propres de S, et leur degré de dégénérescence
Diagonalisation de §?

a. Caleul de la matrice représentative de §2

b. Valeurs et vecteurs propres de S§*

Résultats : triplet et singulet

C. COMPOSITION
DE DEUX MOMENTS
CINETIQUES QUELCONQUES.
METHODE GENERALE

S S

. Rappels sur la théorie générale du moment cinétique
. Position du probléme

a. Espace des états
b. Moment cinétique total. Relations de commutation
¢. Le changement de base d effectuer

. Valeurs propres de J* et J,

a. Cas particulier de deux spins 1/2

b. Les valeurs propres de J, et leur degré de dégénérescence
¢. Les valeurs propres de J?

Vecteurs propres communs & J? et J,

a. Cas particulier de deux spins 1/2

b. Cas général (j, et j, quelconques)

¢. Coefficients de Clebsch-Gordan
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CHAPITRE X COMPOSITION DES MOMENTS CINETIQUES

L

terme, L et S ne commutent plus avec I'hamiltonien total. En effet, on a par
exemple* :

(L., Hgo] = &(r) [L., L,S, + L,S, + L,S,]

= &(r) (ihL,S, — ikL,S,) (A-17)
et de méme :
[S.. Hsol = &) [S,, LSy + L,S, + L,S,]
= (r) (iRL.S, — ihL,S,) (A-18)
Cependant, si I'on pose :
J=L+8 (A-19)

les trois composantes de J sont des constantes du mouvement. 1l suffit pour le voir
d’ajouter membre & membre les égalités (A-17) et (A-18) :

[Jr:a Hsu] = [L: ¥ stﬂsu] =0 {A;Zﬂ]

(la démonstration serait analogue pour les autres composantes de J). On dit
que l'opérateur J défini en (A-19) est le moment cinétique total de la particule
d spin.

Dans les deux cas que nous venons de décrire, nous avons deux moments
cinétiques partiels J, et J,, qui commutent entre eux. Nous connaissons une base
de I'espace des états constituée de vecteurs propres communs a Ji, J,,, J3, J,..
Cependant, J, et J, ne sont pas des constantes du mouvement, alors que les
composantes du moment cinétique total :

J-':Jl +J1 {A-Z]}

commutent avec I'hamiltonien du systéme. On cherchera donc 4 construire,
a partir de la base précédente, une nouvelle base formée de vecteurs propres de J*
et J.. Le probléme ainsi posé en termes généraux est celui de la composition
(ou l'addition ) des deux moments cinétiques J, et J,.

L’intérét de cette nouvelle base, formée de vecteurs propres de J? et oo 8B
comprend aisément : pour déterminer les états stationnaires du systéme, c’est-a-
dire les états propres de H, il est plus simple de diagonaliser la matrice représentant
H dans cette nouvelle base. En effet, comme H commute avec J* et J,, cette
matrice se décompose en autant de blocs qu’il y a de sous-espaces propres associés
aux divers ensembles de valeurs propres de J* et J, (cf. chap. II, § D-3-a); sa structure
est beaucoup plus simple que celle de la matrice représentant H dans la base
de vecteurs propres communs a Ji, J,,, J3, J,,, puisque ni J,, ni J,, ne
commutent en general avec H.

Nous laisserons de coté pour le moment le probléme de la diagonalisation
{exacte ou approchée) de H dans la base des états propres de J* et J,, et nous nous
concentrerons plutdét sur la construction de cette nouvelle base a partir de celle

* Pour établir (A-17) et (A-18), on utilise le fait que L, gui n'agit que sur les variables
angulaires & et ¢, commute avec £(r) qui ne dépend que de r.
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CHAPITRE X COMPOSITION DES MOMENTS CINETIQUES

Les valeurs M = 1 et M = — | ne sont pas dégénérées : il leur correspond
un seul vecteur , — » pour la deuxiéme.
Par contre, M = 0 est deux fois dégénérée : deux vecteurs propres orthogonaux
lui sont associés, | +, — ) et | —, + ) ; toute combinaison linéaire de ces deux
vecteurs est ¢tat propre de S, avec la valeur propre 0.

Ces résultats apparaissent clairement sur la matrice représentant S, dans
la base { | &,, &, » }; si I'on prend les vecteurs de base dans 'ordre indigué en (B-1),
elle s'écrit en effet :

1 0 0 O
0 0 0 0

SI =m0 o o0 o (B-15)
\0 0 0 -1

N Diagonalisation de S°

Il ne reste donc plus qu’a calculer puis diagonaliser la matrice représentant
S? dans la base { | ¢;, &, ) }. Nous savons & I'avance qu’elle n’est pas diagonale,
puisque S? ne commute pas avec S,_et S,..

a. CALCUL DE LA MATRICE REPRESENTATIVE DE §°

Nous allons appliquer S* 4 chacun des vecteurs de base. Pour cela, nous
utiliserons les formules (B-5) et (B-6) :

Vo 82 3814288 + 88 48, 8., (B-16)

Les quatre vecteurs |e,, &, » sont vecteurs propres de S3, 83, §,, et S,, [for-
mules (B-2)], et I'action des opérateurs §,, et S,, se déduit des formules (B-7)
du chapitre IX. On trouve donc :

S| +, +>=(§ﬁ1 +%ﬁ1)} +, + 5 +%ﬁ3| +, +)

S 4D (B-17-a)
14> = (30 +38) 4> 2w 4 o -, 4

=W+ ->+]| -, +)] (B-17-b)
511~=+>=(H2+iﬁ“)l >—~ﬁ=f_+>+ﬁ1|+_>
=R -, +> +| + -] (B-17-c)
3
SII—,—>_~( ﬁ1+4ﬁ)|-,->+§ﬁ | =, =
= 2% =, = (B-17-d)
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CHAPITRE X COMPOSITION DES MOMENTS CINETIQUES

Alk,j,m} =ﬂt,;iks.f:m> {C‘d]

Les relations (C-1), (C-2) et (C-4) déterminent dans ce cas la base standard { | k,j, m} };
chacun des &(k, j) est sous-espace propre de A, I'indice k servant 4 distinguer entre elles
les diverses valeurs propres a, ; associées a chaque valeur de j.

2. Position du probléme

a. ESPACE DES ETATS

Considérons un systéme physique formeé par la réunion de deux sous-systemes
(par exemple un systéme de deux particules). Nous affecterons d'indices 1 et 2 res-
pectivement les grandeurs relatives aux deux sous-systémes.

Nous supposons connue, dans l'espace des états &, du sous-systéme (1),
une base standard {|k,,j,, m, >} constituée de vecteurs propres communs
a J? et J,., ou J, est I'opérateur moment cinétique du sous-systéme (1) :

I |k jomy > = ji(Gy, + 1% | kyji,mg D (C-5-a)
Iy, ki:-fu my ) = mlﬁ l KisJyamy (C-5-b)
Jis | kpjpomy ) = ﬁV/jiUl + 1) — my(m, + 1) | ky,ji.my £ 1 (C-5-¢)

De méme, l'espace des eétats &, du sous-systeme (2) est rapporté¢ a une base
standard { | k,, j,, my> }:

Ji ki, jaemy > = jolj, + ”ﬁz | Ky jaomy (C-6-a)
Jy. | kg jamy > = myh | ka, j2, my ) - (C-6-b)
Jag [ kyfzamy ) = ﬁ\/_fz{h + 1) — my(m, + 1) “‘51:— Jpnmy £ 15 (C-6-)

L’espace des états du systeme global est le produit tensoriel de &, et &, :
§=6,046¢, {C'?]

Nous y connaissons une base, formée par produit tensoriel des bases choisies
dans &, et &€,. Nous noterons | k,, k,; j,,J,;m,, my) les vecteurs de cette base :

ikukz;fuhimh m,, = |k1*j1*ml> @ |k2~fzrmz> (C-8)

Les espaces &, et &, peuvent étre considérés comme des sommes directes de
sous-espaces &,(k,, j,) et &,(k,, j,) possédant les propriétés rappelées au § C-1 :

6, = 251“‘1:.!;1] (C-9-a)

&
ﬁz = E‘f 1{k1= f:] [C-?-b}

Par conséquent, & est somme directe des sous-espaces &(k,, k,; j;,j,) obtenus
par produit tensoriel d'un espace &,(k,,j,) et d'un espace &,(k,. j,) :

J -_— gﬁ{kl, kz;j],jz} [C*ID}
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CHAPITRE X COMPOSITION DES MOMENTS CINETIQUES

la somme (C-39) se calcule aisément :

Ji+a 2ja
Y @27 +10)=Y [2(j, —j, +1) +1]

J=j1—jz i=0

= [0, — Ja) + 1)@, +1) +2 28 1]

= (2, +1)Z; +1) (C-41)

4. Vecteurs propres communs a J? et J,

Nous noterons | J, M > les vecteurs propres communs a J* et J, appartenant
a l'espace &(j,, j,); en toute rigueur, il conviendrait de rappeler dans cette
notation les valeurs de j, et j,, mais nous les sous-entendrons, puisqu’elles sont
les mémes que dans les vecteurs (C-21-b) dont les | J, M > seront combinaisons
lindaires. Bien entendu, les indices J et M se référent aux valeurs propres de J?
et :

| LMy =JJ+ 1)h*|J, M (C-42-a)
J, |J, MY = Mh|J, M) (C-42-b)

et les vecteurs |J, M), comme tous ceux de l'espace &(j,, j,), sont vecteurs
propres de J? et J3 avec les valeurs propres j,(j, + 1)h* et j,(j, + 1)h* respec-
tivement.

a. CAS PARTICULIER DE DEUX SPINS 1/2

Nous allons tout d’abord montrer comment ['utilisation de résultats géné-
raux concernant les moments cinetiques permet de retrouver simplement, sans
diagonaliser la matrice représentative de S*, I'expression des vecteurs | S, M)
¢tablie au § B-3. C'est en généralisant cette méthode que nous construirons ensuite
(§ 4-b) les vecteurs | J, M ) dans le cas ol j, et j, sont quelconques.

a.  Lesous-espace &£(S = 1)

Le ket | +, + ) est, dans I'espace des états & = &(1/2, 1/2), I'unique vecteur
propre de S, associ¢ & M = 1. Comme S° et S, commutent et que la valeur M = 1
n'est pas degénérée, 1 +, 4+ est forcément aussi vecteur propre de S* (§ D-3-a
du chapitre II). D’apres le raisonnement du § C-3-a, la valeur correspondante
de S ne peut étre que l. Nous pouvons donc choisir la phase du vecteur
| S =1, M = 1) de fagon que :

(L1 = |+, +> (C-43)

[l est ensuite facile de trouver les autres etats du triplet. Nous savons en
effet, d’aprés la théorie générale du moment cinétique, que :

L1y =hvV11 +1) =11 = 1)] 1,0
= 1v/2(1,0) (C-44)

S-
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CHAPITRE X COMPOSITION DES MOMENTS CINETIQUES

|jl +f2 =5 lnji +j1 e 1> =5Eif1~.-.flz;j1-.-_.r'lz — ]>
+ Bl i dasdy = L) (C-61)
davVec .

ef* + [B]? =1 (C-62)

pour assurer sa normalisation. Il doit de plus étre orthogonal a | j, + jy. jy +js — 1)
qui appartient a £(j, + j,), et dont I'expression est donnée en (C-58); les coeffi-
cients « et f doivent donc vérifier :

x |22 +ﬁffl =0 (C-63)
Vi T Vi Tz

Les égalités (C-62) et (C-63) déterminent x et f 4 un facteur de phase prés; nous
choisirons « et fi réels, et par exemple « positif; avec ces conventions :

| J

Iy "‘h

|JI!JE!J’UJ‘3 —::] }

s

— \/Jt + 75 |J1:-J'2 ji — Lj, > (C-64)

[1'1 ¥ e LJ"] +J5— 1) =

Ce wvecteur est le premier d'une nouvelle famille, caractérisée par
J=j,+j,— 1. Comme au §o, on en deéduit les autres en apphquant J_
autant de fois qu’il est nécessaire. On obtient ainsi [2(j, + j, — 1) + 1] vec-
teurs | J, M ) correspondant a

J=f+jha—leaM=j+LHh—-1Li+hHh=-2y=U+Jp—1)

et engendrant le sous-espace £(J = j, + j, — 1).
Considérons ensuite l'espace 5°(j, + j.. j, + j»— 1), supplémentaire de
la somme directe (j, + j,) @ &(j; + j, — 1) dans &(j,, j,)* :

Ll +jnhh+h-1)=€+/i-2)8..8 ‘fﬂjl = f:]] (C-65)

Dans % (j, + j;,J; + J; — 1), la dégénérescence de chaque valeur de M est encore
diminuée d’une unité par rapport a ce qu'elle était dans %(j, + j,). En parti-
culier, la valeur maximale est maintenant M = j, + j, — 2, et elle n'est pas
dégénérée ; le vecteur correspondant de #(j, + j,,J, +J, — 1) est donc forcément
|J=j, +Jj, —2,M =j, +j, — 2. Pour le calculer dans la base { |,,/,;m;,m; ) },
il suffit de remarquer que c’est une combinaison linéaire des trois vecteurs
\Jvsdzsdisds = 200 lJwdasii = Ljs = 10, |judasdy — 2,J2 5 les coefficients
de cette combinaison sont fixés a un facteur de phase prés par la triple condition
qu’elle soit normée et orthogonale a |j, + j,,j, +j, —2>et|j, +j, — 1,j, +j, — 2)
(qui sont déja connus). Ensuite, I'utilisation de J_ fournit les autres vecteurs de
cette troisiéme famille, définissant £(j;, + j, — 2).

* Bien entendu, (i, + jy. 4y + j» — 1) n’existe que sij, + j, — 2 n'est pas inférieur a |f, — f,|.
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Fy : EVOLUTION
DE DEUX MOMENTS CINETIQUES J ET J,
COUPLES PAR UNE INTERACTION aJ, .J,

Fx : peut étre considéré comme un exercice
corrigé ol I'on aborde un probléme i la base du
modéle vectoriel de I'atome : I'évolution tem-
porelle de deux moments cinétiques J, et J,
couplés par une interaction W = al,.J,. Ce
point de vue dynamique compléte en quelque
sorte les résultats du chapitre X concernant les
etats propres de W. Assez facile.

Gy : EXERCICES

Gy @ les exercices 7 4 10 sont plus difficiles que
les autres : les exercices 7, 8, 9 sont des prolon-
gements des compléments D, et Fy, dont ils
généralisent certains résultats (notion de com-
posante standard, d’opérateur tensoriel irréduc-
tible, théoréme de Wigner-Eckart); 'exercice 10
aborde le probléme des différentes fagons de
coupler trois moments cinétiques.
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. COMPLEMENT A,

Comme les fonctions radiales sont indépendantes des nombres quantiques
m, et m,, les combinaisons linéaires donnant les fonctions d'onde associées
aux kets [J, M) portent seulement sur la dépendance angulaire. Par
exemple, la formule (19) s’écrit en représentation { [ r,, 1, > } :

1 =
( l-!I.: rl | I}'l 0 > ™ Rkl,}l{rl} thl{ri}ﬁ [Y}{Hlﬂ ml) Yl L{HE'I ‘Fz)

— Y(6,, @,) Y{(0, @,) + Y{'(6,, @) Y10, ¢,)] (21)

2. Composition d'un moment cinétique orbital / entier
etd’'unspini/2

Supposons maintenant que 1’on ait & composer un moment cinétique orbital
(f; = [ entier) et un spin 1/2 (j, = 1/2). Ce probléme se rencontre par exemple
chaque fois que 'on veut étudier le moment cinétique total d’une particule de
spin 1/2 telle que I’électron.

L'espace &(I, 1/2) que nous considérons ici est de dimension 2(2/ + 1).
Nous y connaissons la base* :

{1.!',1f2;m,£}} avec m=I0Ll—-1,..,—1l et e= + (22)

formée d’états propres des observables L*, 8%, L_et S,, ou L et S sont le moment
cinétique orbital et le spin étudiés. Nous voulons construire les vecteurs propres
| J, M) de J* et J,, J étant le moment cinétique total du systéme :

J=L+S (23)

Remarquons tout d’abord que, si / est nul, la solution du probléme est
évidente : on vérifie facilement dans ce cas que les vecteurs |0, 1/2; 0, ¢ ) sont
directement vecteurs propres de J* et J, avec des valeurs propres telles que
J=1/2 et M = ¢g/2. Par contre, si / n’est pas nul, il y aura deux valeurs possibles
pour J :

Fmifbs o ifie (24)

b | =

a. LE SOUS-ESPACE & (J =/ + 1/2)

Les (2/ + 2) vecteurs |J, M ) engendrant le sous-espace &(J =1 + 1/2)
peuvent étre obtenus par la méthode générale du chapitre X. On a tout d’abord :

1
Lash +) (25)

1 |
|l +E,I+§}_

* Si I'on voulait se conformer strictement aux notations du chapitre X, il faudrait faire
figurer + 1/2, et non ¢, dans les kets de base ; mais nous avons convenu, aux chapitres IV et IX, de désigner
par | + ) et | — ) les vecteurs propres de S, dans 'espace des états de spin.
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. COMPLEMENT A,

1 ] ||I_ 1 1 1

L B Blidi —penbinl «3

22 \f?x 2 VERR

1 1 1 1 At ek
IEa—§>=:/_§““§*ﬂ‘_>_\/3“*5**1*“ e

Références et conseils de lecture:

Composition d'un moment cinétique [ et d’'un moment cinétique S = 1: voir
« harmoniques sphériques vectorielles » dans les références du chapitre X,
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. COMPLEMENT B,

c. RELATIONS DE RECURRENCE

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser le fait que les kets | j,, j,: m,, m; >
forment une base standard, ce qui entraine :

Jis 'jhjl;mll m, » = ﬁN/flUl + 1) — my(m,; £ 1) “1*}1;"”1 + 1,my )

Jas ffl-jz'-mn m, ) = T’\/J':e[fz + 1) — my(m, + 11'“1:.!'1;"'1”’"1 +1)
(10)

De méme, les kets | J, M ) satisfont par construction a :

J | MY =haVJJ +1) = MM + 1)|J, M £ 1) (11)

Appliquons donc l'opérateur J_ a I'égalité (1); comme J_=J,_+ J,_,
on obtient (si M > — J):

VIU +1) - MM - 1)|J, M — 1) =
Ji Jz
Z Z (ppdasmy,my | J, M D

mi=—j; m3=—Jz

x [\/11'[1"1 + 1) — m;l.{mJl - 1”11:.-51;’“1 - 1,m )
+Viyljz 1) = mylmy — 1) |jy, jpsmy,my — 1] (12)

Multiplions cette égalité par le bra ¢ j,, j,; m;, m, |; il vient alors :

VIU +1) = MM = 1)y daimpmy | J,M = 1)
s \/jl[jl +:1) — ml[mi o 1] {Jpsjaimyg + l,mE]J,M)
+Vjalis + 1) = mylmy + 1) Cjpojasmymy, + 1|1, M) (13)

Si la valeur de M est égalea — J,ona J_|J, — J)> =0, et I'égalité (13) reste
valable si I'on utilise la convention, donnée au § 1-b précédent, suivant laquelle
{ Jradzimy,my | J, M) est nulsi |M| > J.

De fagon analogue, I'application de l'opérateur J, = J,, + J,, a4 I'éga-
lité (1) conduit a :

VIT +1) = MM +1)yjasmemy |, M +1)
= iy +1) = mymy — 1) CGydasmy — Lmy | I, M)
+’~/J"1U1 +1) - my(m, — 1)<J'1:J'z;m1: m, — 1 IJ! M {14]

(le premier membre de cette relation étant nul si M = J); (13) et (14) sont des
relations de récurrence entre les coefficients de Clebsch-Gordan.
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. COMPLEMENT B,

Tous les coefficients { j,jim, — m|0,0 ) sont donc égaux en module; leur signe change
chaque fois que m varie de un et, comme ¢ j,j:j, — j|0,0) est positif, il est donné par
(= 1Y~™. Compte tenu de la relation d'orthogonalité (7-b) qui indique que :

S Cijim—m[0,0)2 =1 (28)
m= =

il vient :

{" 1};-.. [29}

-

2j +1

{.jtj;mr —M|ﬂ,ﬂ:} =

Référances et conseils de lecture:

Messiah (1.17), app. C; Rose (2.19), chap. III et App. I, Edmonds (2.21), chap. 3 ;

Sobel'man (11.12), chap. 4, § 13.
Tables de coefficients de Clebsch Gordan : Condon et Shortley (11.13), chap. III,

§14 : Bacry (10.31), App. C.
Tables de coefficients 3j et 6j : Edmonds (2.21), Table 2 ; Rotenberg et al. (10.48),
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. COMPLEMENT C,

En reportant ces résultats dans (4-a) et (9), on trouve :

+ +
Fr=%(0 =0,9) = {(1,,1,;0,0|1,0) vl ﬂ*ﬂ? ) (17)
D’autre part, d’aprés (15) et (16) :
+
Fr-90 = 0.0) = 40 |75 (18)
On a donc :
)
o 2L+ 120 +1) .
i) = \/ ol v Chi00]40) (19)

3. Décomposition d'un produit d’harmoniques sphériques ;
intégrale d'un produit de trois harmoniques sphériques

Compte tenu de (9), (15) et (19), les égalités (4-a) et (4-b) entrainent que :

v |21+ D21 +1) ‘ 2
YMQ) = [ J e +11} Cly, 1,:0,0]1,0 >]
o ZZ{II, o ¥ Mg m1|.!' m ) YP(Q)YT2(2) (20)

My M3

et :

Iy +1
— 3 @+ 0L +1) o o
@@ = 3 mm—-:\/ i P (e hi0.0]10)

x (ly Lsmymy | Lm) YRQ) (21)

Cette derniére égalité (ou la sommation sur m est en réalité inutile, puisque les
seuls termes non-nuls vérifient nécessairement m = m, + m,) est appelée relation
de composition des harmoniques sphériques®. D’aprés la formule (26) du comple-
ment B,, le coefficient de Clebsch-Gordan ¢/,,/,;0,0|/,0> qui y figure n’est
différent de zéro que si [, + [, — [ est pair; le produit ¥7'(2)Y72(2) ne se décom-
pose donc que sur les harmoniques sphériques d’ordres :

=L+, L+L,-2 ,L+1L,—-4 .|, =1 (22)

Dans (21), la parité (— 1)’ de tous les termes du développement du second membre
est alors bien égale a celle, (— 1)"**'2, du produit qui constitue le premier membre.

* Dans le cas particulier o [, = 1, m, = 0[Y](f, @) oc cos 6], elle permet de retrouver la
formule (35) du complément A,
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COMPLEMENT D,

Par contre, des opérateurs du type L2, L . S, etc. ne sont pas vectoriels, mais
scalaires [¢f. remarque (i) du § 5-¢c du complément B,;]. On pourrait cependant
construire d’autres opérateurs vectoriels a partir de ceux que nous avons déja
cités : R x §, (L. S) P, etc...

(iv) Considérons un systéme global (1) + (2), formé par la réunion de deux
systémes (1), d’espace des états &,, et (2), d'espace des états &,. Si V(1) est un
opérateur n'agissant en fait que dans &, et si cet opérateur est vectoriel [c’est-a-dire
vérifie les relations de commutation (4) avec le moment cinétique J, du premier
systéme], alors le prolongement de V(1) dans &, ® &, est également vectoriel.
Par exemple, pour un systéme de deux electrons, les opérateurs L,, R,, S,, etc...
sont vectoriels.

2. Théoréme de Wigner-Eckart
pour les opérateurs vectoriels

a. ELEMENTS DE MATRICE NON-NULS DE V DANS UNE BASE STANDARD

Introduisons les opérateurs V., V_, J, et J_ définis par :

Vo= ¥y ik

Jy =J, + i), (6)
En utilisant les relations (4), on montre facilement que :

[V, V] = F ¥, (7-a)

[y, Va] = — ik¥, (7-b)

[V, Vil = £ &V, (7-c)
d’ol I'on peut déduire sans difficultés les relations de commutation de J, et V, :

I, V.]=0 (8-a)

7, V.] = 2, (8-b)

I, V,] = = 2W, (8-c)

J V. ]=0 (8-d)

Considérons alors les éléments de matrice de V dans une base standard;
nous allons voir que le fait que V soit vectoriel entraine la nullité d’un grand nombre
d’entre eux. Tout d’abord, montrons que les éléments de matrice { k, j, m | V Ik j,m )
sont nécessairement nuls chaque fois que m est différent de m’. Pour cela, il suffit
de remarquer que V, et J, commutent [ce qui découle, aprés permutation circulaire
des indices x, y et z, de la relation (4-a)]; donc, les éléments de matrice de ¥,
entre deux vecteurs [k, J, m »correspondant a des valeurs propres différentes mh
de J. sont nuls (¢f. chap. II, § D-3-a-B).

Pour les éléments de matrice {k,j,m |V, |k',j,m) de V,, montrons
qu'ils ne sont différents de zéro que si m — m' = + 1. La relation (7-c) indique
en effet que :

Ve = ViJ, £ AV, )
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COMPLEMENT Dy

——n T

relation qui peut facilement étre verifiece en montrant que 'action des commuta-
teurs [J,, P(k, j)] et [/, P(k, j)] sur tout ket de la base { | k, j, m) } donne zéro.
En tenant compte de (26), on obtient alors :

Pk,j)d .V Plk,j) = 3. [Plk,j) V P(k, j)]
= a(k, j) J*P(k, j) (28)
= alk, j) jU + 1)i* P(k, j)

La restriction a l'espace &(k, j) de I'opérateur J . V est donc égale a I'opérateur
identité* multiplié par a(k, j) j(j + 1)A*. Donc, si |y, ;) désigne un état normé
quelconque appartenant au sous-espace &(k,j), la valeur moyenne ( J.V),
de J .V est indépendante du ket |y, ;> choisi, puisque :

CJ. V}E,J ={ ¥y; | J.V i W7 = alk, j) (7 + l:ml (29)

Si I'on reporte cette égalité dans (26), on voit que, a ['intérieur du sous-espace
&k, j)*™*

EX N By BTV ey
V = dJ = 2—n-=-=al] 30
(I 5 jj + 1n? 0)

Ce résultat est souvent appelé « théoréme de projection » : quel que soit le
systéme physique étudié, et tant que I'on ne s’intéresse qu'a des états appartenant
a un méme sous-espace &(k, j), on peut considérer que tous les opérateurs vectoriels
sont proportionnels a J.

On peut donner de cette propriété ['interprétation physique classique
suivante : si j désigne le moment cinétique total d’un systéme physique isolé
quelconque, toutes les grandeurs physiques attachées au systéme tournent autour

FIGURE 1

Interprétation classique du théoréme de projection : le vecteur v
tournant trés rapidement awtour du moment cinétique total j, seule
sa composante statique v, doit &tre prise en compte .

* Comme J .V est scalaire, le fait que sa restriction soit proportionnelle 4 'opérateur identité
était prévisible.

** Nous dirons qu'une égalité opératorielle n'est valable qu'd l'intérieur d’un sous-espace
donné quand, en fait, elle n'est valable que pour les restrictions des opérateurs considérés a ce sous-
espace. En toute rigueur, il faudrait donc placer chacun des deux membres de I'égalité (30) entre deux
projecteurs Pk, j).
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o e — e e e e — e — e ——

ou g,, facteur de Landé du multiplet considere, vaut .

S(S +1) = L(L + 1)
20 + 1)

3
g =5 + (43)
La relation (42) implique que les états propres de H, a l'intérieur du sous-
espace propre €(E,, L, S, J) sont simplement les vecteurs de base | E,, L, S, J, M ),
avec les valeurs propres :

EI{M} = QJMHWL [44}

On voit que I'effet du champ magnétique est de lever complétement la dégénéres-
cence du multiplet. Comme le montre le diagramme de la figure 2, il apparait un
ensemble de (2J + 1) niveaux équidistants correspondant chacun a I'une des
valeurs possibles de M. La connaissance d'un tel diagramme permet de généraliser
I'étude de la polarisation et de la frequence des raies optiques eémises par un
atome, que nous avons effectuée plus haut pour un atome fictif 4 un seul électron
sans spin (effet Zeeman « normal »; ¢f. complément D,,,), au cas ot il y a plusieurs
electrons et ou il faut tenir compte de leur spin.

M E
5 &
2
3
2
1
2
+E
5 1 0
3
2
5
2

FIGURE 2

Diagramme énergétique monirant la levee de dégénérescence (2/ + 1) d'un multiplet (ici J = 5/2)
sous I'effet d’'un champ magnétique statique B; la distance emtre deux niveaux consécutifs est
proportionnelle 4 |B| et au facteur de Landé g, .

Référances at conseils de lecture :

Opérateurs tensoriels : Schiff (1.18), § 28 ; Messiah (1.17), chap. XIIL § VI ; Edmonds
(2.21), chap. 5 : Rose (2.19), chap. 5 ; Meijer et Bauer (2.18), chap. 6.
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. COMPLEMENT E,

Le premier terme du développement (14) donne donc |'énergie de couplage
du systéme avec le potentiel U(r) dans I'approximation ou toutes les particules
sont supposées situées a l'origine O; il est clair qu'on obtient ainsi une bonne
approximation si U(r) varie peu en valeur relative sur une distance comparable
a celles qui séparent les diverses particules de O (si le systéme & est centré en O,
cette distance est de I'ordre des dimensions de ). Il existe d’ailleurs un cas parti-
culier ou le développement (14) est rigoureusement limité a son premier terme,
celui ou le potentiel U(r) est uniforme : Ulr), qui ne dépend alors pas de r, est
proportionnel a I’harmonique sphérique / = 0.

B.  Opérateurs Q7 ; moment dipolaire électrique

D’aprés (15) et I'expression des harmoniques sphériques YT [¢f. complé-
ment A,,, équations (32)], on a :

-

ﬂi:—' \/’_Z‘?n (x, + ip,)
< ﬂ1=§~‘?n n
1
ﬂl—l=_-_ m H_EH 19
\/E?? (X, = V) (19)

Ces trois quantités peuvent étre considérées comme les composantes d’un vecteur
sur la base complexe de trois vecteurs e,, e, et e_,

D= —97%, + 2%¢, — 2 e_, (20)

dVEC

'Ej=‘-

-—l—-{e,, +ie): e, =e,; e, = L{411.5: — ie,) (21)

V2 V2

(ou e,, e, e, sont les vecteurs unitaires des axes Ox, Oy et Oz); les composantes

y* V2

de ce vﬁcteur P sur les axes Oxyz sont alors :

—\/‘:[ﬂ;‘—ﬂ]—zqn

[27' +2]] =3 4, ),

2 =2 =)y (22)

Nous reconnaissons les trois composantes du moment dipolaire électrique total
du systéme .%° par rapport a 'origine O :

9- 3 qr, 3
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COMPLEMENT E,

e ———

on obtient finalement :

N
435&1; Zl"‘».n'lﬂ +1 = AP p AR o)

ou 27(r,, r, ..., ry) est défini par la relation (15).

L'égalité (34) montre que la donnée des 27" deéfinit parfaitement le potentiel
créé par 'ensemble des particules dans les régions de l'espace extérieures au
systeme . Ce potentiel W(p) apparait alors comme la somme d’'une infinité de
termes :

(i) Le terme / = 0 donne la contribution de la charge totale du systéme.
Ce terme est isntmpe (il ne dépend pas de @ et @) et s’écrit :

Wolp) Z (35)

4:=raﬂ

C’est le potentiel en I/p que créeraient les charges si elles étaient toutes situées
en O; il est nul si le systéeme est globalement neutre.

(if) Le terme / = 1 donne la contribution du moment dipolaire électrique 9
du systéme. En effectuant des transformations analogues a celles du § b-p précédent,
on peut montrer que cette contribution s’écnt :

(36)

Ce potentiel décroit en 1/p* lorsque p croit.

(iii) Les termes [ = 2, 3. ... donnent de la méme fagon la contribution au
potentiel W(p) des moments multipolaires successifs du systéme étudié. Lorsque p
augmente, chacune de ces contributions décroit comme 1/p'*!, et sa dépendance
angulaire est deécrite par une harmonique sphérique d'ordre /. De plus, on voit
sur (34) et la définition (15) que le potentiel di au moment multipolaire 2, est, au
maximum, de 'ordre de grandeur de W,(p) x (d/p)', ou d est la distance maximale
des diverses particules du systéme & a l'origine. Donc, si 'on s’intéresse au
potentiel en un point p tel que p » d (potentiel en un point éloigné), les termes
W(p) décroissent trés vite lorsque / augmente, et on ne fait pas une grande erreur
en ne gardant dans (34) que les valeurs de / les plus basses.

REMARQUE :
Si on voulait calculer le champ magnétique créé par un ensemble de
charges en mouvement, on pourrait introduire de fagon analogue les moments
multipolaires magnétiques du systéme : moment dipolaire magnétique®,
quadrupolaire magnétique, etc... Les parités des moments magnétiques sont
opposées 4 celles des moments électriques correspondants : le moment dipo-
laire magnétique est pair, le moment quadrupolaire magnétique impair,
et ainsi de suite. Cette propriété provient de ce que le champ électrique est
un vecteur polaire alors que le champ magnétique est un vecteur axial.

* Il n'existe pas de moment multipolaire magnétique d'ordre [ = 0 (monopdle magnétique).
Ce résultat est lié au fait que le champ magnétique, dont la divergence est nulle d’aprés les equations de
Maxwell, a un flux conservatif.
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. COMPLEMENT E,

Nous obtenons ainsi les régles importantes suivantes :

— les valeurs moyennes, dans un état |y, . .. >, de tous les opérateurs QF
sont nulles sim # 0 :

QMY =0 si m#0 (48)

— les valeurs moyennes dans un état | x,
supérieur a 21, sont nulles :

Q" =0 si [ >2], (49)

Si maintenant nous supposons que I'état | ), au lieu d’étre un état ]  FE T
est une superposition quelconque de tels états correspondant tous a la méme
valeur de /,, il n’est pas difficile de montrer que la régle (49) reste valable [mais
pas la régle (48); en effet, dans la valeur moyenne{ Q7 ), interviennent alors en
général des éléments de matrice ou m; # m,|. L'égalité (49) est donc trés générale
et peut étre appliquée chaque fois que le systéme est dans un état propre de L2

D’autre part, les égalités (44) entrainent que la valeur moyenne d’'un opéra-
teur multipolaire d’ordre / ne peut étre différente de zéro que si :

— pour un opérateur multipolaire électrique :

> de tous les opérateurs d'ordre |

rlllml

| = nombre pair (50-a)

— pour un opérateur multipolaire magneétique :
! = nombre impair (50-b)

Les regles précédentes permettent d’obtenir commodément et sans calculs
un certain nombre de résultats physiques simples. Par exemple, dans un état [ = 0
(comme I'état fondamental de I'atome d’hydrogéne), les moments dipolaires
(électrique ou magnétique), quadrupolaires (électrique ou magnétique), etc... sont
toujours nuls. Pour un état / = 1, seuls des opérateurs multipolaires d’ordre
0, 1, 2 peuvent étre non-nuls; les régles de parité (50) indiquent que ce sont la
charge totale et le quadrupdle électrique du systéme, ainsi que son dipdle magnétique.

REMARQUE :

Les previsions physiques que nous avons obtenues peuvent étre
géneralisées a des systémes plus complexes (comme les atomes a plusieurs
électrons). Si le moment cinétique d’un tel systéme est j (entier ou demi-entier),
on peut montrer qu’il suffit de remplacer dans (49) I, par j.

Appliquons par exemple les régles (49) et (50) a I'étude des propriétés
électromagnétiques d'un noyau atomique. On sait qu'un tel noyau est un
systeme lié constitué¢ de protons et de neutrons, interagissant par les forces
nucléaires. Si dans I'état fondamental*, la valeur propre du carré du moment
cinétique est I(I + 1)h*, le nombre quantique [ est appelé spin du noyau.

* En physique atomique, on ne s’intéresse généralement qu'au niveau fondamental du noyau.
En effet, les énergies mises en jeu, si elles sont suffisantes pour exciter I'atmosphére électronique de
I'atome, sont beaucoup trop faibles pour exciter son novau,
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o

b. MOUVEMENT DE!L ETJ;

En ajoutant (7-a) et (7-b), on obtient :

.‘%{j, +¢,) =0 (8)

ce qui montre bien que le moment cinétique total § + #, est une constante du
mouvement. D’autre part, on déduit aisément de (7-a) et (7-b) que :

. (2)- ()

et:

5 - (‘g}jz) T (%fl) -F2 = % (#1.92)=0 (10)

L’angle ¢ entre ¢, et #,, de méme que les modules de §, et #,, restent donc constants
au cours du temps. Enfin :

%.ﬁ =ag, x g =a - g.) % F1 = F < g (11)

Comme § = ¢, + ¢, est constant, I’équation précédente montre que §, précesse
autour de # avec une vitesse angulaire égale a a|f] (fig. 2).

o -

J

e

FIGURE 2

Sous I'effet du couplage % = a¥, . #,, les moments cinétiques ¥,
5 ef ¥, précessent autour de leur résultante ¥, qui est une constanie
: du mouvement.

= m

Sous I'effet du couplage, Joetg, précessent donc autour de leur résultante
avec une vitesse angulaire proportionnelle 4 [# et 4 la constante de couplage a.

2. Equations d’évolution
des valeurs moyennes quantiques (J, Yet{J, )

d d
: CALCUL DE — —
a da‘{Jl}ETdr{Jz}

Rappelons tout d’abord que, si 4 est une observable d’un systéme quantique
d’hamiltonien H, on a (¢f. chap. III, § D-1-d) :

d 1
3 <A>0 == <[4, H] (0 (12)
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. COMPLEMENT F,

REMARQUE :

—

On peut vérifier aisément que les restrictions au sous-espace § = | des matrices
5,, et §,, sont respectivement proportionnelles (avec le méme coefficient de propor-
tionnalité) aux matrices représentant S, et 5§, dans le méme sous-espace. Ce résultat
était prévisible 4 partir du théoréme de Wigner-Eckart relatif aux opérateurs vectoriels
(¢f. complément Dy).

Soit :

[$(0)) =af0,0) + B, [L,=1) + B |LO) +p |11 (28)

I'état du systéme & ]’_instam t = 0. On en déduit I'expression de |y(t))> (au
facteur multiplicatif e**“"* pres) :

W()> =a|0,0>+ [B_, |1, —1> 4+ Bo|1,0) + B, |1, 1>]e™™™ (29)
Il est facile alors d'obtenir a partir de (26) et (27) :
Sy ) = ()| Spz | W(0))
=SB = [B-of* +e™ afy +e7 atg,) (30

C S 2= W) | Sy [¥le))
h

" LBtBy +B3B_y — &% Bla + e~ ® g% ] (31)

{8y, o(t) et Sy, >(¢) s'expriment & partir de { §,, >(¢) :
{84 2(1) = Re { S, >(1) (32)
{S” A1) =1Im 8, (1) (33)

Des calculs analogues permettent d’obtenir les trois composantes de { S, )(r).

c. DISCUSSION PHYSIQUE.
POLARISATION DES TRANSITIONS DIPOLAIRES MAGNETIQUES

L’¢tude du mouvement de ¢ S, »(¢) n'est pas seulement intéressante pour
confronter le modéle vectoriel de I'atome aux prédictions de la mécamque quantique.
Elle permet également de préciser la polarisation des ondes électromagnétiques
emises par suite du mouvement de { S, (7).

La frequence de Bohr Q/2n apparait dans I'évolution de { S, »(7) par suite
de I'existence d’éléments de matrice non-nuls de S,. S, ou S, entre I’état | 0,0 )
et I'un des états | 1, M) (avec M = — 1, 0, 4+ 1). Dans la formule (28) ou (29)
nous commencerons par supposer que, « ¢tant non-nul, I'un seulement des trois
coefficients f_,, fi, ou B, est différent de zéro. L'étude, dans les trois cas correspon-
dants, du mouvement de { S, »(¢) nous permettra ainsi de préciser la polarisation
du rayonnement associ€ aux trois transitions dipolaires magnétiques :

[0,0) <> [1,0>, [0,0) <> 11,15 et [0,0) < |1, = 1)
On peut toujours prendre o réel; nous poserons :

Bu = |Bule®™ (M =—1,0,1) (34)
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4. Etude d’'un modéle simple de collision entre deux spins 1/2
a. DESCRIPTION DU MODELE

Considérons deux particules de spin 1/2, dont nous traiterons classiquement
les degrés de liberté externes et quantiquement les degrés de liberté de spin. Nous
supposerons que leurs trajectoires sont rectilignes (fig. 8), et que I'interaction entre
les deux spins S, et S, est de la forme W = a8, . S,, la constante de couplage a
¢tant une fonction rapidement décroissante de la distance r qui sépare les deux
particules.

Région d'interaction

_'_...—ll-—llllI--_|_l.|.|.|I

-

FIGURE 8

Collision entre deux particules (1) et (2)

g (2) de spin 1/2 dont les variables orbitales
peuvent étre traitées classiquement ; I’état
(1) de spin de chaque particule est schématisé

par une fléche double.

——eer e e S

Comme r varie au cours du temps, il en est de méme de 4. L’allure des
variations de a avec t est représentée sur la figure 9; le maximum correspond
a l'instant ou la distance entre les deux particules est minimale. Pour simplifier
les raisonnements, nous remplacerons la courbe de la figure 9 par celle de la
figure 10.

— e —— e =

FIGURE 9

Allure des variations de la cons-
tante de couplage a(t) au cours
de la collision.

> [

-

a(t)

FIGURE 10

Courbe simplifiée utilisée pour

schématiser les variations de la
>t constante de couplage a(r) durant
0 T la collision.
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. COMPLEMENT G

Complément Gy

EXERCICES

1.  On considére un atome de deutérium (constitué par un noyau de spin / = 1
et un électron). Le moment cinétique électronique est J =L + S, ou L est le
moment cinétique orbital de I'électron et S son spin; le moment cinétique total
de I'atome est F = J + I, ou I est le spin du noyau. Les valeurs propres de J* et F?
sont désignées respectivement par J(J + 1)h? et F(F + 1)k

ga. Quelles sont les valeurs possibles des nombres quantiques J et F pour
un atome de deutérium dans le niveau fondamental 1s?

b. Méme question pour un atome de deutérium dans le niveau excité 2p.

2. Le noyau de I'atome d’hydrogéne est un proton de spin I = 1/2.

a. Quelles sont, avec les notations de l'exercice précéedent, les valeurs
possibles des nombres quantiques J et F pour un atome d’hydrogéne dans le

niveau 2p?
b. Soient { | n, I, m) } les états stationnaires de ’hamiltonien H, de I'atome
d’hydrogéne étudié au § C du chapitre VII.

Soit { | n, 1,5, J, M, > } la base obtenue en composant L et S pour former J
(M;h est la valeur propre de J.), {|n /s, J, I, F, M. > } la base obtenue en
composant J et I pour former F (M_h est la valeur propre de F,).

L’opérateur moment magnétique de I'électron est :

M = ug(L + 2S)/h

Dans chacune des multiplicités &(n = 2, [ = 1,5 = 1/2, J, I = 12, F) issues du
niveau 2p et sous-tendues par les 2F + | vecteurs

ln=21= 1,3=%,J,I=%,F,MF}

correspondant 4 des valeurs fixées de J et F, on peut écrire d’aprés le théoréme de
projection (¢f. complément D,, §§ 2-c et 3) :
M = i “aF"r h

Calculer les différentes valeurs possibles des facteurs de Landé g, correspondant
au niveau 2p.

3. Soit un systéme constitué de deux particules de spin 1/2, dont on ignore les
variables orbitales. L’hamiltonien du systéme est :

H=w8,, + 0,5,

ou S,, et S,, sont les projections sur Oz des spins S, et S, des deux particules, w,
et w, des constantes réelles.
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. COMPLEMENT G,

e ——

[J,, T®] = hQ T (1)
[J,, T®] =i VK(K +1) - Q@ +1)Tg¥, (2)
[J_. TP =hVK(K +1) - 0@ — ) TE, (3)

a. Montrer qu'un opérateur scalaire est un opérateur tensoriel irréductible
d'ordre K = 0, et que les trois composantes standard d’un opérateur vectoriel
(¢f. exercice 7) sont les composantes d’un opérateur tensoriel irréductible d’ordre
K=1.

b. Soit { | k,J, M) } une base standard d’états propres communs a J* et
J.. En écrivant que les deux membres de (1) ont les mémes éléments de matrice
entre |k, J, M) et |k',J, M), montrer que { k,J, M | T |k',J',M') est
nul si M est différent de 0 + M".

¢. En procédant de méme avec les relations (2) et (3), montrer que les
(27 4+ 1)(2K + 1)(27° + 1) éléments de matrice { k, J, M | T{ | &', J', M’ )
correspondant a des valeurs fixées de k, J, K, k', J', vérifient des relations de
récurrence identiques a celles satisfaites par les (2J + 1)(2K + 1)(2J" + 1) coef-
ficients de Clebsch-Gordan { J', K; M’, Q | J, M ) (cf. complément By, § 1-c et 2)
correspondant a des valeurs fixées de J, K, J'.

d. En déduire que :
(M| TR I MY =alJ,K;M,Q|J,M)> (4)

ou « est une constante ne dépendant que de k, J, K, k', J', qu’'il est d’usage d’écrire
sous la forme :
1 Kl ' r
x = Ck || T & T3
2J +1

e. Montrer que, réciproquement, si (2K + 1) opérateurs T3* vérifient la
relation (4) quels que soient | k, J, M ) et | k', J', M’ ), ils satisfont aux relations (1),
(2) et (3), c'est-a-dire constituent les (2K + 1) composantes d'un opérateur ten-
soriel irréductible d’ordre K.

f. Montrer que, pour une particule sans spin, les opérateurs moments
multipolaires électriques Q7' introduits dans le complément Ey sont des opérateurs
tensoriels irréductibles d’ordre / dans l'espace des états &, de cette particule.
Montrer de plus que, lorsqu’on tient compte des degrés de liberté de spin, les
opérateurs (" demeurent des opérateurs tensoriels irréductibles dans ['espace
des états &, @ &,(&£, : espace des ¢tats de spin).

g. En déduire les régles de sélection satisfaites par les Q" dans une base
standard { |k, 1, J, M, > } obtenue en composant le moment cinétique orbital L
et le spin S de la particule pour former le moment cinétique total J =L + S
[1(I + 1)h*, J(J + 1)h*, M;h sont les valeurs propres de L?, J?, J, respectivement].
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CHAPITRE XI PERTURBATIONS STATIONNAIRES

il:}:Ez{m:IIWlw"}im:u} {B-lﬂ}

pan i EY — Ef:

Par conséquent, au premier ordre dans la perturbation W = ,ll—i", le vecteur
propre | ¥,(4) > de H qui correspond a I’état non-perturbé | ¢, > s’écrit :

Ilﬁv.,{l)>=[m,.>+EZWHW“"QI¢:§>+D(H} (B-11)

p#n i EE = Eg

La correction du premier ordre au vecteur d’état est une superposition linéaire
de tous les états non-perturbés autres que | ¢,> : on dit que la perturbation W
entraine une « contamination » de ’état | @, > par les autres états propres de H,.
La contribution d’un état | @, > donné est nulle si la perturbation W n’a pas
d’élément de matrice entre | @, et | ¢,)> ; de fagon générale, la contamination
par |¢@,)> est d’autant plus importante que le couplage induit par W entre
| @,> et |@,) (caractérisé par I'élément de matrice { ¢, | W|@,)) est plus fort
et que le niveau E; est plus proche du niveau E, étudié.

REMARQUE :

Nous avons fait 'hypothése que la perturbation W est petite devant
I’hamiltonien non-perturbé H,, c’est-d-dire que les éléments de matrice de W
sont petits devant ceux de H,. Il apparait ici que cette hypothése n’est pas
suffisante : la correction du premier ordre au vecteur d’état n'est faible que
si les éléments de matrice non-diagonaux de W sont petits devant les différences
d'énergies non-perturbées correspondantes.

2. Corrections du deuxiéme ordre

Les corrections du second ordre peuvent étre tirées, par la méme méthode
que ci-dessus, de I’équation de perturbation (A-11) complétée par la condition (A-16).

a. CORRECTION A L'ENERGIE

Pour calculer &,, projetons I'équation (A-11) sur le vecteur | ¢, en tenant
compte de (B-1) et (B-2) :

Con|(Hy = ED|2) + (o | (W=2)|1> —&,{ 0, |0,y =0 (B-12)

Pour la méme raison qu’au § B-1-a, le premier terme est nul; il en est de méme
de &, ¢, | 1 ) puisque, d’aprés (B-9), | 1 ) est orthogonal a | @, »; nous obtenons
donc :

g2 =< @ | W|D (B-13)

c’est-a-dire, en reportant 'expression (B-10) du vecteur 1 1> :

_ [CALATDTs
3 E; E? — E° (B19

r
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CHAPITRE Xi PERTURBATIONS STATIONNAIRES

—

Donc, pour calculer les valeurs propres (a l'ordre un) et les états propres
(a@ l'ordre zéro) de I'hamiltonien H qui correspondent @ un niveau non-perturbé E°
dégénéré, on diagonalise la matrice (W'™) qui représente la perturbation* W ad
l'intérieur du sous-espace propre &° associé d EY.

Etudions de plus prés I'effet au premier ordre de la perturbation W sur le
niveau dégénéré E°. Soient &i(j = 1, 2, ... /') les diverses racines distinctes de

I’équation caractéristique de (W'). Comme ( W'"’) est hermitique, ses valeurs propres
sont toutes réelles, et la somme de leurs degrés de dégénérescence est égale a
g, (on a [V < g ). Chacune d’elles introduit une correction différente a I'énergie.

Donc, sous l'influence de la perturbation W = AW, le niveau dégénéré se scinde
au premier ordre en f!'' sous-niveaux distincts, dont les énergies s’écrivent :

Ef)=E +id  j=12.f0<q, (C-6)

Si f1Y = g on dit que la perturbation W léve complétement la dégénérescence du
niveau E ; si f!') < g,, la dégénérescence n’est, au premier ordre, que partiellement
levée (ou méme pas du tout si £ = 1).

Choisissons maintenant une valeur propre &} de W™, Si cette valeur propre
est non-dégénérée, le vecteur propre | 0) correspondant est déterminé de maniére
unique (3 un facteur de phase prés) par la relation (C-5) [ou par le systéme équi-
valent (C-4)] : il existe alors une seule valeur propre E(4) de H(A) égale, au
premier ordre, 4 E;, + A&}, et cette valeur propre est non-dégénérée**. Au contraire,

si la valeur propre & de W™ choisie présente une dégénérescence d’ordre g,
la relation (C-5) ii?dique_ seulement que |0) appartient au sous-espace F |’
correspondant, de dimension g.

Cette propriété de & peut en réalité refléter plusieurs situations trés différentes. Pour les
distinguer, il faudrait pousser le calcul aux ordres supérieurs en 4, de fagon a savoir si la dégéné-
rescence est alors, ou non, levée. En effet :

(i) Une premiére situation possible est gu'une seule énergie exacte E(4) soit, au premier
ordre, égale & EL + A&l , et que E(4) soit g fois dégénérée (sur la figure 1, I'énergie E(4) qui tend
vers ES lorsque A—* 0 est deux fois dégénérée, quelle que soit la valeur de 1). A la valeur propre
E(4) correspond alors un sous-espace propre de dimension g, ce qui signifie que la dégénérescence
des valeurs propres ne sera jamais levée, quel que soit I'ordre en A auquel le calcul de perturbation
est pousse.

Dans ce cas, il est impossible de déterminer parfaitement le ket propre | 0 > 4 I'ordre zéro,
puisque la seule condition qui lui est imposée est d’appartenir au sous-espace limite, lorsque
A—> (), du sous-espace propre 4 g dimensions de H(A) associé a E(l). cette limite n'est autre
que le sous-espace propre #''' de (W™ associé a la valeur propre choisie.

Cette premiére situation se produit fréquemment lorsque H, et W possédent des propriétés
de symétrie communes, ce qui entraine pour H(i) I'existence d'une dégénérescence essentielle ;
une telle dégénérescence subsiste alors a tous les ordres dans un calcul de perturbation.

* (W™) est simplement égale & A{W™); c'est pourquoi ses valeurs propres sont directement
les corrections dg, .

** La démonstration de ce point est analogue & celle qui permet de montrer qu'un niveau non-
dégénéré de H, donne naissance 4 un niveau non-dégénéré de H(A) (¢f. fin du § A-2),
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. COMPLEMENT Ay,

Complément A,

OSCILLATEUR HARMONIQUE A UNE DIMENSION
SOUMIS A UN POTENTIEL PERTURBATEUR EN x. x2 x?

——

1. Perturbation par un potentiel linéaire

a. Solution exacte
b. Développemeni de perturbation

2. Perturbation par un potentiel quadratique

3. Perturbation par un potentiel en x?

a. Oscillateur anharmonigque
b. Développement de perturbation
c. Application : anharmonicité des vibrations d'une molécule diatomique

Afin d'illustrer sur un cas simple les considérations generales du chapitre XI,
nous allons étudier par la théorie des perturbations stationnaires I'effet d'un potentiel
perturbateur en x, x* ou x” sur les niveaux d’'énergie d'un oscillateur harmonique
a une dimension (aucun de ces niveaux n’est dégénere, cf. chap. V).

Les deux premiers cas (potentiel perturbateur en x et x*) sont solubles
exactement. On pourra par suite vérifier sur ces deux exemples que le dévelop-
pement de perturbation coincide avec le développement limité de la solution
exacte par rapport au parametre qui caractérise l'intensité de la perturbation. Le
dernier cas (potentiel perturbateur en x*) est trés important dans la pratique.
Considérons en effet un potentiel ¥(x), minimum en x = 0. En premi¢re approxi-
mation, on peut remplacer ¥(x) par le premier terme (en x*) de son développement
de Taylor, ce qui revient a considérer un oscillateur harmonique et donc un
probléme soluble exactement; le terme suivant du développement de F(x), pro-
portionnel 4 x?, constitue alors la premiére correction a4 apporter a cette
approximation. Le calcul de I'effet du terme en x* est par suite nécessaire toutes
les fois que I'on veut étudier 'anharmonicité des vibrations d’un systéme physique.
Il permet par exemple d'évaluer les écarts du spectre de vibration des molécules
diatomiques par rapport aux prévisions du modéle (purement harmonique) du
complément A,,.

1. Perturbation par un potentiel linéaire

Nous utilisons les notations du chapitre V. Soit :
Hy = — +=mw?X? (1)

’hamiltonien d’un oscillateur harmonique & une dimension de vecteurs propres
| @, » et de valeurs propres* :

* Pour préciser qu'il s’agit de 'hamiltonien non-perturbé nous ajoutons, comme dans le cha-
pitre XI, I'indice 0 a la valeur propre de H,,.
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. COMPLEMENT A,
2

E = E? +§(n +‘]?)hm -—-{n + 1)(n +2}—-— + n{ﬂ — I]—-— o

1 p 1 p
_ E© Caf | 2 k.
= B +(n +2)hm2 (n +2)ﬁm g A
IR 4 NPT (23)
2 2 8 7

qui coincide effectivement avec le développement (20).

3. Perturbation par un potentiel en x°

On ajoute maintenant a A, la perturbation :

W = chwX? (24)
ol ¢ est un nombre réel, sans dimension, trés inférieur a 1.

a. OSCILLATEUR ANHARMONIQUE

La figure 1 représente les variations avec x du potentiel tnta! mw’x* + W(x)

2
dans lequel se déplace la particule : en pointillés est tracé le potentiel parabolique

1 " a 5 B a P .
Em{uzf‘ relatif a D'oscillateur harmonique « non-perturbé». On a pris ¢ < 0,

de sorte que le potentiel total (courbe en trait plein de la figure) croit moins vite
pour x > 0 que pour x < 0.

e _— e o —

1
2 Emmzx‘ + W(x)

= X

FIGURE |

Variations avec x du potentiel associé 4 un oscillatenr anharmonique. On traite comme une pertur-
bation la différence entre le potentiel réel (traits pleins) et le potentiel harmonique (traits tiretés)
de I"’hamiltonien non perturbé (x, et x; sont les limites d"'un mouvement classigue d’énergie E).
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. COMPLEMENT A,

que l'on appelle souvent I'harmonique 2 (bien qu’elle ne soit pas rigoureusement
égale au double de v,).

REMARQUE :

Le résultat (31-c) signifie que la valeur moyenne de X n’'est pas nulle dans le
niveau fondamental. Ceci se comprend aisément d’aprés la figure 1. En effet, le
mouvement d’oscillation n'est plus symétrique autour de Q. Si o est négatif (cas de
la figure 1), 'oscillateur passe plus de temps dans la région x > 0 que dans la région
x < 0 et la valeur moyenne de X doit étre positive. On comprend ainsi le signe qui figure
dans (31-c).

Le calcul précédent ne fait ainsi apparaitre qu'une nouvelle raie dans le
spectre d’absorption. En réalité, on pourrait pousser le calcul de perturbation
4 un ordre supérieur en o, et tenir compte des termes suivants dans le dévelop-
pement (30) du moment dipolaire D(x), ainsi que des termes en x*, x*.. dans le
développement du potentiel au voisinage de x = 0; on trouverait alors que toutes
les fréquences:

_EH-ED
- h

v

(33)

avec n = 3,4, 5... sont présentes dans le spectre d'absorption de la molécule (avec
des intensités décroissant trés vite avec n). Ceci donnerait finalement pour ce
spectre I'allure représentée sur la figure 3. C’est ce que 'on observe effectivement.

<Y

- A

FIGURE 1

Allure du spectre de vibration d'une molécule diatomique hétéropolaire. Par suite de I'anharmonicité
du potentiel et des termes d’ordre supérieur dans le développement en puissances de x (distance entre
les deux atomes) du moment dipolaire D(x) de la molécule, il apparait, en plus de la fréquence fonda-
mentale v,, une série de fréquences « harmoniques » v,, v, ... v, ... Les raies correspondantes ne
sont d’ailleurs pas tout i fait équidistantes; leur intensité décroit trés vite avec n.
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. COMPLEMENT By,

Chacun des termes T, (ou T,) figurant dans (5) est, d’aprés (6), le produit
d’une fonction de 6 et ¢ proportionnelle & I'harmonique sphérique d'ordre
deux Y% par un opérateur agissant uniquement sur les degrés de liberté de spin
[les opérateurs d’espace et de spin figurant dans (6) sont des tenseurs d’ordre deux ;
W est souvent appelé pour cette raison « interaction tenseur »].

——r

o, REGLES DE SELECTION

r, 0 et ¢ sont les coordonnées sphériques de la particule relative associée au
systéme des deux particules (1) et (2). L'opérateur W n’agit que sur ces variables et sur
les degrés de liberté¢ de spin des deux particules. Soit { | ¢, > } une base stan-
dard dans I'espace des états &, de la particule relative, { | &,, &,> } la base des vecteurs
propres communs 4 S,, et S,, dans 'espace des états de spin (g, = +,&, = +).
L’'espace des états dans lequel agit W peut étre rapportée a la base
{ | @n1m > ® | &1, &, ) } dans laquelle il est trés facile, au moyen des expressions (5)

et (6), de trouver les régles de sélection auxquelles satisfont les éléments de matrice
de W.

o Degrés de liberté de spin

— T, ne change ni ¢,, ni &,.
— Ty fait « basculer » les deux spins en sens inverse :

[+, =) — | =, +) e |- +> — |+, -

— T, fait basculer un seul des deux spins vers le haut :

| =8> —= | +,8) ou |&g,—) — |&, +)

— De méme, T_, fait basculer un seul des deux spins vers le bas :
| +.8)> — | —, &> ou |g&,+) — |&, =)

— Enfin, T; et T_, font basculer respectivement les deux spins vers le haut
et vers le bas :

| = => — |+, +) et |+, 4> — | =, =

B.  Degrés de liberté orbitaux

Lorsqu'on calcule I'élément de matrice de &(r)T, entre I'état | ¢, ,, > et
I’état | @, ;. >, on voit apparaitre 'intégrale angulaire :

J‘Y?’*{H, @) Y3(0, @) Y7(0, @) dQ (7)

qui, d’apres les résultats du complément C,, n’est différente de zéro que pour :

''=L1-21+2 (8-a)
m =m+ ¢ (8-b)
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. COMPLEMENT By,

suivant que le spin est dans I'état | + » ou | — ), c’est-d-dire suivant qu'il pointe
vers le haut ou vers le bas. Il s’ensuit que le champ total « vu » par la particule (2),
qui est la somme de B, et b, peut prendre deux valeurs possibles®, ce qui explique
I'apparition de deux fréquences de résonance pour le spin (2). Le méme raison-
nement permettrait évidemment de comprendre 'origine du doublet centré en w,.

b. CAS OU LES DEUX PARTICULES ONT DES MOMENTS MAGNETIQUES EGAUX

a.  Niveaux Zeeman et spectre de résonance magnétique en l'absence d'interaction

La formule (12) demeure valable a condition de prendre w, et w, égaux.
Nous poserons donc :

W, =, == —7yB (16)

Les niveaux d’énergie sont représentés sur la figure (4-a). Les niveaux supérieur

S5, M

[+, 4+

o ———— ¥ [L1> 4 g

0 = 0,0
[+._} l—-+} S :l,ﬂ}l =

RO [L=D4 g

FIGURE 4

Les deux particules de spin /2 sont supposées avoir méme moment magnétique, et par suite méme
pulsation de Larmor v = — 78,

En I'absence d'interaction diple-dipble, on obtient trois niveaux, dont I'un est dégénéré deux fois
(fig. 2). Sous I'effet de P'interaction dipdle-dipdle (fig. b), les niveaux précédents subissent des dépla-
cements dont les valeurs approchées (an premier ordre en W) sont indiquées sur la partie droite de la
figure. A I'ordre zéro en W, les états stationnaires sont les états propres | S, M  du spin total. Les
fléches relient les niveaux entre lesquels 5,, + S,_ a un élément de matrice non nul.

* En fait, comme |By| ® |b|, c’est seulement la composante de b sur B, gui intervient.
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. COMPLEMENT Cy,

Complément Cy,
FORCES DE VAN DER WAALS

1. Hamiltonien d’interaction électrostatique entre deux atomes d'hydrogéne

a. Norarions
b. Calcwl de I'énergie d'interaction électrostatigue

2. Forces de Van der Waals entre deux atomes d'hydrogéne dans I'état fondamental 1s
a. Existence d'une énergie d'attraction en — C/R®,

b. Calcul approché de la constante C
c. Discussion phvsique

3. Forces de Van der Waals entre un atome d’hydrogéne dans I'état |5 et un atome d’hydrogéne dans
I'état 2p

a. Energies des états stationnaires du systéme des deux atomes. Effet de résonance
b. Transfert d'excitation d'un atome d ['autre

4. Interaction d'un atome d’hydrogéne dans I'état fondamental avec une paroi conductrice

Les forces qui s’exercent entre deux atomes neutres changent de caractere suivant
I'ordre de grandeur de la distance R qui sépare ces deux atomes.

Considérons par exemple deux atomes d’hydrogéne. Lorsque R est de 1'ordre
des dimensions atomiques (c'est-a-dire de I'ordre du rayon de Bohr a,), les fonctions
d’onde électroniques se recouvrent et les deux atomes s’attirent car ils ont tendance
a former une molécule H, : I'énergie potentielle du systéme présente un minimum®*
pour une certaine valeur R, de la distance R. L’origine physique de cette attrac-
tion, c’est-a-dire de la liaison chimique, tient au fait que les électrons peuvent
osciller entre les deux atomes (c¢f. §§ C-2-c et C-3-d du chapitre IV) : les fonctions
d’onde sationnaires des deux électrons ne sont plus localisées autour de I'un des
deux noyaux seulement, ce qui abaisse I’énergie de 1’état fondamental (cf. compleé-
ment Gy,).

A plus grande distance, 'allure des phénomeénes change complétement
les électrons ne peuvent plus passer d'un atome & l'autre car I'amplitude de
probabilite d’un tel processus décroit comme le recouvrement des fonctions d’onde,
c’est-a-dire exponentiellement avec la distance. L’effet prépondérant est alors
I'interaction électrostatique entre les moments dipolaires électriques des deux
atomes neutres, ce qui donne naissance a une énergie d’attraction globale décrois-
sant, non plus exponentiellement, mais en 1/R® : c'est 1a I'origine des forces de
Van der Waals que nous nous proposons d’étudier dans ce complément, en utili-
sant la théorie des perturbations stationnaires (et en nous limitant, pour simplifier,
au cas de deux atomes d’hydrogéne).

Il faut bien voir que la nature profonde des forces de Van der Waals et des
forces responsables de la liaison chimique est la méme : "hamiltonien de base
est toujours électrostatique. Ce sont seulement les variations avec R des énergies
des ctats stationnaires quantiques du systéme des deux atomes qui permettent de
définir et de différencier ces deux types de forces.

* A trés courte distance, les forces répulsives entre noyaux I'emportent toujours.
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. COMPLEMENT Cy,

REMARQUE :
W, W

Les autres termes W, , W, W,.. issus du développement (7) font
intervenir des produits de deux moments multipolaires, 'un relatif 4 (A4),
I'autre a4 (B), et dont 'un au moins est d’ordre supérieur a 1. Leur contribu-
tion est également nulle au premier ordre : en effet, elle s’exprime en fonction
des valeurs moyennes dans l'état fondamental d’opérateurs multipolaires
d’ordre supérieur ou égal 4 un; or on sait (¢f. complément Ey, § 2-c) que
de telles valeurs moyennes sont nulles dans un état / = 0 (régle du triangle
des coefficients de Clebsch-Gordan). Il faut donc calculer I'effet de W, au
deuxiéme ordre, qui constitue ainsi la correction la plus importante a
I'énergie.

v.  Effet de l'interaction dipdle-dipile au deuxiéme ordre

D’apres les resultats du chapitre XI, la correction d'ordre 2 a I'énergie

s'écrit :
&= Y '({p':l,n_;; ﬂ’ﬁ-_Lm* | Wai | 910,05 @100 (16)
2 = —2E, - E, - E.

ril'm'

ou la notation X’ signifie que I'état | @7 5 o @7 0.0> est exclu de la sommation*.

Comme W, est proportionnel a 1/R3, &, est proportionnel 4 1/R®. D’autre
part, tous les dénominateurs d’énergie sont négatifs puisque I'on part de I'état
fondamental. Donc ['interaction dipole-dipble donne naissance a une énergie
négative en 1/R® :

C
8 s (17)

Les forces de Van der Waals sont donc attractives et varient en 1/R’.
Calculons enfin le développement de I'état fondamental au premier ordre
inclus en W,. Il vient, d’apres la formule (B-11) du chapitre XI :

! Yo ? = | ﬂ‘?.u,ui QJJIJ,D-.H} >

A . A S
: A . B { Putim > Pt ,m' F Hid [ P1,0,0° P1,00 } + 18
+ ’% J mlhf.l‘ﬂ"‘ m.ﬂ".!'.ﬂl’ } == ZEI S Eﬂ = E"' u+{ }
HJIFMF

REMARQUE :

Les éléments de matrice figurant dans les expressions (16) et (18) font inter-
venir les quantités { @, .| X, |01 000 (O 1 m | Xa| @l 00> (et des quantités

* Cette sommation porte d’ailleurs, non seulement sur les états liés, mais également sur la
partie continue du spectre de H, , + ;5.
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. COMPLEMENT C,,

3. Forces de Van der Waals entre un atome d  hydrogéne
dans |'état 15 et un atome d'hydrogéne dans |’'état 2p

a. ENERGIES DES ETATS STATIONNAIRES DU SYSTEME DES DEUX ATOMES.
EFFET DE RESONANCE

Le premier niveau excité de I’hamiltonien non-perturbé H,, + H,z est huit
fois dégénéré le snus-espace propre associé est sous-tendu par les huit états :
{91005 ﬁﬂ'zﬂ o) | 93, 0,0 ?1,0.07 5 | 91,005 P21,my, avee m= —1,0, + 1;
| 04 \ s @1 00>, avec m' = — 1,0, + 1}, qui correspondent & une situation
ol 'un des deux atomes est dans I'état fondamental, alors que I'autre est dans un
état du niveaun = 2,

D’apreés la théorie des perturbations d'un niveau dégénéré, il faut, pour obtenir
'effet de W), au premier ordre, diagonaliser la matrice 8§ x 8 représentant la
restriction de W), a lintérieur du sous-espace propre précédent. Les seuls
éléments de matiére non-nuls de W, sont ceux qui relient un état | @7 ; 05 @3 4 >
a l'état |@f , .; @100y En effet, les opérateurs X,, Y,, Z, figurant dans
I'expression de W, sont impairs et ne peuvent donc coupler | ¢f ; o> qu'a I'un
des | ¢4 , > ; un raisonnement analogue vaut pour X, ¥;, Zg; enfin, 'interaction
dipéle-dipéle est invariante lorsqu’on effectue une rotation des deux atomes autour
de I'axe Oz qui les joint, de sorte que W}, commute avec L,, + Ly, et ne peut donc
relier que deux états pour lesquels la somme des valeurs propres de L, et Lg, est la
meéme.

Donc, la matrice 8 x 8 précédente se décompose en quatre matrices 2 x 2 :
I'une est entiérement nulle (celle qui concerne les états 2s), et les trois autres sont

de la forme :
3
( 0 RH,IR) (25)
k./R’ 0
ou I'on a posé :
k,
CP10.0:P20m| Waa| 921m3 PL0.0 ) = R3 (26)

k., est une constante, entiérement calculable, de 'ordre de e*aj, qu’il n’est pas
nécessaire ici de préciser davantage.

La diagonalisation de la matrice (25) est immédiate. On obtient les valeurs
propres + k,/R* et — k,/R?, associées respectivement aux états propres :

% (020,002 1m> + | Ph1ms 2000 )
et
\_}i—ﬂ ©1,0.05P20m > — | PL1m5 Pl0.00)
ce qui met en evidence les résultats importants suivants :
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. COMPLEMENT Dy,

A ¥ir)

FIGURE |

=
TR e R A 1
=2
-

L)

Variations avec r du potentiel électrosta-
tique V(r) créé par la distribution de
! ,f charge — Zg du noyau, que 'on suppose
/ répartie uniformément dans une sphére de
,’ rayon p,. Pour r = p,, le potentiel est
IIi parabolique ; pour r = p,, il est coulom-
! bien [le prolongement de ce potentiel
¥ coulombien dans Ia zone r < p, est repré-
/
'

senté en tiretés; Wir) est la différence
entre ¥(r) et ce potentiel coulombien],

e - —

—

revient i faire p, = 0 dans (1)]; les niveaux d’énergie de I’atome d’hydrogéne
sont alors ceux qui ont été trouves au § C du chapitre VII. Puis nous traiterons
la difféerence W{r) entre le potentiel V(r) écrit en (1) et le potentiel coulombien
comme une perturbation. Cette différence est nulle lorsque r est supérieur au
rayon p, du noyau; on congoit donc qu’elle entraine un faible déplacement des
niveaux atomiques (en effet, les fonctions d'onde correspondantes s’étendent sur
des dimensions de 'ordre de a, > p,), ce qui justific un traitement par la théorie
des perturbations limitée au premier ordre.

j Correction énergétique au premier ordre

a. CALCUL DE LA CORRECTION

La définition de W(r) entraine que :

Zet r\ 2p, .
— ) +— - s10 €r <
W(r) = q 2p, [(ﬂ:}) ’ :| SR
ﬂ Ei r ...}-' Pﬂ {2}

Soient |, ;> les états stationnaires de l'atome hydrogénoide en I'absence
de la perturbation W. Pour évaluer 'effet de W au premier ordre, nous devons
calculer les éléments de matrice :

< {an.m | W | wn.!',m‘ } e dﬂ YT*[Q} Y?I[ﬂ}

LY

A

x r*dr RY(r) R, .(r) W(r) (3)
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. COMPLEMENT D,

AE, ,(Z) varie donc trés rapidement avec Z, sous l'effet de plusieurs facteurs
concordants : lorsque Z augmente, a, décroit et p, croit. L'effet de volume est
donc nettement plus important pour les ions hydrogénoides lourds que pour
I’hydrogene.

REMARQUE

L'effet de volume existe également pour tous les atomes; il est
responsable d'un déplacement isotopique des raies du spectre d’émission.
En effet, pour deux isotopes distincts du méme élément chimique, le nombre Z
de protons du noyau est le méme, mais le nombre 4 — Z de neutrons est
différent ; les répartitions spatiales des charges nucléaires ne sont alors pas
identiques pour les deux noyaux.

En fait, pour les atomes legers, le déplacement isotopique provient
principalement de I'effet d'entrainement du noyau (¢f. complément Ay,
§ l-a-a). Au contraire, pour les atomes lourds (o0 la masse réduite varie
trés peu d’un isotope a I'autre), I'effet d’entrainement est faible ; par contre,
I'effet de volume croit avec Z, et il devient prépondérant.

b. ATOMES MUONIQUES

Nous avons déja discuté plus haut de quelques propriétés simples des
atomes muoniques (c¢f. compléments Ay,§ 4 et Ay, § 2-a). En particulier, nous
avons signalé que le rayon de Bohr qui leur est associé est nettement plus faible
que pour les atomes ordinaires (ceci provient de ce que la masse du muon u-
est approximativement égale a 207 fois celle de I'électron). D’apres la discussion
qualitative du § 1-b, on peut donc s’attendre a un effet de volume important
pour les atomes muoniques. Nous allons 'évaluer en choisissant deux cas
extrémes : atome muonique léger (hydrogéne) et lourd (plomb).

a.  Atome muonique d hydrogene

Le rayon de Bohr est alors :

s a
aﬂ{y . p+} = Eﬁ% ﬂ?}

c'est-a-dire de I'ordre de 250 fermi: il reste donc encore dans ce cas nettement
supérieur a p,. Si I'on remplace, dans (19), a, par a,/207, il vient :

AE, o(p=.p*) =1,9 1075 x E(u~,p*)~5 107 2eV (28)

Bien que 'effet de volume soit beaucoup plus important que pour I'atome d’hydro-
gene ordinaire, cette fois encore il n'apporte gqu'une petite correction aux niveaux
d’énergie.
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COMPLEMENT E,,

soit, puisque { H ) est un nombre :

(YYD eCH)
= Y [[H-CH] |8y > + (oY |[H-CHY) Y>> ()

La valeur moyenne { H ) sera stationnaire si :

dH =10 (10)
ce qui signifie d’aprés (9) :

Y [[H-CH)]| oY) + oy |[H-CH]|Y)>=0 (11)
Posons :

> =[H-<H]|¥> (12)
L’égalité (11) s’écrit alors simplement :

(@|oY)>+(oY|e)>=0 (13)

Cette derniére relation doit étre vérifiée pour tout ket infinitésimal |3y >; en
particulier, si I'on choisit :

|6y > =640 (14)
(ot 44 est un infiniment petit réel), (13) devient :
2{@|@>di=0 (15)

Le ket ! @ » est donc de norme nulle et par suite nécessairement nul ; ceci entraine,
compte tenu de la définition (12) :

Hly)=<H)|y) (16)

Par conséquent, la valeur moyenne ¢ H ) est stationnaire si et seulement si le
vecteur d’'état 1 W » auquel elle correspond est vecteur propre de H, et les valeurs
stationnaires de { H ) sont les valeurs propres de ’hamiltonien.

On peut donc généraliser la méthode des variations, et 'appliquer 4 la déter-
mination approchée des valeurs propres de I"'hamiltonien H : si la fonction { H )(x)
obtenue 4 partir des kets d’essai | Y(x) > présente plusieurs extremums, ceux-ci
fournissent des valeurs approchées de certaines des énergies E, (¢f. exercice 10 du
complément Hy,).

C. CAS PARTICULIER :
FAMILLE D'ESSAI FORMANT UN SOUS-ESPACE VECTORIEL

Supposons que 'on prenne pour kets d’essai 'ensemble des kets appartenant
a un sous-espace vectoriel # de &. Dans ce cas, la méthode des variations revient
a la résolution de l'équation aux valeurs propres de l'hamiltonien H a l'intérieur de &,
et non plus dans & tout entier.

Pour le comprendre, il suffit d’appliquer le raisonnement du § 1-b en se
restreignant & des kets | ¢ > du sous-espace #. Les extremums de { H ), carac-
térisés par 6 H » = 0, sont obtenus lorsque | i » est vecteur propre de H dans # ;
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. COMPLEMENT E,,

3. Discussion

L’exemple du § 2-b montre qu'il est facile d’obtenir I'énergie fondamentale
d’un systéme, sans commettre une erreur considérable, a partir de kets d’essai
choisis de fagon quelconque. C’est la I'un des principaux avantages de la méthode
des variations. Il est d’ailleurs parfaitement comprechensible que, la valeur propre
exacte étant un minimum de la valeur moyenne { H ), celle-ci varie peu autour
de ce minimum,

Par contre, et le méme argument permet également de le comprendre,
I’état « approché » peut étre assez différent du véritable état propre. C'est ainsi que,
dans I’exemple du § 2-b, la fonction d’onde 1/(x* + a,) [0l a, est donné par la
formule (32)] décroit trop vite pour les faibles valeurs de x et beaucoup trop
lentement lorsque x devient grand; le tableau I précise cette affirmation qualita-
tive : on y a porté, pour différentes valeurs de x?, celles de la fonction propre
exacte normee :

0olx) = (Qag/n)!/* e~

[, étant défini en (22)] et de la fonction d’onde approchée normée :

Et] 3/a x) = .?..l[a_ﬂ]'jit._:\/_z:zvﬁ 1/4 I 35

= = —_

e A B @V
X II{} -.?E g %o \/_;t_
1+ 2v/2a0x?

0 0,893 1,034

1/2 0,696 0,605

1 0,329 0,270

3/2 0,094 0,140

Z 0,016 0,083

5/2 0,002 0,055

3 0,000 1 0,039

TABLEAU 1

Il faut donc étre trés prudent lorsqu’on veut calculer ensuite, 4 partir de
I'etat approche fourni par la methode variationnelle, des propriétés physiques
autres que l'eénergie du systéme. En effet, la validité du résultat obtenu varie
énormément suivant la grandeur physique considérée. Dans le probléme parti-
culier que nous etudions ici, on trouve par exemple que la valeur moyenne approchée
de I'opérateur X?* n’est pas trés différente de la valeur exacte :

* La valeur moyenne de X est automatiquement nulle, c’est-i-dire correcte, car nous avons pris
des fonctions d'essai paires.
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. COMPLEMENT Fy,

1. Premiére approche du probléme : discussion qualitative

Reprenons l'exemple de la molécule ionisée HJ, que nous avons déja
étudié dans les § C-2-c et C-3-d du chapitre IV. Considérons donc deux protons P,
et P, dont les positions sont fixes, et un électron subissant leur attraction élec-
trostatique. Cet électron est soumis a un potentiel ¥{r) qui a I’allure indiquée sur
la figure 1. Quels sont, en fonction de la distance R entre P, et P, (considérée
comme un parameétre), les énergies possibles et les états stationnaires correspon-
dants ?

R S . . S . L Hl m

e (O
Y

FIGURE |

Potentiel vu par I'électron, dans la molécule ionisée H: , lorsqu'il se déplace sur I'axe Ox défini
par les deux protons. On obtient deux puits séparés par ume barriére. Si, 4 mm instant donné,
Pélectron est localisé dans I'om des deux puits, il peut passer dans I'autre puits par effet tumnel
a travers la barriére.

o ——

Commengons par considérer le cas limite ou R » a, (a, étant le rayon de
Bohr de I'atome d’hydrogéne). Le niveau fondamental est alors deux fois dégéneéré.
En effet, I'électron peut former un atome d’hydrogene soit avec P,, soit avec P, ;
il est pratiquement insensible & I'attraction de I'autre proton, qui est trés éloigné.
En d’autres termes, le couplage entre les états |, > et [:;:n1 » considéré au
chapitre IV (états localisésau voisinage de P, ou de P,; ¢f. fig. 13 du chapitre IV)
est alors négligeable, de sorte que | @, ) et | @, ) sont pratiquement des états
stationnaires.

Si maintenant on choisit une valeur de R comparable & a,, il n'est plus
possible de négliger l'attraction de 'un ou l'autre des protons. En effet, si
I"électron est a I'instant initial localisé au voisinage de I'un d’entre eux, et méme
si son énergie est inférieure a la hauteur de la barriére de potentiel située entre
P, et P, (¢f. fig. 1), il peut passer par effet tunnel sur 'autre proton. Nous avons
d’ailleurs étudié¢ au chapitre IV I'effet du couplage entre les états | @, > et | @, >
et montré qu’il produit une oscillation du systéme entre ces deux états (aspect
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. COMPLEMENT Fy;,

a.  Description du modéle ; hypotheses simplificatrices

Considérons donc une chaine linéaire indéefinie d'ions positifs régulierement
espacés. Comme dans le chapitre IV, nous allons supposer gue I'électron,
lorsqu’il est lié & un ion donné, n’a qu'un seul état possible : nous noterons |v, )
I'état de I'électron lorsqu’il forme un atome avec le néme ion de la chaine. Pour
simplifier, nous négligeons le recouvrement mutuel des fonctions d’onde v,(x)
associées & des atomes voisins, et nous supposons la base { | v,> } orthonormée :

( UH|FF> zﬁnp “]

Nous allons de plus nous limiter au sous-espace de |'espace des états engendré par
les kets | v, ». 1l est évident qu'en restreignant de la sorte I'espace des états acces-
sibles 4 I'électron, on fait une approximation. Sa justification peut étre obtenue
a partir de la méthode des variations (¢f. complément Ey;) : en diagonalisant
I'hamiltonien H, non dans 'espace total, mais dans celui engendré par les | v, ),
on peut montrer qu'on obtient une bonne approximation des véritables énergies
de I'électron.

Ecrivons maintenant la matrice représentant |’hamiltonien H dans la
base { | v,) }. Les ions jouant tous des rdles équivalents, les éléments de matrice
{ v, | H|v,> sont nécessairement tous égaux a une méme énergie E,. En plus de
ces éléments diagonaux, H a également des éléments non-diagonaux ( v, | H | v, )
(couplage entre les divers états |v,», qui traduit la possibilité pour I'électron
de passer d’'un ion a un autre). Ce couplage est évidemment trés faible pour des
ions €loignés; c'est pourgquoi nous ne tiendrons compte que des éléments de
matrice { v, | H | v,4,), que nous prendrons égaux a une constante réelle — A.
Dans ces conditions, la matrice (infinie) représentant H s’écrit :

[ i

(H) = (2)

Pour trouver les énergies possibles et les états stationnaires correspondants, il
faut diagonaliser cette matrice.

B.  Energies possibles; notion de bande d'énergie

Soit | @ > un vecteur propre de H; écrivons-le sous la forme :
T+

[‘P>= Z ':"q|114> (3)

g= -
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COMPLEMENT F,,

Ces nouvelles conditions aux limites, appelées conditions aux limites pério-
diques, ou encore «conditions de Born-Von Karman » (conditions B.V.K.),
consistent 4 imposer a la fonction d'onde de prendre la méme valeur aux deux
extrémités de la chaine. On peut encore imaginer que 'on met bout a bout une
infinité de chaines identiques, toutes de longueur L, la fonction d’onde de I'élec-
tron devant étre périodique de période L. Les équations (5) demeurent toujours
valables, de méme que leur solution (6), mais la périodicité de la fonction d’onde
impose maintenant :

Eiu' = ] {Eﬂ]
Par suite, les seules valeurs possibles de & sont de la forme :

2 ngf— (21)

k
ou n est un entier positif, négatif ou nul. Vérifions alors que les conditions B.V.K.
redonnent bien le résultat correct en ce qui concerne le nombre d’états stationnaires
contenus dans la bande. 1l faut pour cela calculer le nombre de valeurs permises k,
comprise dans la premiére zone de Brillouin ; on I’obtient en divisant la largeur 2n//
de cette zone par l'intervalle 2n/L entre deux valeurs successives de k, ce qui redonne
bien :

= N=1 N (22)

[

L

2n / 2n L
-1
Il faudrait également vérifier que les .4~ états stationnaires obtenus a partir des
conditions B.V.K. se répartissent dans la bande permise avec la méme densite*
p(E) que les vrais états stationnaires (associés aux conditions aux limites réelles).
En effet, la densit¢ d’états p(E) joue un rdle trés important pour la compré-
hension des propriétés physiques d’un solide (nous discuterons ce point dans le
complément C,,), et il importe donc que les nouvelles conditions aux limites
ne la modifient pas. Le fait que les conditions B.V.K. donnent la densité d’états
correcte sera démontré dans le complément Cy,y (§ 1-c) sur I'exemple simple d'un
gaz d’électrons libres enfermés dans une « boite rigide » ; on peut en effet, dans
ce cas, calculer les vrais états stationnaires et les comparer a ceux que I'on obtient
en utilisant des conditions aux limites périodiques sur les parois de la boite
(voir aussi le § 3 du complément O,,,).

b. DISCUSSION PHYSIQUE

A partir d’un niveau discret et non-dégénéré pour un atome isolé (par exemple
le niveau fondamental), nous avons donc obtenu pour la chaine d'ions considerée
une série d’énergies possibles, regroupées dans une bande permise de largeur 4A4.
Si nous étions partis d’'un autre niveau de I'atome (par exemple le premier niveau
excité), nous aurions obtenu une autre bande d’énergie, et ainsi de suite : chaque
niveau atomique donne une bande d’énergie et il apparait, comme le montre la
figure 6, une série de bandes permises, séparées par des bandes interdites.

* o(E)dE est le nombre d'états stationnaires distincts d’énergic comprise entre E et E + dE.
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Pour traiter le probléme exactement, il faudrait écrire I'hamiltonien du systéme
des trois particules et résoudre son équation aux valeurs propres. Il est cependant
possible de simplifier considérablement ce probléme en se plagant dans le cadre
de l'approximation de Born-Oppenheimer (cf. complément A,, § l-a): le mou-
vement de I'électron dans la molécule étant considérablement plus rapide que celui
des protons, on peut en premiere approximation negliger ce dernier; on est alors
ramené a résoudre 'équation aux valeurs propres de 'hamiltonien de I'électron
soumis a 1'attraction des deux protons supposés fixes. Autrement dit, la distance R
entre les deux protons est traitée, non comme une variable quantique, mais comme
un paraméire, dont dépend ’hamiltonien électronique et I’énergie totale du systéme.

Dans le cas de I'ion H,, il se trouve que |'équation ainsi simplifiée est
exactement soluble pour toute valeur de R. Il n’en est cependant pas de méme pour
les autres molécules, plus complexes. On doit alors faire appel a la méthode des
variations, que nous avons décrite dans le complément E,,. Bien que nous nous
limitions ici & I'étude de I'ion H;, nous allons utiliser la méthode des variations,
puisque c’est elle qui est généralisable aux autres molécules.

b. NOTATIONS

Nous désignerons par R la distance entre les deux protons situés en P, et P,,
par r, et r, la distance entre I'électron et chacun des deux protons (fig. 1). Nous

rapporterons ces longueurs a I'unité atomique naturelle constituee par le rayon
de Bohr a, (¢f. chap. VII, § C-2), en posant :

P = Rla,
Py = ryjag P2 = ryfag (1)

FIGURE |

On désigne par r, la distance entre I'élec-
tron (M) et le proton P,, par r, la distance
entre I'électron et le proton P,, et par R
la distance internucléaire P, P,.

La fonction d'onde normeée associée a I'etat fondamental 15 d'un atome d’hydrogene
constitué autour du proton P, s’écrit alors :

;

@, = e (2)

3
nag

Nous exprimerons de méme les énergies en fonction de I'unité naturelle E;, = ¢*/2a,;
E, est I'énergie d’'ionisation de I'atome d’hydrogéne.
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E_Pl

1
(rle,> =
v nap

1

(rle;) =
s v na}

Nous prendrons comme famille de kets d'essai le sous-espace vectoriel # de
I'espace des états engendré par ces deux kets, c’est-a-dire I'ensemble des kets | yr )

e P2 (14)

tels que :
(> =c; @) +ex]|02) (15)
La méthode des variations (complément Ey,) consiste alors a rendre stationnaire :
CV|H|y>
HS = : 16
CH>==00Tw &

a l'intérieur de cette famille d'essai. Comme il s’agit ici d’un sous-espace vectoriel,
la valeur moyenne { H ) est extrémale lorsque |1,e‘r} est vecteur propre de H
a l'intérieur de ce sous-espace %, la valeur propre correspondante constituant
une approximation d’une véritable valeur propre de H dans I'espace des états total.

b. EQUATION AUX VALEURS PROPRES DE L'HAMILTONIEN H
DANS LE SOUS-ESPACE VECTORIEL .# DES KETS D'ESSAI

La résolution de I’équation aux valeurs propres de H a 'intérieur du sous-
espace % est légérement compliquée par le fait que ]-;p.'r1 > et | @, > ne sont pas
orthogonaux.

Un vecteur |y ) quelconque de # est de la forme (15). Pour qu’il soit
vecteur propre de H dans % avec la valeur propre E, il faut et il suffit que :

(o;|H|Yy>=E{o|¢¥> i=12 (17)

c'est-a-dire :

2 2
j)_:lc;‘(rmlﬂ{w;}=E;c1<¢h|¢n> (18)

Posons :

S;; =< f @ b
Hy=<o/|H|o> (19)
On doit résoudre un systéme de deux équations linéaires et homogénes :

(Hyy — ESyy) ey + (Hy; = ESy3)e; =0
(Hyy — ESyy) ey + (Hyy — ESy) e, =0 (20)
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B

ou S, C et A sont donnés par les formules (25), (32) et (40), et représentés sur la
figure 3. Notons que les éléments non-diagonaux du déterminant (21) ne sont
appréciables que si les orbitales ¢, (r) et @,(r) se recouvrent partiellement; en effet,
dans la définition (39) de A comme dans celle de S, figure le produit @, (r)e,(r).

——

A
cAlE
ag

FIGURE J3

Variations de 5 (intégrale de recouvrement), C (intégrale de Coulomb) et 4 (intégrale de résonance)
en fonctionde p = R/a,. Lorsque R — oo, 5 et A tendent exponentiellement vers zéro, alors que

4
C décroit seulement en ¢*/R (I'interaction « écrantée » % — C du proton P, avec I"atome centré

en P, décroit cependant, elle aussi, exponentiellement).

e — e ey e
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ETATS LIANT ET ANTILIANT

Calcul des energies approchées

Posons :
E = EEI
A = aEI [43}
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lorsque p —= 0. Si I'on soustrait la répulsion e*/R entre les deux protons, ce qui donne
I'énergie électronique, on obtient :

2

E. i ~AE, (54)

~ R R-=0

D’autre part, comme | ¢, » tend vers | @, ), | _ > se réduit 4 | @, > (état fondamental 1s de I'atome
d’hydrogéne).

Ce résultat est manifestement incorrect. Lorsque R = 0, on a I'équivalent* d'un ion
hélium He*. L'énergie électronique de I'état fondamental de H; doit coincider, pour R = 0,
avec celle de I'état fondamental de He* ; comme le noyau d’hélium est un noyau de Z = 2,
cette énergie est (¢f. complément Ay,,) :

_ Z%E, = — 4, (55)

et non — 3E, D’autre part, la fonction d'onde ¢ _(r) ne devrait pas tendre wers
@,(r) = (rna3)”'*e” *, mais vers (nag/Z*)" '*e” £P! avec Z = 2 (orbite de Bohr deux fois plus
petite). Ceci permet de comprendre pourquoi le désaccord entre le résultat exact et celui
du § 2 précédent devient important pour les faibles valeurs de R (fig. 2) : ce calcul utilise des
orbitales atomiques trop étendues lorsque les deux protons sont trés proches.

Une amélioration possible consiste donc a élargir la famille des kets d’essai en se basant
sur ces arguments physiques, et 4 utiliser des kets de la forme :

) = | 0i(2)) + ;| 02(2)) (56)

ot | ¢,(Z)) et | ¢,(Z) ) sont associés & des orbitales atomiques 1s de rayon a,/Z, centrées en P,
et P,. L'état fondamental correspond toujours pour des raisons de symétrie & ¢, = ¢,. On
considére Z comme un paramétre variationnel en cherchant, pour chaque valeur de R, la valeur
de Z gui rend I’énergie minimale.

Le calcul peut étre mené jusqu’au bout en coordonnées elliptiques. On trouve (¢f. fig. 5),
que la valeur optimale de Z décroitde Z = 2 pour R =0a Z = | pour R — oo, ce qui est
tout a fait satisfaisant physiquement.

La courbe obtenue pour AE_ est beaucoup plus proche de la courbe exacte (¢f. fig. 2).
Le tableau I donne les valeurs de I'abscisse et de "'ordonnée du minimum de AE_, obtenues
a partir des divers modéles considérés dans ce complément. On vérifie bien sur ce tableau que
les énergies trouvées par la méthode des variations sont toujours supérieures a I'énergie exacte
du niveau fondamental; de plus, on voit qu'un élargissement de la famille des kets d'essai
ameliore I'énergie obtenue.

b. RESULTATS POUR R GRAND

Lorsque R —s oo, on constate sur (48) que E, et E_ tendent vers la méme valeur — E;,
et ceci de maniére exponentielle. En fait, cette limite ne devrait pas étre obtenue aussi rapidement.
Pour le voir, abordons le probléme de maniére perturbative, comme dans le complément Cy,
(forces de Van der Waals) ou Ey, (effet Stark de I'atome d’hydrogéne). Evaluons la perturbation
apportée 4 I'énergie d'un atome d’hydrogéne (dans I'état 1s) situe en P, par la présence d'un
proton P, situé a4 une distance R trés grande devant a,(p » 1). Le proton P, crée au voisinage

* En plus des deux protons, le noyau d’hélium comporte bien sir un ou deux neutrons.
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principe de Pauli (chap. XIV, § D-1) et en remplissant d’abord les états d’eénergies
les plus basses (cette fagon de procéder est analogue a celle qui est décrite pour les
atomes a plusieurs électrons dans le complément Ay, ). Nous allons, dans ce para-
graphe, indiquer les principales propriétés de ces orbitales moléculaires excitees
de I'ion H;, tout en gardant présentes a I'esprit les possibilités de généralisation
a des molécules plus complexes.

a. SYMETRIES ET NOMBRES QUANTIQUES.
NOTATION SPECTROSCOPIQUE

(/) Le potentiel V' créé par les deux protons possede la symetrie de révolution
autour de I'axe P,P,, que nous prendrons pour axe Oz. Ceci signifie que V, et
par suite I’hamiltonien H de I’électron, ne dépendent pas de la variable angulaire ¢
qui repére l'orientation autour de Oz du plan MP,P, contenant 'axe Oz et le
point M courant de I'espace. Il s’ensuit que H commute avec la composante L,
du moment cinétique orbital de I'électron [en représentation { |r ) }, L, devient

j T R 8 7 . . e
I'opérateur différentiel ?E;-n_’ qui commute avec tout opérateur indépendant de ¢].
On peut donc trouver un systéme d’états propres de H qui soient également états
propres de L_, et les classer d’apres les valeurs propres mh de L..

(ii) Le potentiel V' est également invariant dans une réflexion par rapport
a un plan quelconque contenant P,P,, c’est-a-dire I'axe Oz. Dans une telle
réflexion, un état propre de L, de valeur propre mh est transformé en un état
propre de L, de valeur propre — mh (la réflexion change le sens de rotation de
I’électron autour de Oz). Par suite de I'invariance de V, I'énergie d'un état station-
naire ne dépend que de |m|.

En notation spectroscopique, on affecte a chaque orbitale moléculaire une
lettre grecque indiquant la valeur de ]m], suivant la correspondance :

Emi=ﬂHﬂ-
Im!=]-¢—-—1—ﬂ {58}

Em!=2+—h._-'i

(on notera I"analogie avec la notation spectroscopique atomique : o, m, d rappellent
s, p, d). Par exemple, comme [’état fondamental ls de 'atome d’hydrogéne a un
moment cinétique orbital nul, les deux orbitales que nous avons étudiées aux para-
graphes précédents sont des orbitales ¢ (on peut d’ailleurs montrer que ceci est
également vrai pour les fonctions d’onde stationnaires exactes, et pas seulement
pour les états approchés obtenus par la méthode variationnelle).

Ce qui précéde n’utilise pas le fait que les deux protons de I'ion H; ont
des charges égales; la classification o, n, 6 des orbitales moléculaires reste donc
valable pour une molécule diatomique hetéropolaire.

(7ii) Dans I'ion H; (et plus généralement dans les molécules diatomiques
homopolaires), le potentiel V est invariant dans une réflexion par rapport au
milieu O de P,P,. On peut donc choisir les fonctions propres de ’hamiltonien A
de fagon gu’elles aient une parité définie par rapport au point O. Pour une orbitale
paire, on ajoute a la lettre grecque caractérisant |m[ un indice g (de I'allemand
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I'orbitale correspondant a4 (60-b) est paire par rapport au point O et impaire
par rapport au plan médiateur de P, P, : c’est une orbitale antiliante, notée =7 (2p, ).
Insistons sur le fait que ces orbitales ® admettent un plan de symétrie, et non plus
un axe de revolution comme les orbitales o.

Bien entendu, les orbitales moléculaires issues des états atomiques 2p, se

déduisent des précédentes par une rotation de /2 autour de P, P,.

Des orbitales m analogues aux précédentes interviennent dans les doubles

ou triples liaisons issues d’atomes tels que le carbone (¢f. complément E,,,
§§ 3-c et 4-c).

REMARQUE !

Nous avons vu plus haut (§ 2-d) que la séparation énergétique entre
niveaux liant et antiliant provient du recouvrement entre les fonctions d’onde
atomiques. Or, pour une méme distance R, le recouvrement entre les
orbitales ¢3, et @3, , qui pointent I'une vers I'autre, est plus important que
le recouvrement de ¢}, et @3, , dont les axes sont paralléles (fig. 8 et 10),
On en déduit que Iécart entre o,(2p.) et o¥(2p,) est supérieur a I'écart entre
n(2p,) et n3(2p,) [ou =,(2p,) et n}(2p,)]. L'ordre de succession des niveaux
correspondants est indiqué sur la figure 12.

2';][1 2PI:" ?pj'

FIGURE 12

Schéma indiquant les énergies des diverses orbitales moléculaires excitées construites a partir d’orbi-
tales atomiques 2p,, 2p_et 2p, centrées en P, et P, ('axe Oz est choisi suivant P, P,). Par raison de
symétrie, les orbitales moléculaires issues des orbitales atomiques 2p, sont dégénérées avec celles
issues des orbitales atomiques 2p . L'écart entre les orbitales moléculaires liante et antiliante n_(2p_ )
et n¥(2p, ) est cependant moins grand que Pécart correspondant aux orbitales moléculaires o (2p,_)
et a*(2p,). Ceci est dii au recouvrement plus important des deux orbitales atomiques 2p_.
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H e, o ) [ U], 1) > = Er], cry) [ WArT, o)) D (79)

ou :
Hf,.oty) =T, ¥V, + Ve, ory) = H — V [}, ...1}) (80)

et ou I'énergie électronique £, est reliée a I’énergie totale E par :

E 1, ...ry) = Eft}, ..ry) — V i}, ...T}R) (81)

Nous pouvons appliquer le théoréme d’Euler a I'énergie potentielle classique,
car c'est une fonction homogéne de degré — 1 de 'ensemble des coordonnées élec-
tronigues et nucléaires. Comme les opérateurs R commutent tous entre eux, nous en
déduisons I'égalité entre opérateurs quantiques :

Er,‘ ‘FI—"+ER’ ViV = -V (82)

=] i=1

ou V; et V{ désignent les opérateurs obtenus par substitution des R¢ aux rf dans
les gradients par rapport a rj et r{ de I'expression classique de I'énergie potentielle.
L’égalite (82) servira de base 4 notre démonstration du théoréme du viriel.

B. Démonstration du théoréme du viriel

Appliquons I'égalité (73) au cas particulier ou :

Z R . P (83)

I-—

Pour cela, calculons le commutateur de H et de A4 :

2 o
[H,gl R?.Pf] 3 xEI{[H,X“]P‘ £ Xe[H, P

Il

i=1

ih Z (PEF + R¢ va} (84)

(on a utilise les relations de commutation d'une fonction de I'impulsion avec la
position, ou inversement ; ¢f. complément B,,, § 4-c). Le premier terme de I’accolade
est proportionnel a I'énergie cinétique T, ; d’aprés (82) le second terme vaut :

N
—V =Y vy (85)
k=1

Par suite, I'égalité (73) nous donne :
N
24T +{¥Y+ ¥ 1] LVIV 3= 0 (86)
k=1

c’est-a-dire encore, comme I’hamiltonien H ne dépend des parameétres r; que par
I'intermédiaire de V :

2(T,) +(V) =~ ¥ ri(ViH) (87)
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Comme S est constamment supérieur a 4/2E; (¢f. fig. 3), ce calcul tendrait a indiquer que AT,
est toujours négatif. Ceci apparait d’ailleurs sur la figure 13, ou I'on a representé en traits tiretés
les variations des expressions approchées (52) et (53); on voit notamment sur cette figure que,
d’apreés le calcul variationnel, AT, est négatif 4 1'équilibre (p = 2,5) et AV positif’; ces résultats
sont tous deux inexacts d'aprés (99). Nous voyons ici les limites d'un calcul variationnel, qui
fournit une valeur acceptable pour I'énergie totale { T, + V' ), mais pas pour { T,y et { V)
separément ; ces derniéres valeurs moyennes dépendent trop de la fonction d’onde.

Le théoréme du viriel permet, sans avoir besoin de recourir au calcul rigoureux évoqué
au § 1-c, d’'obtenir une bien meilleure approximation pour { T, » et { ¥ ). Il suffit en effet
d’appliquer les égalités exactes (92) a I'énergie £ calculée par la méthode des variations; on
s’attend 4 trouver ainsi un résultat acceptable puisque I'approximation variationnelle n’est uti-
lisée que pour fournir I'énergie totale E. Les valeurs ainsi obtenues pour { T, » et { V )} sont
representées par des courbes en tirets courts sur la figure 13; a titre de comparaison, on a
également porté en traits pleins les vraies valeurs de { T_ » et { V') (obtenues par application
du théoréme du viriel & la courbe en traits pleins de la figure 2). Tout d’abord, on constate que
pour p = 2,5 les courbes en tirets courts indiquent, comme on doit s’y attendre, que AT est
positif et 4 négatif. De plus, I'allure générale de ces courbes reproduit assez fidelement celle
des courbes en traits pleins : tant que p = 1,5, le théoréme du viriel appliqué a I'énergie vana-
tionnelle donne en fait des valeurs trés proches de la realité, ce qui est une amélioration consi-
dérable par rapport au calcul direct des valeurs moyennes dans les états approchés.

(if) Comportement de { T > et { V'

Les courbes en traits pleins de la figure 13 (courbes exactes) montrent que { T, ) —= 4E,
et{ ¥y —= + oolorsque R — 0. Effectivement, lorsque R = O on aI'équivalent d'un ion He'
pour lequel I'énergie cinétique électronique est 4E,; la divergence de ¢ V') est due au terme
(V,>=2¢€*R qui devient infini lorsque R — 0 (I"énergie potentielle électronique
(V. = { V% — e¥R reste finie et tend vers — 8E,, qui est bien sa valeur dans I'ion He*).

Le comportement pour R grand mérite une discussion plus détaillée. Nous avons vu plus
haut (§ 3-b) que I'énergie E_ de |'état fondamental se comporte, lorsque R  a,, comme :

a

E_ ~ -E,—E: (101)

ol a est une constante proportionnelle 4 la polarisabilité de 'atome d’hydrogéne. En portant
ce résultat dans les formules (92), on obtient :

3a
‘5:7;:‘25':—;;
(V)= -12E +—f; (102)

Lorsque R décroit a partir d’une valeur trés grande, { T, > commence donc par décroitre en 1/R*
a partir de sa valeur asymptotique E,,<{ V) a croitre a partir de — 2E,. Ces variations changent
ensuite de sens (il ne peut en étre autrement puisque { T, >, est plusgrandque { T »_, { ¥ >, plus
petit que ¢ ¥ ), ) : lorsque R continue a diminuer (cf. fig. 13), { T, ) passe par un minimum, puis
croit ensuite jusqu'a sa valeur 4E, pour R = 0; quant a I'énergie potentielle { ¥ ), elle passe par
un maximum, décroit ensuite, passe par un minimum, puis tend vers I'infini lorsque R — 0.
Comment interpréter ces variations 7

Comme nous |’avons note a plusieurs reprises, les ¢léments non-diagonaux H,, et H,, du
déterminant (21) tendent exponentiellement vers zéro lorsque R —s o0 ; nous pouvons donc
raisonner uniquement sur H,, ou H,, pour discuter les variations de I'énergie de I'ion Hj
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4. On considére une particule P de masse u assujettie a se déplacer dans le
plan xOy sur un cercle de centre O et de rayon fixe p (rotateur 4 deux dimensions).
L’unique variable du systéme est donc I'angle @ = (Ox, OFP) et I'état quantique de
la particule est défini par la fonction d’onde y(x) (qui représente 'amplitude de
probabilité de trouver la particule au point du cercle repéré par I'angle «). En
chaque point du cercle, Y(x) ne prend qu'une valeur, de sorte que :

Yl + 27) = Y(a)

o,

y(x) est normée si :

J () da = 1

i

a. On considére l'opérateur M = o M est-il hermitique? Calculer les

valeurs propres et les fonctions propres normeées de M. Quelle est la significa-
tion physique de M?

b. L'énergie cinétique de la particule s’écrit :
ME

Hﬂl=
2up?

Calculer les valeurs propres et les fonctions propres de H,. Les énergies trouvées
sont-elles dégénérées?

c. A linstant t = 0, la particule a pour fonction d’onde N cos® a (o N est
un coefficient de normalisation). Discuter la localisation de la particule sur le
cercle @ un instant ultérieur t,

d. On suppose que la particule a une charge g et qu'elle interagit avec un
champ électrique uniforme & paralléle 2 Ox. Il faut donc ajouter a I'hamiltonien H,
la perturbation :

W= —gfpcosa

Calculer la nouvelle fonction d'onde du niveau fondamental au premier
ordre inclus en &. Déterminer le coefficient de proportionnalité y (susceptibilité
linéaire) entre le dipodle électrique paralléle 3 Ox acquis par la particule et le champ &.

e. On considére la molécule d'éthane CH; —CH; et on s’intéresse a la rota-
tion d'un groupement CH, par rapport & 'autre, autour de la droite qui joint les
deux atomes de carbone.

En premiére approximation, cette rotation peut se faire librement, et 'hamil-
tonien H, introduit en b décrit I'énergie cinétique de rotation de I'un des groupe-
ments CH, par rapport a I'autre (il faut toutefois remplacer 2up* par il, ou [ est
le moment d'inertiec du groupement CH, par rapport a4 I'axe de rotation et A une
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EXERCICES

b. En majorant les termes de la série qui donne &,, donner une limite supé-
rieure de &, (¢f. § B-2-¢ du chapitre XI). Donner de méme une limite inférieure
de &, obtenue en ne conservant que le terme prépondérant de la série.

Avec quelle précision les deux limites précédentes permettent-elles d’enca-
drer la valeur exacte du déplacement AE du niveau fondamental a I'ordre 2 inclus
ené?

c. On se propose de calculer a présent le déplacement AE par la méthode
des variations. On choisit comme fonction d’essai :

Volx) = J—g sin (—E‘E) [1 + uq&(x - g)]

ou « est le paramétre de variation. Expliquer ce choix de fonction d’essai.

Calculer I'énergie moyenne { H >(x) de 1'état fondamental au second ordre
inclus en & [on suppose en effet que & est assez petit pour qu’il soit suffisant de
prendre le développement limité de { H >(x) au second ordre inclus en &]. Déter-
miner la valeur optimale de . En déduire le résultat AE,,, que donne la methode
des variations pour le déplacement du niveau fondamental au second ordre en 4.

En comparant AE,,, aux résultats de b, évaluer la précision de la methode des
variations appliquée a cet exemple.

On donne les integrales :

2 j' "( a) . (nx) . (Zn:mx) 16na 1
- — — | sin | — | sin dx = —
aJo 2 a a n? (1 — 4n?)?

n=123,..

2""( a)l ; 1(rc:n:) a‘(i 1)
- X ——| sin* [— == ——

ajo 2 a 2\6 =t

2 " ( a) . (M) (?:x) a
- X —=|sin|—|cos|—|dx = ——
a |, 2 a a 2n

On prendra pour tous les calculs numériques n* = 9,87.

[

9. On veut calculer I'énergie de I'état fondamental de 'atome d’hydrogene
par la méthode des variations, en prenant pour fonctions d’essai des fonctions
@,(r) & symétrie sphérique, dont la dépendance en r est donnée par :

@ (r) = C(l ui) pour r < o
ofr)=0 pour r > a

C est une constante de normalisation et « le paramétre variationnel.

a. Calculer la valeur moyenne des énergies cinétique et potentielle de
I’électron dans I'état | ¢, >. On exprimera la valeur moyenne de I'énergie cinétique

1197



You have either reached a page that is unavailable for wviewing or reached your wiewing limit for this
book,



You have either reached a page that is unavailable for wviewing or reached your wiewing limit for this
book,



You have either reached a page that is unavailable for wviewing or reached your wiewing limit for this
book,



You have either reached a page that is unavailable for wviewing or reached your wiewing limit for this
book,



You have either reached a page that is unavailable for wviewing or reached your wiewing limit for this
book,



You have either reached a page that is unavailable for wviewing or reached your wiewing limit for this
book,



You have either reached a page that is unavailable for wviewing or reached your wiewing limit for this
book,



B. TERMES SUPPLEMENTAIRES DANS L'HAMILTONIEN

puisque nous avons déja mentionné que, pour l'atome d’hydrogéne, v/c ~ a.
Comme H,; =~ 10 eV, on en déduit que W, ~ 107 % V.

B.  Couplage spin-orbite (terme Wg,)

(i) Origine physique

L’électron se déplace a la vitesse v = p/m, dans le champ électrostatique E
créé par le proton. La relativité restreinte indique qu’il apparait alors, dans le
référentiel propre de I'électron, un champ magnétique B' donné (au premier ordre

en v/c) par:

P = ——yXE (B-5)

CI

Comme [’électron posséde un moment magnétique intrinséque Mg = ¢S/m,, il
interagit avec ce champ B’; I'énergie d’interaction correspondante s’écrit :

W' = — M;.B (B-6)
Explicitons davantage W'. Le champ électrostatique E qui figure dans (B-5) est
2
égal a — ld;’[f}_[, ou ¥(r) = — Er_ est I’énergie électrostatique de I’électron.
ror
On en déduit que :
B = lzidV{r} P vy (B-7)
gctr dr m,
Dans I'opérateur quantique correspondant apparait :
PxR=—L (B-8)
Il vient finalement :
2
wrmch dA, o o @ Lo e (B-9)

mic* R dR m]c? R?

On retrouve ainsi, au facteur 1/2 prés*, le terme spin-orbite W, qui figure dans (B-1).
Ce terme représente donc physiquement I'interaction du moment magnétique de
spin de I'électron avec le champ magnétique « vu » par I'électron du fait de son
mouvement dans le champ électrostatique du proton.

(if) Ordre de grandeur

Comme L et S sont de I'ordre de h, on a :

W e h?
o = il
mZc* R?

(B-10)

* On peut montrer que ce facteur 1/2 est d0 au fait que le mouvement de I'électron autour du
proton n'est pas rectiligne et uniforme. Ceci entraine une rotation du spin de I'électron par rapport au
référentiel du laboratoire [précession de Thomas, voir Jackson (7.5) section 11-8, Omnés (16.13) chap.
4 § 2, ou Bacry (10.31) chap. 7 § 5-d].
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C. STRUCTURE FINE DU NIVEAU n =12

e,

c. INTERPRETATION PHYSIQUE DES DIFFERENTS TERMES DE W,

Le premier terme de W, représente l'interaction du moment magnétique
nucléaire M, avec le champ magnétique (uo/4n)gL/m > créé au niveau du proton par
la rotation de la charge électronique.

Le deuxiéme terme représente l'interaction dipdle-dipdle entre les moments
magnetiques électronique et nucléaire : interaction du moment magnétique de
spin de I’électron avec le champ magnétique créé¢ par M; (¢f. complément By,),
Ou Vice Versa.

Enfin, le dernier terme, appelé encore « terme de contact » de Fermi, provient de
la singularité en r = 0 du champ créé par le moment magnétique du proton. En
réalité, le proton n’est pas ponctuel. On peut montrer (¢f. complément Ay,,) que
le champ magnétique régnant 4 I'intérieur du proton n’a pas la méme forme que
celui créé 4 I'extérieur par M, (et qui intervient dans l'interaction dipole-dipéle).
Le terme de contact décrit I'interaction du moment magnétique de spin de
I’électron avec le champ magnétique existant 4 'intérieur du proton (la fonction
« delta » exprime bien que ce terme de contact n’existe, comme son nom l'indique,
que lorsque les fonctions d'onde de I'électron et du proton se recouvrent).

d. ORDRE DE GRANDEUR
On vérifie aisément que 'ordre de grandeur des deux premiers termes de W,
est .
q}ﬁz Hp o Ezﬁz l
mM,R>4x  mM* R

(B-21)

En utilisant (B-10), on voit que ces termes sont environ 2 000 fois plus petits
que MHg,.

Quant au dernier terme de (B-20), il est également 2 000 fois plus petit que
le terme de Darwin, qui contient lui aussi une fonction §(R).

C. STRUCTURE FINE DU NIVEAU n =2

1. Position du probléme
a. DEGENERESCENCE DU NIVEAU n =2

Nous avons vu au chapitre VII que I’énergie de I'atome d’hydrogéne ne
dépend que du nombre quantique n : les états 2s (n = 2,/ = 0)et2p (n = 2,1 = 1)
ont donc méme énergie, égale a :

Si I'on ne tient pas compte des spins, la sous-couche 2s est constituée d’un
seul état, et la sous-couche 2p de trois états distincts : ceux-ci différent par la valeur
propre m;h de la composante L, du moment cinétique orbital L{(m, = 1,0, — 1),
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C. STRUCTURE FINE DU NIVEAU n =2

Le résultat (C-9) provient de ce que W}, est proportionnel a é(R) et ne peut donc
avoir de valeur moyenne non-nulle que dans un état s (pour / = 1, la fonction
d’onde est nulle a I'origine).

B. Terme W,
Il nous faut calculer les différents éléments de matrice :

{n=2;!'=1;3=%;ml;mg|§[R]L.S|n=l;I=1;s=—‘1,E;mL;ms}
avec : (C-10)
&R) =

e’ 1

2mic* R

(C-11)

Si 'on passe en représentation { |r » }, on peut séparer la partie radiale de
I’élément de matrice (C-10) des parties angulaire et de spin, et obtenir ainsi :

Eap(l= s mimyimy | LS| 1= 135 = 5;my;mg ) (C-12)
ou élp est un nombre, égal a I'intégrale radiale :
e Ez mi R r e d C-13
&p =555 | s IRul)? P dr (C-13)
e L]

Comme on connait la fonction radiale R,,(r) de I'état 2p, on peut calculer ¢,
On trouve (¢f. complément B,,) :

Eap = 2o meclal (C-14)

Les variables radiales ont donc disparu, et nous sommes ramenes, d’apres
(C-12), a la diagonalisation de I'opérateur {,, L .S qui n’agit plus que sur les
variables angulaires et de spin.

Pour représenter |'opérateur £,, L .S par une matrice, on peut choisir
plusieurs bases différentes :

— tout d’abord, la base :

{U=h3=%mﬁ%>} (C-15)

que nous avons utilisée jusqu’a présent et qui est construite a partir d’états propres
communs a L?, S* L_ S, ;

— ou encore, en introduisant le moment cinétique total :
J=L+ S8 (C-16)

la base :

{H=I;s=%;.};m,}} (C-17)
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D. STRUCTURE HYPERFINE DU NIVEAU n =1

1s

FIGURE 3

Structure hyperfine du niveau
n = | de 'atome d’hydrogéne.
Sous I'effet de W), le niveau
n =1 subit mm déplacement
—-—lm ot global égal & — m ca*/8;
8 J ne peut prendre qu'une seule
valeur, J = 1/2. Lorsqu'on

tient compte du couplage

hyperfin .., le nivean ls,,,

se scinde en deux niveanx

F=1 hyperfins F = 1 et F = 0. La

4 transition h
/ I+ 1&#‘7:1 i
.l i}
\
\
\
\
\
\
\

4 F=]<=> F=10

I5
= (raie de longueur d’onde 21 cm

ah? e¢tudiee en radioasironomie) a
_ E.ﬂ'ﬁz une fréquence connue expéri-
4 mentalement avec douze chif-

fres significatifs (grice 4 la
Y v réalisation du maser i hydro-

0 géne),

]
-

I

AE

FIGURE 4

Structure hyperfine du nivean n = 2 de I'atome d’hydrogéne. L'écart 5 entre les deux niveaux s,
et 2p, , est le déplacement de Lamb, environ dix fois plus petit que I'intervalle de structure fine AE
qui sépare les deux niveaux 2p, , et Ip, , (& =~ 10578 MHz: AE = 10 969,1 MHz). Lorsqu’on tient
compte du couplage hyperfin H, ., chaque niveau se scinde en deux sous-niveaux hyperfins (la valeur
correspondante du nombre quantique F, est indiquée sur la partie droite de la figure). Les écarts hyper-
fins valent 23,7 MHz pour le niveaun 2p, ., 177,56 MHz pour le niveau 25, ,, 59,19 MHz pour le niveau
2p, 2 (pour plus de clarté, la figure ne respecte pas P'échelle).
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E. EFFET ZEEMAN DE STRUCTURE HYPERFINE

Etats propres Valeurs propres
2
F=1mg=1) H'mT + hw,
2
Ful:me=0) o> 'iﬁ +0
e (E-15)
F=1lmp==-1) «> 3 — hw,
2
F=0;m=0) H-a"f +0

Sur la figure 5, on porte en abscisses hw,, en ordonnées les énergies des
quatre sous-niveaux Zeeman (diagramme Zeeman). En champ nul, on a les deux
niveaux hyperfins F = | et F = 0. Lorsqu'on applique le champ B,, le sous-niveau
| F =0, m, = 0), qui n’est pas dégénéré, part avec une pente nulle; la dégénéres-
cence d’ordre trois du niveau F = ] est complétement levée : on obtient trois
sous-niveaux équidistants qui varient linéairement en fonction de hw, avec des
pentes respectivement ¢galesa + 1,0, — 1.

AF =1

ah?

;| E—

FIGURE 2

Diagramme Zeeman en champ faible du nivean

fondamental |5 de I'atome d’hydrogéme. Le

niveau hyperfin F = | se scinde en trois niveaux

équidistants correspondant chacun & une valeur

bien définie du nombre quantique m,. Le
ha, nivean F = 0 ne subit aucun déplacement au
» premier ordre en .

Le traitement précédent est valable tant que I'écart hw, entre deux sous-
niveaux Zeeman consécutifs de la multiplicité F = 1 reste petit devant I’écart
entre les niveaux F = 1 et F = 0 en champ nul (structure hyperfine).
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CHAPITRE Xil STRUCTURE FINE ET HYPERFINE DE L'HYDROGENE

correspondant respectivement a I'état | 1,1 ) (ou encore a I'état | +, + ) et
a Iétat |1, — 1 ) (ou encore & I'état | —, — »). Sur la figure 9, les deux droites
de pente + 1 et — 1 passant en champ nul par le point d’ordonnée + .ofh?/4
(et dont le traitement de perturbation ne donnait que le départ et le comportement
asymptotique) représentent donc, quel que soit B,, deux des sous-niveaux Zeeman.
L’équation aux valeurs propres de la matrice 2 x 2 restante s’écrit :

2 2
(.ﬁ"ﬁ B E)(- 3ah? E) . - (E-25)

4 4

A4
(F=1)

— 3afh%/4
(F = 0)

hawg
=

FIGURE 9

Diagramme Zeeman (en champ quelconque) du niveau fondamental 15 de I'atome d’hydrogéne;
my reste un bon nombre quantique pour toute valeur du champ. On obtient deux droites, de pentes
opposées, correspondant aux valeurs + [ et — 1 de m,, ainsi qu'une hyperbole dont les deux branches
sont associées aux deux niveaux m; = (. Les figures 5 et 7 donnent respectivement les tangentes i
I'origine et les asymptotes des niveaux représentés sur ce diagramme.
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HAMILTONIEN HYPERFIN .

Forme détaillée de I"'hamiltonien hyperfin

COUPLAGE DU MOMENT MAGNETIQUE DU PROTON
AVEC LE MOMENT ORBITAL DE L'ELECTRON

Calculons tout d’abord le premier terme de (5). On a, compte tenu de (4) :

o 1 1
P.A,[R]-I—A,{R}.P—ha"; P.(MFKR}F +E[M,xﬂ}.l"} (6)

On peut appliquer les régles du produit mixte de vecteurs a4 des opérateurs vec-
toriels, tant que I'on ne change pas 'ordre de deux opérateurs ne commutant
pas. Les composantes de M, commutant avec R et P, on a :

(M;xR).P=(RxP).M,=L.M, (7)

L=RxP (8)

est le moment cinétique orbital de I’électron. On montre facilement que :

[LRL] ~0 )

(toute fonction de |R| est un opérateur scalaire), de sorte que :

De méme

1 L.M
(M xR).P == ' (10)
1 1 _M,.L
P.MxR)—z=—M.(PxR—zg=—03 (11)
~-PxR=L (12)

Pour finir, le premier terme de (5) donne a W, une contribution W, qui vaut :

wt — _ Ho 4 2M1+L= —EEZJH M;:Jﬁ]

= 13
¥ 4n2m, R® 4an” " R 13)

Physiquement, ce terme correspond au couplage entre le moment magnétique
nucléaire M, et le champ magnétique :

L
BLZEL‘I_

4 mr?

créé par la boucle de courant associée a la rotation de I'électron (cf. fig. 1).
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. COMPLEMENT Ay,

(iii) Pour étudier, au § 2-a, le couplage entre M; et le moment orbital de I'électron, nous
avons supposé que |'expression (4) de A,(r) est valable dans tout I'espace, ce qui revient
4 ignorer que le champ B a en réalité la forme (20) & I'intérieur du proton. On peut se
demander si cette maniére de faire est correcte, et s'il n'existe pas également un terme de
contact orbital dans W .

En réalité, il n'en est rien. En effet, le terme en P . A; + A, . P conduirait, pour
le champ B,, 4 un opérateur proportionnel a:
B.L=Yp 2y (27)

an  pg

Calculons I'élément de matrice d’un tel opérateur en représentation { | @, ,. > }. La
présence de l'opérateur L  impose, comme plus haut, que /I’ = 1; la fonction
radiale 4 intégrer entre 0 et p, se comporte alors & I'origine comme r' """ *?, et s’annule
donc au moins aussi vite que r*. Malgré la présence du terme en 1/p} dans (27), I'inté-
grale entre r = 0 et r = p, s’annule donc 4 la limite ot p, — 0.

3. Conclusion : hamiltonien de structure hyperfine

Faisons maintenant la somme des opérateurs Wt | H{,}“’ et W; , et utilisons

le fait que le moment dipolaire magnétique M, du proton est proportionnel a son
moment cinétique 1 :

I
M= o) (28)
(cf. § B-2-a du chapitre XII). Nous obtenons :

Mo 2ugh,g, | I.L (I.RYS.R) I.S 8=
W, = - —=—="°]J___ +3 ~ +—1.8%R 29
o 4n  h? R? R* R* 3 ®p @)

Cet opérateur agit 4 la fois dans 'espace des états de I'électron et dans I'espace
des états du proton; on vérifie immédiatement que c’est bien |'opérateur introduit

au chapitre XII [¢f. (B-20)].

REMARQUES!

(i)  On peut se demander comment généraliser la formule (29) au cas d'un atome
dont le noyau a un spin I > 1/2.

Tout d’abord, si I = 1, nous avons déja noté plus haut que le noyau peut
posseder un moment électrique quadrupolaire, qui ajoute sa contribution au
potentiel Vy(r) écrit en (2). Un terme hyperfin quadrupolaire électrique est
donc présent dans I’hamiltonien hyperfin, en plus du terme dipolaire mag-
nétique (29). Du fait qu'une interaction électrique n’affecte pas directement
le spin électronique, ce terme quadrupolaire n’agit que sur les variables
orbitales du (ou des) électrons.

Si maintenant [ > 1, d’autres moments multipolaires nucléaires élec-
triques ou magnétiques sont susceptibles d’exister, d'autant plus nombreux
que I a une valeur plus ¢levee. Les moments électriques donnent lieu a des
termes hyperfins n’agissant que surles variables électroniques orbitales,
les moments magnétiques a des termes agissant sur les deux types de variables,
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COMPLEMENT By,

= I(3,1) = — 10-c
24a; 3.1 da, (10-c)
De méme :
4 2
CUR? >y == 1(0,2) == (11-a)
dg dp
(1R Y,, = —I[I(ﬂ, et paetap 1}] o (11-b)
2a; do 4ag 4ag
1 1
1/R? = 12, 1) = 11-c
(: .'Ir >2p 24{]3 I: } 12{13 { ]

Pour la valeur moyenne de 1/R?, on voit aisément qu’elle n’a pas de sens pour les
états s et 25 [I'intégrale (5) étant divergente]. Pour I'état 2p, elle vaut :

3

1 1
R3 = I(1,1) = 12

2. Valeurs moyennes { W, >

Soit

2
HD=;H +V (13)

I’hamiltonien de I’électron soumis au potentiel coulombien. On a :

P* = dm?[H, — V] (14-a)
avec :
o3
V = — = (14-b)
de sorte que :
Woy = — = [Ho = VT (15)
2m c*

Prenons la valeur moyenne des deux membres de cette expression dans un
état | @, . . Hy et V étant des opérateurs hermitiques, il vient :

1

[(E,)* + 2E, & (1/R), , + e* (1/R? ), ] (16)
2m ¢

( wmu >n,i,m L 3
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. COMPLEMENT C,,,

sur le niveau fondamental s, des interactions magnétiques entre S, et S,. Le calcul
est trés analogue a celui du § D du chapitre XII; on est ramené & un probléme de
deux spins 1/2 couplés par une interaction de la forme :

48, .S, (1)

ol & est une constante qui dépend du systéme étudié. Nous désignerons par &,
o, p les trois valeurs de . correspondant respectivement a I’hydrogéne, au
muonium et au positronium,

On peut prévoir aisément que :

Ay < Ay < Ap (2)

En effet, le moment magnétique de la particule (2) est d’autant plus grand que
la masse de cette particule est plus petite; or le positron est environ 200 fois plus
léger que le muon, lequel est prés de 10 fois plus léger que le proton.

REMARQUE :

La théorie du chapitre XII est insuffisante lorsqu'on veut étudier de fagon
extrémement précise la structure hyperfine de 'hydrogéne, du muonium et du positro-
nium. En particulier, 'hamiltonien hyperfin W, . donne dans le § B-2 de ce chapitre ne
décrit qu'une partie des interactions existant entre les deux particules (1) et (2). Par
exemple, le fait que I'électron et le positron soient antiparticules 'un de l'autre (ils
peuvent s’annihiler en donnant naissance a des photons) est responsable d’un couplage
supplémentaire entre 1'électron et le positron, qui n’a pas d’équivalent pour I'hydrogéne
et le muonium. De plus, il faut tenir compte d'une série de corrections (relativistes,
radiatives, effets de recul, etc.) dont le calcul est compliqué et reléve de I'électrodynamique
quantique. Enfin, pour I’hydrogéne, interviennent également des corrections nucléaires
liées a la structure et 4 la polarisabilité du proton. On peut cependant montrer que la
forme (1) du couplage entre S, et S, demeure valable, la constante «f étant donnée par
une expression beaucoup plus compliquée que la formule (D-8) du chapitre XII. C'est
précisément la confrontation entre la valeur théorique de = et les résultats expérimen-
taux qui constitue tout I'intérét des systémes hydrogénoides étudiés dans ce complément.

Les états propres de o S, . S, sont les états | F, m; ), ou F et m, sont les
nombres quantiques relatifs au moment cinétique total :

F=S +8, (3)

Comme pour I'atome d'hydrogéne, F peut prendre deux valeurs, F = 1 et F = 0.
Les deux multiplicités F = 1 et F = 0 ont des énergies respectivement égales a .o/h*/4
et — 3.a/h?/4. L’intervalle o«/h? qui les sépare donne la structure hyperfine du niveau
fondamental 1s. Exprimé en MHz, cet intervalle vaut :

—%ﬁm = 4463,317 + 0,021 MHz (4)
pour le muonium, et :
%ﬁr = 203403 + 12 MHz (5)

pour le positronium.
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COMPLEMENT C.,

En fait, le positronium n'est pas stable. 11 se désintégre en émettant des photons. En
champ nul, on peut montrer par des considérations de symétrie que |'état F = 0 (état singulet
du spin, ou encore « parapositronium ») se désintégre en émettant deux photons. Sa durée de
vie est de 'ordre de 7, ~ 1,25 107 '° 5. Par contre, I'état F = | (état triplet de spin, ou encore
« orthopositronium ») ne peut se désintégrer qu’en émettant trois photons (la transition vers
un état final 4 deux photons étant interdite); ce processus est beaucoup moins probable et la
durée de vie du triplet beaucoup plus longue, de 'ordre de 7, ~ 1,4 1077 s.

Lorsqu'on appligue un champ statique, les niveaux E, et E, conservent la méme durée de
vie car les états propres correspondants ne dépendent pas de B,. Par contre, I'état | 1, 0 ) est
« contaminé » par I'état |0, 0), et réciproquement. Des calculs analogues 4 ceux du complé-
ment H,, permettent alors de montrer que la durée de vie du niveau £ est raccourcie par rapport
a la valeur t, qu’elle a en champ nul (celle du niveau E, est allongée par rapport 4 la valeur ) :
les atomes de positronium dans I'état E, ont alors une certaine probabilité de se désintégrer
par emission de deux photons.

Cette inégalité entre les durées de vie des trois états d'énergies E,, E,, E, lorsque B,
est non-nul est 4 la base des méthodes de détermination de la structure hyperfine du positronium.
La formation des atomes de positronium par capture d'un positron par un électron peuple
en général de fagon égale les quatre états dénergies E,, E,, E,, E,. Dans un champ B, non-
nul, les deux états E, et E, se désintégrent moins vite que 1'état E,, de sorte qu'en régime
permanent ils sont plus peuplés que ce dernier. Si I'on applique alors un champ de radio-
fréquence oscillant 4 la fréquence (Ey — E,)/h = (E; — E,)/h, on induit des transitions réson-
nantes des états E, et E, vers I'état E, (fleche de la figure 2). On augmente ainsi le taux de désin-
tégration par émission de deux photons, ce qui permet de détecter le passage 4 la résonance
lorsque (B, étant fixé) on fait varier la fréquence du champ oscillant. La détermination de
E, — E, pour une valeur donnée de B, permet alors de remonter & la constante .o grice aux
formules (24) et (25).

On pourrait également induire en champ nul des transitions résonnantes entre les
multiplicités F = |1 et F =0 qui sont inégalement peuplées. Cependant, la fréquence de
résonance correspondante, donnée en (5), est élevée et peu commode 4 réaliser expérimentale-
ment. C'est pourquoi I'on préfére généralement utiliser la transition « basse fréquence »
représentée par la fléche de la figure 2.

Références et conseils de lecture:

Voir la sous-section « Atomes exotiques » de la section 11 de la bibliographie.
L’annihilation du positronium est discutée dans Feynman III (1.2), § 18-3.
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EFFET ZEEMAN DE LA RAIE LYMAN o .

e e — e —

les mémes sous-espaces; les coefficients de proportionnalité, appelés « facteurs
de Landé » (¢f. complément D,, § 3), valent respectivement™® :

g(2ps;2) = (11)

Wt W b

H[Epuz} = [12}

En champ faible, chaque niveau de structure fine se scinde donc en 2J + 1 sous-
niveaux Zeeman équidistants; les ¢tats propres sont les états de la base « cou-
plée » (8), correspondant aux valeurs propres :

E(J, m;) = E(2p,) + m; g(2p,) hw, (13)

ou les E(2p,) sont donnés par les expressions (9) et (10).

En champ fort (W; > Wg,), on peut au contraire traiter Wy, = ¢,, L. S
comme une perturbation de W,, qui est diagonal dans la base (7). Comme dans le
§ E-3-b du chapitre XII, on montre aisément que seuls les éléments diagonaux
de &,, L .S interviennent lorsqu’on calcule les corrections au premier ordre en Hg,.
On trouve ainsi qu'en champ fort les états propres sont les états de la base
découplée (7), les valeurs propres correspondantes étant :

E(my, mg) = E(2p) + (m, + 2mg)hw, + mymg h*¢,, (14)

La formule (14) donne les asymptotes du diagramme de la figure 2.

Lorsque le champ magnétique B, croit, on passe continiment de la base (8)
a la base (7) : le champ magnétique découple progressivement le moment ciné-
tique orbital et le spin. Cette situation est I'analogue de celle etudi¢e dans le § E
du chapitre XII, ou les moments cinétiques S et I sont couplés ou découplés
suivant I'importance relative du terme hyperfin et du terme Zeeman.

4. Effet Zeeman de la raie de résonance

a. POSITION DU PROBLEME

Des raisonnements du méme type que ceux du § 2-c du complément Dy,
(voir en particulier la remarque située a la fin de ce complément) permettent
de montrer que la transition optique entre un sous-niveau Zeeman 2p et un
sous-niveau Zeeman ls n’est possible que si I'élément de matrice de 'opérateur
dipéle électrique gR entre ces deux états est différent de zéro**; de plus, suivant
que c'est I'opérateur g(X + iY), g(X — i¥) ou ¢Z qui a un élément de matrice
non-nul entre les deux sous-niveaux Zeeman considérés, I'état de polansation

* On peut d’ailleurs calculer directement ces facteurs de Landé & partir de la formule (43) du
complément D,

** Le dipdle électrique, étant un opérateur impair, n'a pas d'élément de matrice entre les etats s
et 2s, qui sont tous deux pairs. C'est pourquoi nous ignorons ici les états 25,
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EFFET ZEEMAN DE LA RAIE LYMAN =z .

c. COMPOSANTES ZEEMAN EN CHAMP FORT

La figure 5 représente les positions, en champ fort, des sous-niveaux Zeeman
issus des niveaux ls et 2p [ voir les expressions (6) et (14)]. Au premier ordre en W,

la dégénérescence entre lesétats [m, = — 1, mg = 1/2)et|m, = 1,mg = — 1/2)
n'est pas levee. Les fleches verticales indiquent les composantes Zeeman de la
raie de résonance. La polarisation est ¢*, ¢~ ou = suivant que dm;, = + 1, — 1

ou 0 (rappelons qu’au cours d’une transition dipolaire électrique, le nombre
quantique mg n’est pas affecte).

Le spectre optique correspondant est représenté sur la figure 6. Les deux
transitions 7 ont méme fréquence (c¢f. fig. 5); il existe par contre un léger écart
h¢{,;,/2n entre les fréquences des deux transitions o* et entre celles des deux transi-
tions ¢ . L’intervalle moyen entre le doublet ¢* et la raie = (ou entre la raie =
et le doublet o7 ) est égal & w,/2n. Le spectre de la figure 6 rappelle donc beaucoup
celui de la figure 2 du complément D,,,. Le dédoublement des raies ¢* et 07,
di a l'existence du spin électronique, se comprend d’ailleurs bien physiquement.

Az héa,
2n In
- . P
g o allx at ot
=
e R —— >
Wy . ————— .
n b
2n
FIGURE 6

Position, en champ fort, des composantes Zeeman de la raie de résonance de I'hydrogéne. Mis a
part le dédoublement des raies o * et o ~, ce spectre est identique i celui obtenu dans le complément D,
oii 'on ignorait les effets liés au spin électronique.

—

En champ fort, L et S sont découplés; la transition ls «— 2p étant dipolaire
électrique, seul le moment orbital L de I'électron est affecté au cours de la
transition optique. Un raisonnement analogue a celui du § E-3-b du chapitre XII
montre que les interactions magnétiques liées au spin peuvent étre décrites par un
« champ interne » qui vient s’ajouter au champ exterieur B, et qui n’a pas le
méme signe suivant que le spin pointe vers le haut ou vers le bas. C'est ce champ
interne qui provoque le dédoublement des raies 6™ et ¢~ (la raie m n’étant pas
affectée par suite de la valeur nulle du nombre quantique m, ).

Références et conseils de lecture

Cagnac et Pebay-Peyroula (11.2), chaps. XI et XVII (en particulier le § 5-A de ce
chapitre) ; White (11.5), chap. X ; Kuhn (11.1), chap. III, § F ; Sobel’'man (11.12), chap. §,
§ 29,
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B. RESOLUTION APPROCHEE DE L'EQUATION DE SCHRODINGER

et li;,‘{r) les éléments de matrice de I'observable W(t) dans la méme base :

{ o, ! Ii/(f} 1 Q) = ﬁ:t{"l (B-3)
Rappelons que H,, est représenté dans la base { | ¢, > } par une matrice diagonale :
Co, | Hy | “?’t}' = En‘fiut (B-4)

Projetons les deux membres de I'équation de Schrodinger (A-4) sur | ¢, »;
pour cela, insérons la relation de fermeture :

Ziﬁﬁk}<fPh|=1 (B-5)
k
et utilisons les égalités (B-2), (B-3) et (B-4); nous obtenons :
, d i1
ihclt) = Eyet) + % Walt) ot (B-6)
ik

L’ensemble des équations (B-6), écrites pour les diverses valeurs de n, constitue un
systeme d’équations différentielles linéaires couplées, du premier ordre en 1,
permettant en principe de déterminer les composantes ¢,(f) de | ¥(¢) >. Le couplage
entre ces éguations provient uniquement de ['existence de la perturbation

AW(t) qui, par ses éléments de matrice non-diagonaux Hi:,‘[r}, relie I'évolution de
c,(t) a celle de tous les autres coefficients c,(r).

b. CHANGEMENT DE FONCTIONS

Lorsque AW/(t) est nul, les équations (B-6) ne sont plus couplées, et leur solu-
tion est trés simple. Elle s’écrit :

c,(t) = b, e Entih (B-7)
ou b, est une constante dépendant des conditions initiales.

Si maintenant AW(t) n’est pas nul,tout en restant trés petit devant H, par suite
de la condition 4 <€ 1, on s’attend a ce que la solution ¢,(¢) des équations (B-6)
soit assez voisine de la solution (B-7). En d’autres termes, si 'on effectue le
changement de fonctions :

c(t) = b(t) e~ 1Bt (B-8)

on peut prévoir que les b,(r) seront des fonctions lentement variables du temps.
Portons donc (B-8) dans I'équation (B-6); nous obtenons :

ih e‘iﬂ""*-{% bit) + E, bjt) e~ "5
= E, bt)e "B + Y AW, b(t)e B (B-9)
k
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CHAPITRE XIll PROBLEMES DEPENDANT DU TEMPS

a effectue de nombreuses oscillations et peut donc étre ressentie par le systéme
comme une perturbation sinusoidale. Si au contraire ¢ était petit devant 1/,
la perturbation n’aurait pas le temps d’'osciller et serait, en fait, équivalente a une
perturbation variant linéairement en fonction du temps dans‘le cas (C-1-a), ou
constante dans le cas (C-1-b).

REMARQUE :

Pour une perturbation constante, la condition (C-16) ne peut jamais
étre satisfaite, puisque w est nul. Cependant, il n’est pas difficile d’adapter
les calculs du § b précédent pour les rendre valables dans ce cas. En effet,
nous avons déja obtenu en (C-6) la probabilité de transition # (¢) pour
une perturbation constante en faisant directement w = 0 dans la for-
mule (C-5-b). Notons que les deux termes A, et A_ sont alors égaux, ce qui
montre bien que, si (C-16) n’est pas vérifiée, le terme antirésonnant n’est
pas négligeable.

Les variations de la probabilit¢ 2, (t) en fonction de la différence
d’énergie fiw; (le temps ¢ étant fixé) sont représentées sur la figure 4. Cette
probabilité est maximale lorsque w,; = 0, ce qui correspond bien a ce que
nous avons trouvé au § b précédent : si sa pulsation est nulle, la perturbation
est résonnante lorsque w,, = 0 (niveaux dégénéres). De maniére plus générale,
les considérations du § b concernant les caractéristiques de la résonance peuvent
étre transposées a ce cas.

b Z A1)
Wt

e )

I FIGURE 4

Aw =~ —

AN

Variations en fonctionde w, = (E;, — E,)/f dela pro-
babilité de transition 7 (/) associée 3 une perturbation
constante ; ¢ a une valeur fixée. Il apparait une réso-
nance centrée autour de w,, = 0 (conservation de
Pénergie), ayant méme largeur que la résonance de la
figure 3, mais une intensité quatre fois plus grande (par
suite d'une interférence constructive entre les termes
résonnant et antirésonnant qui, pour une perturbation
0 (;; constante, sont égaux).

-

R

B.

Limites du calcul au premier ordre
Nous avons déja noté plus haut (¢f. remarque de la fin du § B-3-b) que

I'approximation du premier ordre peut cesser d’étre valable lorsque le temps ¢
devient trop grand. C’est effectivement ce que I'on observe sur I'expression (C-11).
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COMPLEMENTS DU CHAPITRE XIII

By

INTERACTION D'UN ATOME
AVEC UNE ONDE ELECTROMAGNETIQUE

Ay ¢ illustration, sur I'exemple trés important
de 'interaction entre un atome et une onde élec-
tromagnétique sinusoidale, des considérations-
générales du § C-2 du chapitre XIII. Introduction
de notions fondamentales telles que : régles de
sélection des transitions spectrales, absorption
et émission induite de rayonnement, force
d’oscillateur... Bien que de difficulté moyenne,
peut étre conseillé en premiére lecture par suite
de l'importance des notions introduites pour la
physique atomique.

By :

REPONSES LINEAIRE ET NON-LINEAIRE
D'UN SYSTEME A DEUX NIVEAUX
SOUMIS A UNE PERTURBATION SINUSOIDALE

——

By, : étude, sur un modéle simple, de quelques
effets mon-linéaires apparaissant lors de l'inter-
action entre une onde électromagnétigue et un
sysiéme atomique (effets de saturation, transi-
tions & plusieurs quanta...). Plus difficile que
Ay (niveau troisiéme cycle); devrait donc étre
réservé pour une étude ultérieure.

Cxm :

OSCILLATIONS D'UN SYSTEME ENTRE
DEUX ETATS DISCRETS SOUS L'EFFET
D'UNE PERTURBATION RESONNANTE

Cyxyp : étude du comportement, sur un intervalle
de temps long, d'un systéme possédant des
niveaux d'énergie discrets, lorsqu'il est soumis
4 une perturbation résonnante. Compléte et
precise les résultats du § C-2 du chapitre XIII,
qui ne sont valables que sur un intervalle de
temps court. Relativement facile.

D :

DESINTEGRATION D'UN ETAT DISCRET
COUPLE DE MANIERE RESONNANTE
A UN CONTINUUM D'ETATS FINALS

Dy ¢ étude du comportement, sur un inter-
valle de temps long, d'un é&tat discret couplé de
maniére résonnante 4 un continuum d’états
finals. Compléte et précise les résultats obtenus
au § C-3 du chapitre XIII (régle d’or de Fermi),
qui n'ont été établis que pour des intervalles de
temps courts; démontre que la probabilité de
présence dans le niveau discret subit une décrois-
sance exponentielle et justifie la notion de durée
de vie introduite de maniére phénoménologique
dans le complément K ;. Se situe au niveau du
troisiéme cycle. Important pour de trés nom-
breuses applications physiques.

———

(suite de la liste des compléments page suivante)
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INTERACTION D'UN ATOME AVEC UNE ONDE ELECTROMAGNETIQUE

———_

du milieu en fonction des diverses caracteristiques des électrons élastiquement
liés (fréquences propres, nombre par unité de volume, etc...). On congoit donc
qu’'il soit trés important de confronter les prévisions de ce modéle (que nous
rappelons au § a) avec celles de la mécanique quantique.

a. MODELE CLASSIQUE DE L'ELECTRON ELASTIQUEMENT LIE

o.  Equation du mouvement

Considérons un électron soumis a une force de rappel vers le point O,
proportionnelle & I'élongation. Dans I’hamiltonien classique correspondant a (12),
on a alors :

V(r) = }j mwy 1’ (61)

ou w, est la pulsation propre de I'électron.

Si I'on fait sur I’hamiltonien d’interaction classique les mémes approximations
qui ont permis d’obtenir en mécanique quantique l'expression (22) de Wj.(t)
(approximation dipolaire électrique), un calcul voisin de celui du § 1-c-a [¢f. équa-
tion (25)] donne I’équation du mouvement :

d? &
3 ol
Et_zz + wyg 2 =~ cos wt (62)

C’est celle d’un oscillateur harmonique soumis 4 une force sinusoidale.

B.  Solution générale

La solution générale de (62) s’écrit :
gé

2

cos wt (63)
m(w; — o)

z = Acos(wgt — @) +

ou A et ¢ sont des constantes réelles dépendant des conditions initiales. Le premier
terme de (63), A cos(wy — @), représente la solution geénérale de I'équation
sans second membre (mouvement propre de I'électron); le deuxiéme terme est
une solution particuliére de I'équation avec second membre (mouvement forcé de
I’électron).

Nous n'avons tenu compte jusqu'a présent d’aucun amortissement. Sans
entrer dans le détail des calculs, rappelons quels sont les effets d’'un amortissement
faible : il fait disparaitre au bout d'un certain temps 7 le mouvement propre et modi-
fie trés peu le mouvement forcé (pourvu que I'on soit suffisamment loin de la

résonance : |@ — w,| > 1/1). Nous ne conservons donc finalement que le dernier
terme de {63) :

—_ qé& cos ait (64)
mlw; — w*)
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INTERACTION D'UN ATOME AVEC UNE ONDE ELECTROMAGNETIQUE

(i)

(di)

Cependant, si t — o0, la fonction de diffraction F(t, @ — a) tend vers d{w — w), et le
facteur (w/w)* se réduit & 1, de sorte que la probabilité de transition 2 (1, w) a la méme
valeur dans les deux jauges. Un tel résultat peut se comprendre simplement en considérant
une onde électromagnétique incidente qui, au lieu d’étre une onde plane infinie, est un
paquet d'ondes quasimonochromatique et d'extension spatiale trés grande mais finie. Le
champ E « vu » par 'atome tend donc vers zéro quand ¢ tend vers + oo ou — o et la
transformation de jauge associée 4 la fonction y définie en (28) tend vers l'unité dans ces
deux limites, de sorte qu'alors |¢p; > et | ¢, > représentent bien chacun le méme ctat
physique dans les deux jauges.

Il est bien siir aussi possible de s'intéresser a la probabilité de transition entre deux états
d’énergie bien déterminée du systéme atomique pour un intervalle de temps fini. Dans ce
cas, les états propres |, > et |@, > de 'hamiltonien atomique H, écrit en (12) ne
representent des etats d’énergie atomique bien iéf inie (cinétique plus potentielle) que dans
la jauge (29) puisque c’est dans cette jauge que A est nul [voir (30)] et que p*/2m représente
I'énergie cinétique; les mémes états physiques seraient representés dans la jauge (27) par
les états e XN 4 s gt g TWXCON | o~ Pour ¢ fini, les calculs sont done plus simples
dans la jauge (29).

Comme, dans toute la suite du complément, nous remplagons F(t, @ — wy;) par
d(ew — w ;) [voir (79)], nous considérons en fait la limite t — oo pour laquelle les
difficultés précedentes n'existent pas.

EXCITATION PAR UN SPECTRE LARGE.
PROBABILITE DE TRANSITION PAR UNITE DE TEMPS

Dans la pratique, le rayonnement qui irradie I'atome est trés souvent non-

monochromatique. Nous noterons .#(w)dwm le flux incident d’énergie électro-
magnétique par unité de surface dans l'intervalle [w, @ + dw]; les variations
de #(w) avec w sont représentées sur la figure 2. 4 est la largeur de la raie exci-
tatrice. S1 A est infinie, on dit que I'on a affaire 4 un « spectre blanc ».

Les différentes ondes monochromatiques qui constituent le rayonnement

incident sont en général incohérentes : elles n'ont aucune relation de phase bien

définie. La probabilité de transition globale 2 ; s'obtiendra doric en sommant les

probabilités de transition associées a4 chacune de ces ondes monochromatiques. Il
faut par suite remplacer dans (76) £ par 2 S (w) dw/e,c [formule (9)] et intégrer
sur @, ce qui donne :

2

ﬁij['t}= 2 |<¢'Iizl¢'i>11

2¢,ch?

x j-dm(ig—i) o) Flt, o — ) (78)
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ETUDE DE QUELQUES EFFETS NON LINEAIRES

o — s e | e - — — e

Donnons-nous en effet un champ électromagnéetique. Par suite du couplage entre ce
champ et le systéme atomique, il apparait une polarisation dans le milieu, due aux moments
dipolaires atomiques (fléche dirigée vers la droite dans la figure 1). Cette polarisation agit
comme un terme source dans les équations de Maxwell et contribue a créer le champ électro-
magnétique (fléche dirigée vers la gauche dans la figure 1). Quand on « ferme la boucle »,

e, —

Réponse du systéme atomique

Chanp e
électromagnétique IpoiaLee
atomigues

Equations de Maxwell
FIGURE |

Schéma de principe des calculs a effectuer pour étudier la propagation d’une onde électromagnétique
dans un milien matériel (ou le fonctionnement d’un oscillateur atomique, laser ou maser) : on com-
mence par calculer les moments dipolaires induits dans le milieu par un champ électromagnétique
donné (réponse du systéme atomique); la polarisation correspondante agit comme “n terme source
dans les équations de Maxwell et contribue & créer le champ électromagnétique ; on écrit alors Pégalité
entre le champ ainsi obtenu et celui dont on est parti.

c'est-a-dire quand on écrit que le champ ainsi créé est égal & celui dont on est parti, on obtient
les éguations de propagation des ondes (indice du milieu), ou les équations de I'oscillateur
(en I'absence de tout champ extérieur, il peut apparaitre un champ électromagnétique dans
le milieu, si ce dernier est suffisamment amplificateur : le systéme devient en effet instable
et peut osciller spontanément). Dans ce complément, nous ne nous intéressons qu’a la premiére
étape du calcul {réponse des atomes),

2. Résolution approchée des équations de Bloch du systéme

a. EQUATIONS DE PERTURBATION

Posons comme dans le complément F, :
wy = — 7By (5)
ﬂ.?»' = - },Bl (ﬁ]
hw, représente la différence d’énergie entre les deux états | + > et | — > des spins
(fig. 2). En portant (4) dans (2), puis (2) dans (1), on obtient aprés un calcul simple :
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ETUDE DE QUELQUES EFFETS NON LINEAIRES .

REMARQUE

Cette structure n'est valable que pour la polarisation choisie du champ
de radiofréquence B,(r) (perpendiculaire & B,). On pourrait construire des
tableaux analogues pour d’autres polarisations de la radiofréquence.

3. Discussion physique

Nous allons interpréter maintenant, jusqu’d 'ordre trois inclus, les résultats
du calcul précedent.

a. SOLUTION A L'ORDRE ZERO :
COMPETITION ENTRE LE POMPAGE ET LA RELAXATION

D’aprés (14), la seule composante non-nulle a 'ordre zéro est :
[g::'#z = npyTp “T]

En I'absence de tout champ de radiofréquence, il y a donc seulement une aiman-
tation longitudinale statique (p = 0). Comme .#_ est proportionnel a la différence
de population entre les deux niveaux | + > et | — > représentés sur la figure 2
(¢f. complément E,,), on peut dire encore que le pompage peuple inégalement
ces deux niveaux.

(014 est d’autant plus grand que le débit n de spins entrant dans la cellule
est plus important (pompage plus efficace) et que 7; est plus long (relaxation
plus lente). La solution & l'ordre zéro (17) décrit donc I'équilibre dynamique
résultant de la compétition entre les processus de pompage et de relaxation.

A partir de maintenant, nous poserons pour simplifier les notations :

A= M, (18-a)
1
o= (18-b)

b. SOLUTION A L'ORDRE UN : REPONSE LINEAIRE

A Tordre un, seule I'aimantation transversale 6 est différente de zero.
Comme .#, = .#%*, 1l suffit d’etudier .#, .
a. Mouvement de 'aimantation transversale

D’aprés le tableau I, pourn = l,onap= + l.Enfaisantn = 1,p = + |
dans (16-b), il vient, compte tenu de (18) :

- ,‘ﬁu 1

(1) il 19-
L
M 1
(1) — 0 ¥
<1 =5 wy + o + il S

e

En reportant ces expressions dans (12-b) puis dans (9-b), on obtient .4, au
premier ordre en w, :
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COMPLEMENT By,

———

On peut alors se demander pourquoi il n’est pas apparu de résonance au
deuxiéme ordre pour hw, = 2hw (transition a deux photons). La raison est que le
moment cinétique global doit étre également conservé au cours de la transition. En
effet, le champ de radiofréquence linéaire est, comme nous I'avons déja dit, une
superposition de deux champs tournant en sens inverse. A chacun de ces champs
tournants sont associés des photons de type différent : au champ circulaire droit,
des photons ¢* transportant un moment cinétique + f par rapport 4 Oz ; au champ
circulaire gauche, des photons ¢~ transportant un moment cinétique — h. Pour
passer du niveau | — » au niveau | + », le spin doit absorber un moment ciné-
tique + h par rapport a Oz (différence entre les deux valeurs propres de S,). I
peut le faire en absorbant un photon o7 ; si w; = w, il y a également conservation
de I’énergic globale, ce qui explique I'apparition de la résonance w, = w. Le
systeme peut egalement acquérir un moment cinétique + h en absorbant trois
photons (fig. 5); deux photons ¢* et un photon ¢~ ; donc, si w, = 3w, on peut

e — e e

S — 1 FIGURE 5

R, at i Le spin peut passer du miveau | —  am

niveau | + > en absorbant trois photons

d’énergie fiw. L'énergie globale est conser-

1 vée si hw, = 3hw; le moment cinétique

& global est conservé si deux photons ont une

¢ haw polarisation o* (ils apportent alors chacun

un moment cinétique + h par rapport

4 0z), le troisiéme une polarisation ¢~
l-—} (il apporte un moment cinétique — h).

e

-

satisfaire 4 la fois la conservation de I'énergie et du moment cinétique global, ce qui
explique la résonance w, = 3w. Par contre, deux phkotons ne peuvent jamais céder
a I'atome un moment cinétique + h : ou bien les deux photons sont ¢* et ils
apportent 2h; ou bien ils sont tous deux ¢~ et ils apportent — 2h; ou bien I'un
est ¢* et 'autre ¢, et ils n’apportent aucun moment cinétique.

Ces arguments se geéneralisent aisement et permettent de montrer qu'il
apparait des résonances lorsque w, = w, 3w, Sw, To, ... (2n + 1 )w, ... correspon-
dant a I'absorption d’'un nombre impair de photons. On voit d’ailleurs sur la for-
mule (16-b) que "7 1l#, résonne pour w, = (2n + 1)w; rien d’analogue ne se
produit aux ordres pairs puisque, d’aprés le tableau I, on doit alors utiliser
I'équation (16-a).

REMARQUES :

(/)  Sile champ B, est tournant, il n’y a qu’un seul type de photons, ¢* ousg™;le
méme raisonnement montre qu'une seule résonance peut alors se manifester,
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. COMPLEMENT C.,

1. Principe de la méthode : approximation séculaire

Dans le chapitre XIII, nous avons remplacé au second membre de (B-11)
toutes les composantes b,(¢) par leur valeur b,(0) a I'instant ¢ = 0. Ici nous faisons
de méme pour les composantes telles que k # i, f; par contre, nous gardons expli-
citement b(r) et b (7). Nous sommes ainsi conduits pour déterminer bi(t) et
b (t) au systéme d’équations [la perturbation ayant la forme (C-1-a) du chap. XIII] :

iﬁ% bt) = % { [e' — e~ W, bt) + [ = — e Hererdlpy b (f) }

: d ! oo + oarp it = ilar — @y o -
i bt =E{[e'“" 10t — gm0 T br) + [e" — e W, by(2) }

(3)

Au deuxiéme membre de ces équations, certains coefficients de b,(¢) et b (¢)
sont proportionnels & e*" @ s ) de sorte qu'ils oscillent lentement en fonction
du temps lorsque @ =~ w,,; par contre, d’autres coefficients sont proportionnels
soit & e*'“" soit a e*""@* @1 ) et oscillent donc beaucoup plus rapidement. Nous
allons faire ici I'approximation séculaire, qui consiste 4 négliger ce second type
de termes. Ceux qui subsistent alors, appelés « termes séculaires », sont donc ceux
dont les coefficients se réduisent a des constantes pour @ = w,,; par intégration
dans le temps, ils apportent des contributions importantes aux variations des
composantes b;(t) et b,(t). Au contraire, la contribution des autres termes est
négligeable, car leur variation est trop rapide (I'intégration de e fait apparaitre
un facteur 1/Q, et la valeur moyenne de e sur un trés grand nombre de périodes
est pratiquement nulle).

REMARQUE !

Pour que le raisonnement précédent soit valable, il est nécessaire que
la variation temporelle d’un terme e'®'b; (t) soit due principalement a Iexpo-
nentielle, et non a la composante b; (f). Comme w est trés proche de w,,
ceci signifie que b; (¢) doit peu varier sur un intervalle de temps de I'ordre
de 1/|w _“|. Effectivement, ceci est vérifié dans le cadre des hypothéses faites,
c'est-a-dire si W < H,. En effet, les variations de b,(t) et b,(7) (qui sont des
constantes si W = 0) sont dues a la présence de la perturbation W, et sont
notables sur des temps de 'ordre de h/|W,| [ce point peut d’ailleurs étre
directement vérifié sur les formules (8) obtenues plus loin]; comme, par
hypothése, |#,,| <€ fi|w,,|, ce temps est bien supérieur a 1/|w ,|.

Pour finir, 'approximation séculaire conduit au systéme d’équations :

d 1 oo
3 blt) = — o O W b (1) (4-a)
d 1 = ppan = o gyt

5 b0 = 5z 7@ W b (1) (4-b)

dont la solution, trés voisine de celle du systéme (3), est plus facile 4 calculer comme
nous allons le voir dans le paragraphe suivant.
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. COMPLEMENT Dy,

Les conditions (11) et (14) ne sont évidemment compatibles que si :
A>T (17)

MNous avons ainsi donné une forme quantitative a la condition énoncée dans la note
de la page 1288. Nous supposerons que I'inégalité (17) est vérifice dans la suite
de ce complément.

d. EQUATION INTEGRODIFFERENTIELLE EQUIVALENTE

A L'EQUATION DE SCHRODINGER

Il est facile d’adapter les formules (B-11) du chapitre XIII au cas que nous
étudions ici.

L’état du systéme & I'instant ¢ peut se développer sur la base { | @, ), tu 3 5

[U(0) > = bt)e | g,y + jda: ble, 1) €™ B | o ) (18)

Lorsqu'on porte le vecteur d’état (18) dans 1'équation de Schrodinger et qu’on
tient compte des hypothéses énoncées aux §§ 2-a et 2-b, on obtient, aprés un
calcul en tous points analogue a celui du § B-1 du chapitre XIII, les équations d’évo-
lution suivantes :

i iﬁ% bt) = J‘dﬂc elB—BWR e o | W|a) bla, ) (19)
i bl 1) = €EE o | W, > b (20)

Le probléme consiste a prévoira partir de ces équations rigoureuses le comportement
du systéeme aux temps longs, compte tenu des conditions initiales :

b{0) = 1 (21-a)

b(z, 0) = 0 (21-b)

Les hypothéses simplificatrices que nous avons faites sur W entrainent que

-:? b{t)ne dépend que de b(x, 1), %b{m t) que de b,(r). On peut par suite intégrer

I'équation (20) compte tenu de la condition initiale (21-b); en reportant la valeur
ainsi obtenue pour b(a, #) dans (19), on obtient I'équation suivante qui décrit

I’évolution de b(¢) :
d 1 E t SHE;—EXt—1t') /R 2 !
S hit) = — — | da | dr SEBCRCo | W g, M br) (22)
dt h? "

En utilisant (4), et en effectuant I'intégration sur f§, on obtient, compte tenu de (13) :
d 1 oy I : o -
—bft) = —— | dE | dt K(E) e"Ei—EN=tWk p (¢ (23)
dt h? ), .
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EXERCICES

r——

La particule est initialement dans Iétat li¢ | ¢, ». On suppose que fiw > — E,.
Calculer, en utilisant les résultats du § C du chapitre XIII [voir notamment la for-
mule (C-37)] la probabilité w de transition par unité¢ de temps vers un état quel-
conque d’énergie positive (effet photoélectrique, ou encore photoionisation).
Comment w varie-t-il avec w et &7

8. Désorientation d'un niveau atomique
par collisions avec des atomes de gaz rare

On considére un atome 4 immobile a I'origine O d’un triédre trirectangle Oxyz
(voir figure). Cet atome A se trouve dans un niveau de moment cinétique J = I,
auquel correspondent les trois kets orthonormés |M (M = — 1,0, + 1), états
propres de J, de valeurs propres Mh.

AZ

H

Un second atome B, se trouvant dans un niveau de moment cinétique nul,
effectue un mouvement rectiligne et uniforme dans le plan xO:z : 1l parcourt, a la
vitesse v, une droite paralléle & Oz située a une distance b de cet axe (b est le
« paramétre d’impact »). L'origine des temps est choisie a I'instant ou B se trouve
au point A de I'axe Ox (OH = b); a I'instant 1, 'atome B est donc au point M tel
que HM = vt. On désigne par @ 'angle entre Oz et OM.

Le modele précédent, ou les degrés de liberté externes des deux atomes sont
traités classiguement, permet de calculer simplement I'effet, sur les degrés de liberté
internes de 'atome A (qui sont traités quantiquement), d’une collision avec un
atome B (qui est par exemple un atome de gaz rare dans I'état fondamental). On
peut en effet montrer que, par suite des forces de Van der Waals (¢f. complé-

ment C,,) s'exergant entre les deux atomes, I'atome A est soumis & une pertur-
bation W agissant sur ses degrés de liberté internes et donnée par :

Eﬁ
po "

W =

ou C est une constante, r la distance entre les deux atomes, J, la composante du
moment cinétique J de I'atome A4 sur I'axe OM qui joint les deux atomes.

a. Exprimer W en fonctionde C, b, v, 1, J,,J. = J, £ iJ,. On introduira le
paramétre sans dimension t = vt/b.
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. COMPLEMENT Ey -

somme de deux termes dont ['un, d,, dépend de K et de I'angle entre K et k (effet
Doppler) et 'autre, 8,, est indépendant de K. Interpréter physiquement 4, et 9,
(on montrera que &, est I’énergie cinétique de recul de I'atome lorsque, étant
initialement immobile, il absorbe un photon résonnant).

Montrer que J, est négligeable devant é, lorsque hw, est de I'ordre de 10 eV
(domaine de la physique atomique); on prendra pour M une masse de I'ordre
de celle du proton (Mc? =~ 10°eV) et pour |K| une valeur correspondant a une
vitesse d’agitation thermique a 7 = 300° K. En serait-il de méme si hw, était de
I'ordre de 10° eV (domaine de la physique nucléaire)?

H. ABSORPTION SANS RECUL DE RAYONNEMENT PAR UN NOYAU VIBRANT
AUTOUR DE SA POSITION D'EQUILIBRE DANS UN CRISTAL. EFFET MOSSBAUER

Le systeme étudié est maintenant un noyau de masse M vibrant a la pulsa-
tion £ autour de sa position d’équilibre dans un réseau cristallin (modéle
d’Einstein ; ¢f. complément A, § 2). On désigne toujours par R; et P, la position
et I'impulsion du centre de masse de ce noyau. L'energie de vibration du noyau est
décrite par I’hamiltonien :

1 1
e =5 P6 T3 MQ(XE + YE + Z)) (8)
qui est celui d'un oscillateur harmonique isotrope a trois dimensions. On désigne
par |y, . . > l'état propre de H, de valeur propre (n, + n, + n, + 3/2)hQ.

H

En plus de ces degrés de liberté externes, le noyau posséde des degrés de liberte
internes auxquels sont associées des observables qui commutent toutes avec R
et P;. Soit H, 'hamiltonien qui décrit I'énergie interne du noyau. Comme plus
haut, on s’intéresse a deux états propres de H,, |y, > et | x, ), d'énergies E, et E,
et I'on pose hw, = E, — E,; hw, tombant dans le domaine des rayons y, on a bien
SUr :

wy ¥ {2 (9)

e. Quelle énergie faut-il fournir au noyau pour le faire passer de
I'état | Yo 003X » (noyau dans I'état de vibration défini par les nombres quantiques
n,=0,n,=0,n, =0 ct dans I'état interne |y, >) a I'état | ¥, 5052 07

f. Le noyau précédent est irradié par une onde électromagnétique du type de
celle définie en (4), dont le vecteur d’onde k est paralléle 4 Ox. On peut montrer
que, dans I'approximation dipolaire électrique, I'hamiltonien d’interaction du
noyau avec cette onde plane (responsable de I'absorption du rayonnement y)
s'écrit comme en (6), avec :

W =, S;(k)e**s (10)

S,(k) étant un opérateur qui agit sur les degrés de liberté internes et commute
par suite avec R; et P;. On pose s(k) = { x, | S;(k) | x, »-

Le novau est initialement dans ['état ]l}!u.M; %, 7. Montrer que, sous
I'effet de I'irradiation par 'onde plane incidente, il apparait une résonance toutes
les fois que hw coincide avec I'une des énergies calculées en e, I'intensité de la
résonance correspondante étant proportionnelle a
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A. POSITION DU PROBLEME

o — o e s e i e

Nous avons énoncé au chapitre III les postulats de la mécanique quantique
non-relativiste, et nous avons précisé au chapitre IX ceux qui concernent les degrés
de liberté de spin. Nous allons voir ici (§ A) qu'en réalité ces postulats ne sont
pas suffisants lorsqu’il s'agit de systémes comprenant plusieurs particules identiques,
car leur application conduit dans ce cas a des ambiguités dans les prévisions phy-
siques. Pour éliminer ces ambiguités, il est nécessaire d’introduire un nouveau
postulat, concernant uniquement la description quantique des systémes de particules
identiques ; nous énoncerons ce postulat au § C, et en discuterons les implications
physiques au § D. Auparavant cependant (§ B), nous définirons et étudierons les
opérateurs de permutation, qui facilitent considérablement les raisonnements et les
calculs.

A. POSITION DU PROBLEME

1. Particules identiques : définition

On dit que deux particules sont identiques si toutes leurs propriétés intrin-
séques (masse, spin, charge, etc...) sont exactement les mémes : aucune expérience
ne permet de privilégier I'une par rapport 4 'autre. Ainsi, tous les électrons de
I'univers sont identiques, de méme que tous les protons et que tous les atomes
d’hydrogéne; par contre, un électron et un positron ne sont pas identiques
car, bien qu’ils aient méme masse et méme spin, ils différent par la charge électrique.

On déduit de cette définition une conséquence importante : lorsqu’un systéme
physique contient deux particules identiques, rien n’est changé dans ses propriétés
et son évolution si I'on échange les roles de ces deux particules.

REMARQUE !

Notons bien que la définition précedente est indépendante des condi-
tions expérimentales dans lesquelles on se place : méme si, dans une expérience
donnée, on ne mesure pas la charge des particules, un electron et un positron
ne seront jamais traités comme des particules identiques.
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CHAPITRE XIV PARTICULES IDENTIQUES

avec .
o + |2 =1 (A-7)

Par suite du principe de superposition, tous les kets mathématiques (A-6) sont
susceptibles de représenter le méme état physique que (A-5-a) ou (A-5-b) (un
spin pointant vers le haut, I'autre vers le bas). On dit alors qu’il y a dégénérescence
d'échange.

La dégénérescence d’échange entraine des difficultés fondamentales car
I'application des postulats du chapitre III aux divers kets (A-6) peut conduire
a des prévisions physiques qui dépendent du ket choisi. Cherchons par exemple
la probabilité de trouver les composantes des deux spins suivant Ox égales toutes
deux a + h/2. A ce résultat de mesure est associé un seul ket de I'espace des états
de spin; ce ket s’écrit, d’apres la formule (A-20) du chapitre IV :

1

vﬁﬂh==+>+H1=*>M3§§H%='+>+Hz=—>]

=_}1_;[f +, +)+| =+ +H|H =D+ -, =>] (A-8)

Par conséquent, la probabilité cherchée vaut pour le vecteur (A-6) :

2

5 +h (A9

Cette probabilité dépend effectivement des coefficients « et . On ne peut donc
pas envisager de décrire I'état physique étudié par 'ensemble des kets (A-6), ni
par n'importe lequel d’entre eux choisi au hasard; il faudra lever la dégénéres-
cence d’échange, c'est-a-dire indiquer sans ambiguité lequel des kets (A-6) on
doit utiliser.

REMARQUE :

Dans 'exemple précédent, la dégénérescence d’échange ne se manifeste
que pour I'état initial; ceci tient au fait qu’on a pris la méme valeur pour les
composantes des deux spins dans I’état final. Dans le cas général (par exemple,
si le résultat de mesure correspond a deux valeurs propres différentes de S,),
la dégeénérescence d’échange interviendrait a la fois pour I’état initial et pour
I’état final.

B. Généralisation

Les difficultés liées a la dégénérescence d’échange se présentent dans I'étude
de tous les systémes comprenant un nombre quelconque N de particules iden-
tiques (VN > 1).

Prenons par exemple un systéme de trois particules. A chacune des trois
particules, prise isolément, sont associés un espace des états et des observables
agissant dans cet espace. On est ainsi amené a numeéroter les particules : &(1),
&#(2) et £(3) désigneront les trois espaces d’états a4 une particule, et les observables
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CHAPITRE XIV PARTICULES IDENTIQUES

2. Systémes d'un nombre quelconque de particules

Dans I'espace des états d’un systéme constitué de N particules de méme spin
(que nous supposerons provisoirement de natures différentes), on peut définir N! opé-
rateurs de permutation (dont I'un coincide avec 'opérateur identiteé). Si N est
supérieur a 2, les propriétés de ces opérateurs sont moins simples que celles de P,,.
Pour donner une idée des changements qui interviennent lorsque N est supérieur
a 2. nous allons étudier sommairement le cas ol N = 3.

a. DEFINITION DES OPERATEURS DE PERMUTATION

Considérons donc un systéeme de trois particules, pas nécessairement iden-
tiques, mais ayant méme spin. Comme au § B-1-a, on construit par produit tensoriel
une base de 'espace des états du systéme :

{|1:u!;2:uj;3:uk}} (B-36)
Il existe dans ce cas six opérateurs de permutation, que nous noterons :
F:IEB!PSII!PEJIEPIEEBPIIJ*FSII {3'3‘”’

Par définition, I'opérateur P, (ou n, p, g est une permutation quelconque des
nombres 1, 2, 3) est 'opérateur linéaire dont I’action sur les vecteurs de base obéit
a la formule :

Poo|lis ;2 03 0w =|niu;piu;qiu) (B-38)
Par exemple :
Pogi |1 5052 0053 vy yom | 2033 bty Tl
= |1 uge2u;3 00 (B-39)

P, .5 coincide donc avec I'opérateur identité. L'action de P, sur un ket quelconque
de 'espace des états s’obtient aisément en développant ce ket sur la base (B-36).

On définirait de fagon analogue les N ! opérateurs de permutation associés
a un systeme de N particules de méme spin.

b. PROPRIETES

o,  L'ensemble des opérateurs de permutation constitue un groupe
On peut le vérifier facilement sur les opérateurs (B-37) :
(i) P,,, est l'identité.
(if) Le produit de deux opérateurs de permutation est encore un opérateur de permau-
tation. Montrons par exemple que :
Pyyy Pyay = Py (B-40)
Pour cela, appliquons le premier membre a un ket de base quelconque :
PyaPraa | 1:ius2:u33:u ) =Py | 1w 305200
= P |1 iw2iu:3 00
= Fozmys Loowgs 2wy
= |1:w;2:84;3:u) (B-41)
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C. POSTULAT DE SYMETRISATION

A [u} est nul si deux des états individuels 1.;5.- ¥, I ¥y ou im} coincident,
le déterminant (C-13) ayant alors deux colonnes identiques. On retrouve le
principe d’'exclusion de Pauli déja signalé au § C-3-b précédent : le méme état
quantique ne peut étre occupé simultanément par plusieurs fermions identiques.

Notons enfin que si les trois états | ¢ >, | x >, | @ ) sont orthogonaux, les six
kets figurant au second membre de (C-12) sont orthogonaux. Il suffit alors pour

normer A | u » de remplacer le facteur 1/3! qui figure dans (C-12) ou (C-13) par 1,’\/5_!.

S1 maintenant le systéme considéré comprend plus de trois particules iden-
tiques, la situation reste en fait tout a fait semblable a celle qui vient d’étre décrite.
On peut montrer que, pour N bosons identiques, il est toujours possible de construire
I'état physique § | u » a partir de la donnée d’états individuels | @ > | 7> ... quel-
conques. Par contre, pour des fermions, le ket physique 4 | u ) peut &tre écrit sous
forme d’un déterminant de Slater N x N, ce qui exclut le cas ol deux états individuels
coincident (le ket 4 1 u » étant alors nul). Ceci montre (nous y reviendrons en
détail au § D) combien les conséquences du nouveau postulat peuvent étre différentes
pour des systémes de fermions et des systémes de bosons.

d. CONSTRUCTION D'UNE BASE DANS L'ESPACE DES ETATS PHYSIQUES

Considérons un systéme de N particules identiques. A partir d'une base { |« ) }
dans I'espace des états d'une seule particule, on peut construire la base :

{12032 0. N 4,0 )

dans l'espace produit tensoriel §. Cependant, 'espace des états physiques du
systeme considére n'etant pas & mais I'un des sous-espaces &5 ou &, le probleme
se pose de déterminer une base dans cet espace des états physiques.

" Par application de S (ou de A4) sur les différents kets de la base:

{]]:u,;?,:uj;...;N:H,)}

on peut obtenir un ensemble de vecteurs qui engendrent &5 (ou &,). En effet, soit
| @ > un ket quelconque de & par exemple (le cas ou | ¢ ) appartient a &, peut
étre traité de la méme fagon); | @ », appartenant a &, peut étre développé sous la
forme :

le>= 2 ay. pl w2 Nou ) (C-14)
Y

Comme | ¢ » fait par hypothése partie de &5, ona S| ¢ ) = | ¢ » et il suffit d’appli-
quer |'opérateur S aux deux membres de (C-14) pour montrer que | ¢ ) s’exprime
sous forme d’une combinaison linéaire des divers kets S | 1 : 4,32 : u;; ... ;N tu, ).

Cependant, il faut bien noter que les divers kets S | Lo Zomgs; N Tu,
ne sont pas indépendants. En effet, permutons les réles des diverses particules dans
I'un des kets |1 :u;;2:u;;...; N :u, > de la base initiale (avant symétrisation);
4 partir de ce nouveau ket, I'application de S ou de 4 conduit, d’aprés (B-62)
et (B-63), au méme ket de & ou &, (éventuellement au signe prés).

On est ainsi amené a introduire la notion de nombre d'occupation : par défi-
tion, pour le ket |1 :u;;2 :u;;...; N :u, ), le nombre d’occupation n, de I'état
individuel | u, ) est égal au nombre de fois que I'état |, > apparait dans la suite
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CHAPITRE XIV PARTICULES IDENTIQUES

facon. Enfin, le dernier terme décrit I'interaction mutuelle des électrons ; il est égale-
ment symétrique car aucun des deux électrons n'est privilégié par rapport a
'autre. On comprend aisément que ce raisonnement se généralise a n'importe
quel systéme de particules identiques. Par conséquent, tous les opérateurs de
permutation commutent avec I’hamiltonien du systeme :

[H,P]=0 (C-25)

Dans ces conditions, si le ket |y(r,) > décrivant 1’état du systéme a un
instant 1, donné est un ket physique, il en est de méme du ket | y(t) > obtenu
a partir de |y(to) > en résolvant I'équation de Schrodinger. En effet, d’apres
cette équation :

| (t +di) ) = (1 +% H) | y(t) > (C-26)
Appliquons alors P, et utilisons la relation (C-25) :
Plwe +di)> = (1 + 5 8P|V (c-27)

Si | y(r) > est vecteur propre de P,, |Y(r + dr))> en est aussi vecteur propre,
avec la méme valeur propre. Comme | /(t,) > est par hypothése un ket compléte-
ment symeétrique ou complétement antisymétrique, cette propriété se conserve
au cours du temps.

Le postulat de symétrisation est donc également compatible avec le postulat
qui donne I'évolution dans le temps des systémes physiques : I'équation de
Schrodinger ne fait pas sortir le ket | ¥/(z) > de &5 ou &.

D. DISCUSSION PHYSIQUE

Nous allons examiner dans ce dernier paragraphe les conséquences du
postulat de symétrisation sur les propriétés physiques des systémes de particules
identiques : nous indigquerons tout d'abord les differences fondamentales que le
principe d’exclusion de Pauli introduit entre les systémes de fermions identiques
et les systémes de bosons identiques; puis nous discuterons les implications du
postulat de symétrisation en ce qui concerne le calcul des probabilités associées
aux divers processus physiques.

1. Différences entre bosons et fermions.
Principe d'exclusion de Pauli

Dans I'énoncé du postulat de symétrisation, la différence entre bosons et
fermions peut paraitre insignifiante; en réalité, cette simple différence de signe
dans la symétrie du ket physique a des conséquences extrémement importantes.
En effet (§ C-3), dans un systéme de bosons identiques, le postulat de symétrisation
ne restreint pas les états individuels accessibles a chacun d’eux; par contre, il
impose aux fermions d’obeir au principe d’exclusion de Pauli : deux fermions
identiques ne peuvent pas se trouver dans le méme état quantique.
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D. DISCUSSION PHYSIQUE

Cugs it |@;> =V iu; 2w, |1:9;2:0)
+ellew2ow (g 200
= (1 :uh1 l:p><(2 :uh.|2 o 4
80T a1 > 2w |20
=l o> Cup |ad +eu, o) uy|xd (D-17)

Les numéros ont alors disparu de ['amplitude de probabilite : cette derniére
s'exprime directement en fonction de produits scalaires { u, | @ ). u, F ¥
Par ailleurs, 'amplitude de probabilité apparait comme une somme (pour les
bosons) ou une différence (pour les fermions) de deux termes auxquels on peut
associer respectivement les schémas des figures 4-a et 4-b.

r—

{u,| = — @) (u,| o)
<“l'|i "11} {ui"l JI}
a b

FIGURE 4

Schématisation du terme direct et du terme d’échange associés i une mesure effectuée sur un systéme
de deux particules identiques. Avant la mesure, on sait qu'une particule est dans I'état |  », 'autre
dans I'état | > ; le résultat de mesure obtenu correspond i une situation oii une particule est dans
état | u, ), I'autre dans P'état | u,. ». Deux amplitudes de probabilité sont associées 4 une telle
mesure ; elles sont schématisées sur les figures a et b. Ces amplitudes interférent avec le signe + pour
les bosons, le signe — pour les fermions.

o o ST

L’interprétation du résultat (D-17) est la suivante : on peut relier les deux
kets | @ > et | x ) associés & I'état initial aux deux bras ( u, | et u,. | associés &
I'état final par deux « chemins » différents, schématisés sur les figures 4-a et 4-b;
a4 chacun de ces chemins est associée une amplitude de probabilite,
Cug @) Cupe | xdoulu, | @) Cu, | x>, et ces deux amplitudes interférent avec
le signe + pour les bosons, le signe — pour les fermions. Nous obtenons ainsi la
réponse a la question posée au § A-3-a précédent : la probabilité (b, ; b,.) cherchée
est égale au carré du module de (D-17) :

Pbe: by) = Kty | @D Cttye [ 1) + ety | @) ([ 2D (D-18)

On appelle souvent terme direct I'un des deux termes du second membre de (D-17),
celui correspondant par exemple au chemin 4-a; 'autre terme s’appelle le terme
d’échange.

REMARQUE .

Examinons ce qui se produit si les deux particules, au lieu d’étre
identiques, sont de natures différentes. Prenons alors comme état initial du

systéme le ket produit tensoriel :
> =|1:0;2:%) (D-19)
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D. DISCUSSION PHYSIQUE

Calculons alors I'amplitude de probabilité du résultat envisagée au § A-3-a, ou
'on détecte les particules dans deux directions opposées portées par I'axe On,
de vecteur unitaire n (fig. 6-b). Nous noterons le ket physique associ€ a cet état final :

=
]%>-ﬁ

L’amplitude de probabilité cherchée s’écrit donc :

<¢jiw“1}> = '{‘f’f] Uty to) | Wi >

1
=5{1:pn;2: - pn | (1 + &Py )U(ty, to)1 +ePy) |1 :pe.;2: — pe,)
(D-31)

(1 +&Py)|1:pn;2:— pn) (D-30)

D’aprés la relation (DD-29) et les propriétés de 'opérateur P,,, on obtient finalement :

<'ﬁ'f|U(f1:fu]l‘|ﬁ".‘>
={1l:pm;2:—pn|(1 + eP})U(t;,2,) |1 : pe,;2: — pe, )
={1:pn;2:—pn|Ulty, t5)|1:pe,;2: — pe, )
+e{l: ——pn;Z:pn|U{Il,Iﬂ]'l . pe.;2: — pe, > (D-32)

Le terme direct correspond par exemple au processus schématisé sur la figure 7-a,
le terme d’échange étant alors celui de la figure 7-b. Cette fois encore, il faut
ajouter ou retrancher les amplitudes de probabilité associées a ces deux processus,

FIGURE 7

Collision entre deux particules identiques dans le systéme du centre de masse : schématisation des
processus physiques correspondant au terme direct et an terme d’échange. Les amplitudes de diffusion
associées 4 ces deux processus interférent avec le signe + pour les bosons, le signe — pour les fer-
mions.

e ——

ce qui fait apparaitre un terme d’interférence lorsqu’on prend le carré du module
de I'expression (D-32). Notons également que cette expression est simplement
multipliée par ¢ si I'on change n en — n, de sorte que la probabilité correspondante
est invariante dans ce changement.
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COMPLEMENTS DU CHAPITRE XIV

Ay : ATOMES A PLUSIEURS ELECTRONS.
CONFIGURATIONS ELECTRONIQUES

Ay @ étude simple des atomes & plusieurs élec-
trons dans I'approximation du champ central.
Discussion des conséquences du principe
d’exclusion de Pauli et introduction de la notion
de configuration. Reste 4 un niveau qualitatif.

Byiv : NIWVEAUX D'ENERGIE DE L'ATOME D'HELIUM :

CONFIGURATIONS, TEARMES, MULTIPLETS

 —

By,v : étude, dans le cas de I'atome d'hélium,
de l'effet de la répulsion électrostatique entre
électrons, ainsi que des interactions magné-
tiques; introduction des notions de terme et de
multiplet. Peut étre réservé pour une étude

ultérieure.

Cxiv : PAOPRIETES PHYSIQUES
D'UN GAZ D'ELECTRONS.
APPLICATION AUX SOLIDES

Cxyv : étude de I'état fondamental d'un gaz
d'électrons libres enfermés dans une « boite ».
Introduction de la notion d’énergie de Fermi et
des conditions aux limites périodigues. Généra-
lisation aux électrons dans les solides et discus-
sion qualitative sur le lien entre conductibilité
électrique et position du niveau de Fermi.
Difficulté moyenne., L'accent est mis sur les
discussions physiques. Peut étre considéré
comme faisant suite 4 Fy,.

——r —r——— T

Dyv: EXERCICES
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. COMPLEMENT A,,,

des fonctions d’onde des divers électrons et des énergies correspondantes permet
d'interpréter le nombre, la stabilité et la directivité des lhaisons chimiques dans
lesquelles cet atome peut se trouver engage (¢f. complément Ey ).

Pour déterminer la configuration électronique d'un atome donné dans son
état fondamental, il suffit de « remplir » successivement les différentes couches dans
I'ordre indiqué sur la figure 2 (en partant, bien siir, du niveau ls) jusqu’a ce qu’on
ait épuisé les Z électrons. C'est ce que nous allons faire en parcourant rapidement
le tableau de Mendeleieff.

Dans I'état fondamental de I'atome d’hydrogene, l'électron unique de cet
atome occupe le niveau ls. L’élément suivant (hélium, Z = 2) a pour configuration
électronique :

He : 1s? (12)

ce qui signifie que les deux électrons occupent les deux états orthogonaux de la
couche ls (méme fonction d’onde spatiale, états de spin orthogonaux). Vient
ensuite le lithium (Z = 3), dont la configuration électronique s’écrit :

Li: 152 2s (13)

En effet, la couche 1s ne pouvant accueillir que deux électrons, le troisieme doit
se situer dans le niveau immeédiatement supérieur, c’est-a-dire d'aprés la figure 2
dans la couche 2s. Celle-ci peut accepter un deuxiéme ¢lectron, ce qui donne pour
la configuration électronique du béryllium (Z = 4) :

Be : 15%, 252 (14)

Pour Z > 4, c'est d’abord la couche 2p (c¢f. fig. 2) qui se remplit progressivement,
et ainsi de suite : au fur et & mesure que le nombre Z d’¢électrons augmente, il faut
faire intervenir des couches électroniques plus élevées (sur la partie droite de la
figure 2, on a fait figurer, en face de chacune des premiéres couches, les symboles
des atomes pour lesquels cette couche est la derniére occupée). On obtient ainsi
les configurations des niveaux fondamentaux pour tous les atomes, ce qui permet
d’expliquer la classification de Mendeleieff. Il faut noter toutefois que pour les
niveaux trés proches (ceux qui sont groupés dans des accolades sur la figure 2),
le remplissage peut se faire de maniére irréguliére. Par exemple, bien que la figure 2
donne pour la couche 4s une énergie plus faible que pour la couche 3d, le chrome
(Z = 24) a 5 électrons 3d alors que la couche 45 est incompléte. Des irrégularités
semblables se produisent pour le cuivre (Z = 29), le niobium (Z = 41), etc...

REMARQUES :

(/) Les configurations électroniques que nous avons analysées caractérisent
le niveau fondamental des divers atomes a I'approximation du champ central.
Les niveaux excités les plus bas de I'hamiltonien H, sont obtenus lorsque
I'un des électrons passe a un niveau individuel d’énergie supérieure a celle de
la derniére couche occupée dans I'état fondamental. Nous verrons par
exemple dans le complément By, que la premiére configuration excitée de
'atome d’hélium est :

13, 25 (15)
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ATOME D'HELIUM. TERMES. MULTIPLETS .

D’autre part, si PY} est 'opérateur de permutation dans I'espace des états des
variables orbitales, on a :

Py = PR ® PR (18)
En utilisant (17) et (18), on peut finalement mettre (15) sous la forme :

|n, ;' I'; L, M, ; S, Mg )
=c{[1 = (= 1F*"'"P]|1:n, [;2:m, 1L, M, >} ®|S, Mg ) (19)

B. Contraintes imposées par le postulat de symétrisation

Nous avons vu plus haut que la dimension de &'(n, /; n', I') n’est pas toujours
égale a 4(2/ + 1)(2I' + 1), c'est-a-dire a la dimension de &, ,(1)® &, ,.(2).
Certains kets de &, ,(1) ® &,. ,.(2) peuvent donc avoir une projection nulle sur
&(n, [;n',1"). 11 est intéressant d’etudier les conséquences sur la base (14) de
cette contrainte imposee par le postulat de symetrisation.

Supposons tout d’abord que les deux électrons n’occupent pas la méme couche.
Il est facile alors de voir que la partie orbitale de (19) est une somme ou une dif-
ference de deux kets orthogonaux, et n’est par suite jamais nulle*. Comme il
en est de méme de | S, M ), on en déduit que toutes les valeurs possibles de L
et S [¢f. formule (13)] sont permises. Par exemple, pour la configuration ls, 2s,
onpeutavoir S =0, L =0et S = 1, L = 0; pour la configuration 1s, 2p, on peut
avoir S =0, L =letS =1L =1,etc..

Si1 I'on suppose maintenant que les deux électrons occupent la méme couche,
onan=netl =1 et certains kets (19) peuvent étre nuls. En effet, écrivons
| |l :n, ;2 :0,1"; L, M; » sous la forme :

|1om ;20,0 L, My D
=YY< LU;mm | LM )| Linbm;2:0n,1',m ) (20)

D’aprés la relation (25) du complément By :

(:’,!;m,m'lL,ML}-:{—I]L{!,I;m',m|L,ML} (21)
En utilisant (20), on obtient alors :

PO Limls2im Lo M )y e (= WL s 052 il Do My ) (22)
Reportons ce résultat dans (19); nous obtenons**:
0 si L + §impair

(23)
Il:n,f;Z:H,I;L,ML}tEIH,Ms}
sil + § pair

|m l;m 1; L, M, ;S Mg > =

Donc L et S ne peuvent étre quelconques : L + S doit étre pair. En particulier,
pour la configuration 1s5%, on a forcément L = 0, de sorte que S = 1 est exclu.
On retrouve ainsi un résultat déja établi plus haut.

. 1
* La constante de normalisation ¢ ¢ alors égale 4 7—
2

** La constante de normalisation ¢ est alors égale 4 1/2.
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ATOME D'HELIUM. TERMES MULTIPLETS

- S -

dégénéré, le second 3 fois. On peut montrer comme plus haut que le terme °P
a une énergie inférieure a celle du *erme ' P, la différence entre les deux énergies
étant proportionnelle 4 une intégrale d’échange analogue a celle qui a été
écrite en (35). On procéderait de méme pour toutes les autres configura-
tions du type ls, n'l’.

(i) Nous avons traité W comme une perturbation de H,; pour que cette maniére de faire
soit cohérente, il faut que les déplacements d'énergie associés a W [par exemple I'intégrale
d’échange écrite en (35)] soient petits devant les différences d'énergie entre configurations.
Or ce n'est pas le cas, pour les configurations 15,25 et 15,2p par exemple, alors que 'écart
d'énergie AE('S — °S) dans la configuration 15,25 est de I'ordre de 0,8 eV, la distance
minimale entre niveaux est AE[(1s,2p)*P — (1s5,25)'8] =~ 0,35 eV. On pourrait donc
penser a priori que le traitement de W comme une perturbation de H, n'est pas valable.

L'approche que nous avons donnée est cependant correcte. Ceci est di au fait que,
pour toutes les configurations du type Isa’l’, on a L = I'. Donc W, qui commute
avec L d’aprés (10), a des éléments de matrice nuls entre les états de la configuration 1s5,2s
et ceux de la configuration 1s5,2p, qui correspondent a des valeurs de L différentes;
W ne couple une configuration ls,n'l’ qu'd des configurations d'énergies nettement
superieures, du type lsn"l" avec [" = I' (seules les valeurs de n sont différentes) ou
du type nl, n"l", avec n et n" différents de 1 (les momerts cinétiques { et [" pouvant étre
composes pour donner [').

3. Niveaux de structure fine ; multiplets

Jusqu’'ici, nous n'avons tenu compte dans I'hamiltonien que des interactions
dont I'origine est purement électrostatique ; nous avons négligé tous les effets d’ori-
gine relativiste et magnetique. En realité, de tels effets existent, et nous les avons
déja étudiés dans le cas de I'atome d’hydrogéne (¢f. chap. XII, § B-1), ou ils
proviennent de la variation de la masse de I'électron avec la vitesse, du couplage
spin-orbite du type L . S, du terme de Darwin. Pour I'hélium, la situation est plus
compliquée du fait de la présence simultanée de deux électrons : par exemple,
il existe dans I'hamiltonien un terme de couplage magnetique spin-spin (¢f. comple-
ment B,,) agissant 4 la fois dans I'espace des états de spin et I'espace des états
orbitaux des deux électrons*. Toutefois, une grande simplification provient de ce
que les différences d’énergie associées a ces couplages d’origine relativiste et
magnétique sont faibles devant celles qui existent entre deux termes spectraux dif-
ferents. Ceci permet de traiter I'hamiltonien correspondant (hamiltonien de structure
fine) comme une perturbation.

L’étude détaillée de la structure fine des niveaux de I'hélium sort du cadre de
ce complément. Nous allons nous contenter ici de dégager les symetries du probléme
et d'indiguer comment on peut distinguer entre eux les différents niveaux d’'énergie.
Nous utiliserons le fait que I'hamiltonien de structure fine Hge est invariant
lorsqu’on effectue une méme rotation simultanément sur toutes les variables
orbitales et de spin des électrons; ceci entraine (¢f. complément By,, § 6) que, si J
désigne le moment cinétique total des électrons :

J=L+S8 (40)
on a .
[Hsr 3] =0 (41)

* Voir par exemple Sobel’'man (11.12), § 19-6, pour une expression détaillée de 'hamiltonien de
structure fine.
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COMPLEMENT C,,

L
i, ™ <P (3)
e g me xy My
avec :
n
[kﬂmﬂ}nﬂ=}: = ﬂ-‘-E
I
{knmn‘y.n;]y = H}‘E
4
{knx,rr,,n,], = N, E [4}
D’aprés (1), a chaque fonction ¢, _, ., (r) correspond un vecteur k,_ ., . ; inver-

sement, 4 chacun de ces vecteurs correspond une fonction ¢, , . et une seule.
Le nombre d'états n(E) s’'obtient doncen multipliant par 2 le nombre de vec-

teurs k, . ayant un module inférieur a v/ 2m, E, ? (le facteur 2 provient bien sir
de l'existence du spin de I'électron). Les extrémités des vecteurs k divisent

My Ay Mg

I’espace des k en cubes élémentaires de c6té n/L (voir la figure 1, ol I'on a pris pour
simplifier un espace a deux dimensions au lieu de trois). Chacune de ces extrémités

k),

X X - * X b

X = = X x x

X X X X ) X

X x t 1 = X X

X X x X o o

/L | 5 - = < l ; FIGURE |

Extrémités des vecteurs k, , caractéri-
0 4 > (k), sant les fonctions d'onde stationnaires
/L dans un puits carré infini 4 deux dimensions.

est commune 4 huit cubes voisins, et chaque cube a huit sommets ; par conséquent,
si les cubes élémentaires sont suffisamment petits (c’est-da-dire si L est suffisamment
grand), on peut considérer qu'on a un vecteur k, , . par éléement de volume
(n/L)* de I'espace des k.

La valeur E de I'énergie que nous avons choisie définit, dans 'espace des k.

une sphére centrée a 1'origine et de rayon 4/ 2m_E/R?. Seul un huitiéme du volume
de cette sphére intervient, puisque les composantes de k sont positives [cf. (1-b)
et (4)]; si on le divise par le volume élémentaire (n/L)* associé 4 chaque état
stationnaire, et si I'on tient compte du facteur 2 dil au spin, on obtient :
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GAZ D'ELECTRONS. ELECTRONS DANS LES SOLIDES .

i

-

ou ug est le magnéton de Bohr :

h
ty = 5 (18)

et S I'opérateur de spin d'un électron. Nous allons pour simplifier faire comme
si (17) était le seul terme supplémentaire dans I’hamiltonien (le comportement
des fonctions d'onde spatiales a été étudié en détail dans le complément E,,). Dans
ces conditions, les états stationnaires restent les mémes qu’en 'absence de champ
magnetique, 'énergie correspondante étant augmentée ou diminuée de ugB suivant
I'état de spin. Les densités d’états p, (E) et p_(E) correspondant respectivement
aux états de spin | + > et | — ) s'obtiennent donc trés simplement 4 partir de la
densité p(E) calculée au § 1-a :

p(E) = 5 plE £ 1sB) (19)

On aboutit ainsi, au zéro absolu, 4 la situation schématisée sur la figure 4.

—

A p.(E)
2 'Fnl B
P
| E
' S
\' .
FIGURE 4

Densités d'états o (E) et p_(E) corres-
rondant aux états de spin | + > et | — )
respectivement (u; est négatif). Au zéro

absolu, seuls les états domt I'émergie est
'1 p_(E) inférieure 4 £, soat occupés.

e =

Comme I'énergie magnétique |puy|B est trés petite devant Eg, la différence
entre le nombre d’électrons dont le spin est antiparalléle au champ magnétique
et le nombre de ceux dont le spin est paralléle 4 B est pratiquement, au zéro absolu :

|
N_ — Ny =3 plEp)2 |ug| B (20)

Le moment magnétique M par unité de volume s’écrit donc :

M = |u|— (N = N.)
= uj B plEy) 21)
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. COMPLEMENT C,,,

Supposons d’abord (fig. 5-a) que E; tombe au milieu d’'une bande permise;
le niveau de Fermi u coincide alors avec E [ ¢f. remarque (i) du §1-b-z]. Les électrons
d’énergie voisine de E peuvent dans ce cas étre facilement accélérés puisque les états
d’energie légérement supérieure sont vides et accessibles. Par suite, un solide pour
lequel le niveau de Fermi tombe au milieu d'une bande permise est conducteur et I'on
comprend que les électrons d’énergies les plus élevées se comportent approximati-
vement comme des particules libres.

Considérons au contraire un solide pour lequel I'état fondamental est constitué
de bandes permises entiérement occupees (fig. 5-b) : Ep coincide alors avec le
sommet d’'une bande permise et le niveau de Fernm p tombe dans la bande interdite
adjacente [¢f. remarque (i) du § 1-b-a]. Dans ce cas, aucun électron ne peut étre
accelere car les états d'énergie immeédiatement supérieure a la sienne lu sont inter-
dits. Donc, un solide pour lequel le niveau de Fermi tombe dans une bande interdite
est un isolant. On congoit qu’un isolant soit d’autant meilleur que I'intervalle AE
entre la derniére bande occupée et la premiére bande permise vide est plus grand
nous reviendrons plus lomn sur ce point.

e —— e — .

u e | AE

FIGURE 5

Schéma montrant les niveaux individuels occupés par les électrons au zéro absolu (parties en gris);
E; est 'énergie individuelle la plus élevée,

Dans un conducteur (fig. a), E; (qui coincide alors avec le niveau de Fermi u) tombe & I'intérieur
d*une bande permise, appelée « bande de conduction »; les électrons d'énergie voisine de E, peuvent
alors étre facilement accélérés, car les états d’énergie légérement supérieure leur sont accessibles.
Dans un isolant (fig. b), E; coincide avec le sommet d’une bande permise appelée « bande de valence »
(le niveau de Fermi y est alors situé dans la bande interdite adjacente); les électrons ne peuvent étre
excités qu'en franchissant la bande interdite, ce qui exige une émergie au moins égale a la
largeur AE de cette bande.

e i Y R I e
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. COMPLEMENT Dy

Complément Dy,

EXERCICES

= ——

1. Soit h, '’hamiltonien d’une particule; on suppose que |'operateur h, n’agit
que sur les variables orbitales, et posséde trois niveaux équidistants d’énergies 0,
hw,, 2hw, (00 w, est une constante réelle et positive), non-dégénérés dans 'espace
des états orbitaux &_ (dans l'espace des états total, la dégénérescence de chacun
de ces niveaux est égale & 25 + 1, s étant le spin de la particule). Du point de vue des
variables orbitales, on s’intéresse uniquement au sous-espace de &, engendré par
les trois états propres correspondants de h,,.

a. On considére un systéme de trois électrons indépendants dont ['hamil-
tonien s’écrit :

H = ho(l) + hy(2) + hy(3)

Trouver les niveaux d’énergie de H et leur degré de dégénérescence.
bh. Méme question pour un systeme de trois bosons identiques de spin 0.

2. On considére un systéme de deux bosons identiques de spin s = 1 plonges
dans le méme potentiel central ¥(r). Quels sont les termes spectraux (cf. complé-
ment By v, § 2-b) correspondant aux configurations 1s*, 1s2p, 2p*?

3. On considére l'espace des états d'un électron, sous-tendu par les deux
vecteurs | ¢, » et | @,, » représentant deux orbitales atomiques p, et p,, de
foncticns d’onde ¢, (r) et ¢, (r) (¢f. complément Ey,,, § 2-b):

@, (r) = xf(r)=sinbcosqrf(r)
@, [r) = yf(r)=sinOsingrf(r)

a. Ecrire, en fonction de | @, > et| @, >, létat | @, > quireprésente I'orbi-
table p, pointant dans la direction du plan xOy qui fait un angle « avec Ox.

b. On considére deux électrons dont les spins sont tous deux dans I'état | + ),
etat propre de S, de valeur propre + h/2.

Ecrire le vecteur d’état normé | ¥ > qui représente le systéme des deux élec-
trons, 'un étant dans I'état | ¢, ), l'autre dans 'état | ¢, .

c. Méme question, I'un des électrons étant dans I’état | ¢, ), I'autre dans I'état

| Py, 75 0 €t p étant deux angles quelconques. Montrer que le vecteur d’état |y )
obtenu est le méme.

d. Le systéme est dans I’état | Y > de la question b. Calculer la densité de
probabilit¢ 2(r, 0, @ r’, #, ¢') de trouver un électron en (r, 8, ¢), 'autre
en (¥, €', @'). Montrer que la densité électronique p(r, 6, @) [densité de probabilité
de trouver un électron quelconque en (r, 8, ¢)] a la symétrie de révolution autour
de I'axe O:z. Determiner la densité de probabilité pour que ¢ — @' = ¢,, ou @, est
donne; étudier la variation de cette densité de probabilité avec ¢,.
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. COMPLEMENT D,

dont les k premiers vecteurs constituent une base de &3. Montrer que les kets S | ¢}, ,
ou k + 1 < n < p, doivent étre des combinaisons linéaires des k premiers vec-
teurs l:le cette base en déduire, en cﬂ‘ectuant leur produit scalaire par les
. { ok | que ces * > (avec n = k + 1) sont néces-

sairement nu!s.

c. Montrer a partir des résultats précédents que le caractére symétrique de
| ¥ > entraine :

2 Konl¥ol = 2 Konlvl

n=1
¢'est-a-dire :

Y| PS> =<yY|Pal¥>

ou P et P, désignent respectivement les projecteurs sur &3 et &

Conclusion : Les probabilités des résultats de mesure peuvent étre calculées
a partir de la projection du ket il,b‘} (appartenant 4 &) sur un sous-espace
propre & dont les kets n’appartiennent pas tous 4 €5, mais ou toutes les parti-
cules jouent un réle equivalent.

9. Densité simple et densité double
dans un gaz d'électrons libres au zéro absolu

¥

a@. On considére un systéme de N particules 1, 2, ..., i, ..., N de méme
spin 5. On suppose tout d’abord qu’elles ne sont pas identiques. Dans |'espace
des états &(i) de la particule (i), le ket |7 : ry,, m ) représente un état ou la parti-
cule (i) est localisée au point r, dans I'état de spin | m ) (mh : valeur propre de S,).

On considére I'opérateur :

Folrg) = Z [f ro,m ) {i: ru,m1® I{J"]:Ir

ou I(j) est 'opérateur identité dans I'espace &'(j).

Soit | ¢ ) I'état du systéme des N particules. Montrer que { y | F,(r,) | ¥ > dt
represente la probabilité de trouver I'une quelconque des particules dans I'élément
de volume infinitésimal dr centré en r,, la composante de son spin valant mh.

b. On considére 'opérateur :

Gm(Fo, To) = | {1* T, m;jixg,m ) (itrgmijing,m |® [ Ik)
i=1 jei

ki,

Quelle est la signification physique de la quantité { ¥ | G,,,..(r,, r5) | ¥ > drdt,

ou dr et dt’ sont des volumes infinitésimaux ?
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APPENDICE |

Appendice |
SERIES DE FOURIER ET TRANSFORMATION DE FOURIER

e

1. Séries de Fourier

a. Foncrions périodigues
b. Développement d'une fonction périodigue en série de Fourier
c. Egalité de Bessel-Parseval

2. Transformation de Fourier
a. Définitions
b. Propriétés simples
c. Formule de Parseval-Plancherel
d. Exemples
e. Transformation de Fourier dans 'espace a trois dimensions.

Cet appendice est destiné 4 rappeler un certain nombre de définitions, de formules
et de propriétés utiles en mécanique quantique. Il n’est pas question d’entrer ici
dans le détail des raisonnements, ni de donner une démonstration rigoureuse des
théoremes mathematiques.

1. Séries de Fourier

a. FONCTIONS PERIODIQUES

Une fonction f(x) d’'une variable est dite périodique s’il existe un nombre
réel non-nul L tel que pour tout x :

flx+ L) = f(x) j (1)

L est appelé période de la fonction f(x).

Si f(x) est périodique de période L, elle admet également pour périodes
tous les nombres nL, ol n est un entier positif ou négatif. On définit la période
fondamentale L, d’une telle fonction comme sa plus petite période positive (on
utilise souvent en physique le terme « période » pour désigner en fait la période
fondamentale d'une fonction).

REMARQUE

A partir d’'une fonction f(x) définie seulement sur un intervalle fini
la, b] de I'axe réel, on peut construire une fonction f,(x), égale & f(x) sur
[a, b] et périodique de période (b — a); f,(x) est continue si f(x) I'est et si :

fb) = fla) (2)
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TRANSFORMATION DE FOURIER

Dans cet appendice, nous utiliserons la définition (28) de la transformée
de Fourier, comme on le fait couramment en mécanique quantique, au lieu de la
définition habituelle (26). Pour revenir a cette derniére, il suffit d’ailleurs de
remplacer dans toutes les formules qui vont suivre h par 1 et p par k.

b. PROPRIETES SIMPLES

Nous symboliserons les formules (28) et (29) par la notation condensée :

Wp) = Z[Y()] (32-2)
ix) = F[Y(p)] (32-b)
On démontre facilement les propriétés suivantes :
() ¥(p) = F[¥(x)] = ¥(p — po) = F[e*" Y(x)] (33)

E_—Ipxnﬁ@@] = FY(x — xo)]

Ceci découle directement de la définition (28).

@ 70 = # W] — # el = (%) (34)
Il suffit pour le voir d’effectuer le changement de variable d'intégration :
Ho=.CX (35)
En particulier :
FL(= x)] = ¥(- p) (36)

Si donc la fonction (x) est de parité déterminée, sa transformée de Fourier a la
méme parité.

(iil)  P(x) réelle ~ [P =v(-»p) (37-a)
¥(x) imaginaire pure < [¥(p)]* = — ¥(- p) (37-b)
Les mémes relations sont valables si I'on intervertit les fonctions v et ﬁ

(iv) Si f'™ désigne la dérivée néme de la fonction f, des dérivations successives sous
le signe somme donnent a partir de (28) et (29) :

F"(x)] = ({3) w(p) (38-a)
7o) = #| (- 5) o (38-b)

(v) Le produit de convolution de deux fonctions y,(x) et ¥ ,(x) est par définition
la fonction y(x) égale a :

W) = j Gy bl VNG~ ) (39)
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APPENDICE I

Appendice |l
LA « FONCTION» & DE DIRAC

T T

T —

1. Introduction; principales propriétes

a. Imtroduction de la « fonction » &
b. Fonctions tendant vers &
c. Propriétés ded

2. La « fonction » § et la transformation de Fourier

a. Transformée de Fourier de &
b. Applications
3 Primitive et dérivées de la « fonction » &

a. d est la dérivée de la « fonction-saut »
b. Dérivées de &

4. La « fonction » 8 dans I'espace 4 trois dimensions.

La « fonction » & est en réalité une distribution. Nous allons la considérer ici
du point de vue de la physique et la traiter comme une fonction ordinaire; cette
approche, bien que non-rigoureuse mathématiquement, est suffisante pour les

applications a la mécanique quantique.

1. Introduction ; principales propriétés

a. INTRODUCTION DE LA « FONCTION » §

Considérons la fonction 6'*'(x) donnée par (¢f. fig. 1) :

‘-ﬁm{}.‘}
1
£
FIGURE |
-
R 3 2 x Fonction &''(x) : créneau de largeur &, de
2 2 hauteur 1/z, centré en x = 0.
0'9x) = — pour -% o {%
E
=0 pour x| s (1)
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APPENDICE NI

(iv) J dxd(x — y)d(x — z) = 8(y — 2)

o0

(28)

L'égalité (28) peut se comprendre en partant de fonctions 6“'(x) du type de celles repré-
sentées sur la figure 1. L'intégrale :

Fi'y, z) = J. dx é*Mx — y) 6¥ (x — 2)

(29)

est nulle tant que |y — z| = &, c'est-a-dire tant que les deux créneaux ne se recouvrent pas (fig. 2).

6x — y)

R

[

i

5)x — 2)
/

1
E

".E N ———

FIGURE 2

Fonctions §(x — y) et 6"(x — z) : deux
créneaux de largeur ¢, de hauteur 1/¢, cen-
trés respectivement en x = yet x = z.

La valeur maximale de I'intégrale, obtenue pour y = z, vaut |/s. Entre cette valeur maximale
et 0, la variation de F*)(y, z) avec y — z est linéaire (fig. 3). On voit alors immédiatement
que F*)y, z) tend vers 6(y — z) quand ¢ — 0.

i

4 Fy, 2)

FIGURE 3

Variations en fonction de y — z du pro-
duit scalaire F*'(y, z) des deux fonctions
créneaux représentées sur la figure 2 : ce
produit scalaire est nul quand les deux cré-
neaux ne se recouvrent pas (|y — z| = &),
maximal lorsqu'ils coincident. F“(y, z)
tend vers &(y — z) quand ¢ —= 0.

REMARQUE

Une somme de fonctions é réguliérement espacées :

q

3 ox — aL)

(30)

peut étre considérée comme une « fonction » périodique de période L. En lui
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FONCTION DELTA DE DIRAC

et plus généralement :

frﬂr 5 — £o) 1) = f(ro) (58)

On peut décomposer d(r — r,) en un produit de trois fonctions a une
dimension :

o(r — rg) = d(x — xq) d(y — y,) d(z — z,) (59)
ou, si I'on utilise les coordonnées polaires :
1
or — rg) = —5——0(r — r5)3(6 — 65) e — ¥o)
r- sin
1
= :J-E{r — rg) 6(cos 8 — cos B,) e — @) (60)

Les propriétés énoncées ci-dessus pour d(x) se généralisent aisément a é(r).
Signalons de plus la relation importante :

a(i) - — 4n (1) (61)

r

ol 4 est 'opérateur laplacien.

La formule (61) se comprend facilement si I'on note que, en électrostatique, une charge
électrique ponctuelle g placée a l'origine peut étre décrite par une densité volumique p(r)
égale a :

plr) = g é(r) (62)

On sait en effet que le potentiel électrostatique produit par cette charge a pour expression :

qg 1
Uir) = 41:5.:,? (63)

La relation (61) est alors simplement I'équation de Poisson dans ce cas particulier :
1
4U(r) = = — pfr) (64)
L]

Pour démontrer (61) de fagon rigoureuse, il faut faire appel 4 la théorie mathématique
des distributions. Nous nous contenterons ici d'une « démonstration » élémentaire.

Remarquons tout d’abord que le laplacien de 1/r est partout nul, sauf peut-étre a I'origine
par suite des singularités qui s’y produisent. En effet :

(dl +2 d)l 0 %0 (65)
—— i | = zn pour r
drf rdr/ T

Soit alors g, (r) une fonction égale & 1/r lorsque r est extérieur a la sphére S, de centre O
et de rayon &, et prenant dans cette sphére des valeurs (de 1'ordre de 1/z) telles que g,(r) soit
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APPENDICE I

c. THEOREMES FONDAMENTAUX

Rappelons tout d’abord un certain nombre de définitions. Le centre de masse,
ou centre de gravité, d'un systéme est le point G de coordonnées :

n
E. m;r;

i=1l

I'e =—— (6)

L’'énergie cinétique totale du systéme vaut :
A I .2
I'= z 3 m; I; (7)
i=]

ou r; est la vitesse de la particule (i). Le moment cinétique par rapport a l'origine
est le vecteur :

n
E: E]‘i}{miﬁ (8]
On démontre alors aisément les théorémes suivants :

(/) Le centre de masse d’un systéme se déplace comme le ferait une particule
ponctuelle dont la masse serait la masse totale du systéme et sur laquelle agirait
la resultante de toutes les forces intervenant dans le systéme :

PRI 0

i=1

(if) La dérivée par rapport au temps du moment cinétique pris en un point
fixe est égale au moment des forces par rapport a ce point :

#= 3 rxF, (10)

i=1

(fif) La variation de I'énergie cinétique entre deux instants f, et f, est
¢gale au travail fourni par |’ensemble des forces au cours du mouvement entre ces
deux instants :

2

T(t) - T(t,) = | 3 F,.i dr (11)

:1 i=1

Siles forces intérieures satisfont au principe d’égalité de I'action et de laréaction,
et si elles sont dirigées suivant les droites joignant les particules qui interagissent, leur
contribution a la résultante [équation (9)] et au moment par rapport a I'ori-
gine [ équation (10)] est nulle. Si de plus le systéme considéré est isolé (c’est-a-dire
s'il n'est soumis & aucune force extérieure), le moment cinétique total.%est constant
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APPENDICE Il

ou y(r, r) est une fonction scalaire quelconque.

11 est tout d’abord facile de vérifier 4 partir des relations (46) que :

VxAlr,t)= Vx Alr, 1)
- YU, 1) - }% Allr,t) = — VU(r, 1) - Eat-ﬁ[r, t) (47)

Toute jauge { A’, U’ } satisfaisant (46) donne donc les mémes champs électrique et magnétique
que { A, U }.

Réciproquement, si deux jauges { A, U} et { A", U’} sont équivalentes, il existe
forcément une fonction y(r, ) permettant de les relier par les formules (46). En effet, comme
par hypothése :

Bir,t) = Vx Alr,t)= Vx A'r, 1) (48)
ona :

Vx (A" — A)=0 (49)
Ceci implique que A" — A est le gradient d'une fonction scalaire :

A'— A=Vyr1) (50)

z(r, 1) n’est pour le moment déterminée qu'a une fonction quelcongue f(r) de ¢ prés. D autre
part, le fait que les deux jauges soient équivalentes entraine :

E(r,t) = — VU(r, 1) — %A{r, f)= — VU'(r, 1) — Eﬁ‘[r, ) (51)
c'est-a-dire :
V(U - U) +*§-I{A' —A)=10 (52)

D’aprés (50), on aura donc nécessairement :
, d
ViU = U)= - ?Hﬂr, 1) (53)
. 0 o :
Les fonctions U — U et — E x(r, t) ne peuvent par suite différer que par une fonction de ¢;
on peut alors choisir f(t) pour les rendre égales :

Lo d
U' = U = — = e, 1 (54)

ce qui achéve de déterminer la fonction y(r, ¢) (2 une constante additive prés). Deux jauges
équivalentes vérifient donc nécessairement des relations de la forme (46).

B.  Equations du mouvement et fonction de Lagrange

Dans le champ électromagnétique, la particule chargée est soumise a la force
de Lorentz :

F=g[E+vxB] (55)
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N.B. Les références suivies de (¢) renvoient d un exercice.

Absorption
— collisions avec 940
— d’un gquantum, d'un photon
1285, 1312, 1324

— de plusieurs photons 1328, 1332 (e)

Accepteur (d'¢lectrons) 1440
Acétyléne (structure) 860
Action 334, 1489
Adiabatique (branchement d'un poten-

tiel) 902, 921
Adjoint {opéraleur) 117
Ammoniac 453, 856
Amplitude

— de probabilité 253, 258

— de diffusion 899, 924
Anharmonicité : voir oscillateur anharmo-

nique
Annihilation (opérateur d°) 487. 497
Anticroisement de niveaux 408, 466
Antiliant (état moléculaire) 1169
Antirésonnant (terme) 1285
Antisymétrique (état) 1374, 1378
Antisymétriseur 1374, 1378
Atomel(s)

— wvoir hydrogéne, hélium, hydroge-

noides

— & plusieurs électrons 1404, 1412

— muonigques 524, 821

— hadroniques 823
Autler-Townes (effet) 1352 (e)
Autoionisation 1338, 1413
Azimutal (nombre quantique) 793

Bandes d'energie
— permises ou interdites
372, 377, 381, 1146, 1426

— de valence, de conduction 1439
Barriére de potentiel

— carree 37, 73, 364

— en fonction delta 88 (e)

— de forme quelconque 358
Base de l'espace des états

— discréte 97, 122

— continue 105, 122

— mixte 105, 138

— relations caractéristiques 107, 124, 146
Benzéne 409, 478 (e)

Bessel
— égalité de Bessel-Parseval
— fonctions de Bessel sphériques
915, 933, 934, 935

1455

Bloch

— équations de 449, 1317, 1320

— fonctions de 1154

— théoréme de 636, 1155
Bohr

— frégquence de 249

— modéle de 47, 801

— rayon de 803, page de garde

-~ yOIr magneton
Boltzmann (constante de)
Born (approximation de) 909
Born-Oppenheimer (approximation de) 511, 1146

page de garde

Born-Von Karman (conditions de) 1435
Bose (condensation de) 1393
Bose-Einstein

— statistique de 1393

— loi de distnbution de 629
Bosons 1380
Bra 110, 125
Bragg (réflexion de) 373, 1158
Brillowin

— zones de 590, 1153

— formule de 439
Canoniques

— équations 1482

— relations de commutation 150, 222

Caractéristique (équation caractéristique

d'un opérateur) 134
Carrés (potentiels) 35, 68, 80, 269, 280
Central (potentiel ou champ)

— états stationnaires dans un 786

— diffusion par un 912

— approximation du 1404, 1412
Centre de masse 795, 1478
Centrifuge (potentiel) 791, 870, 875
Chaleur spécifique

— d'un solide 629, 1432

— d'un systéme a deux niveaux 631

— d'un gaz d’électrons 1430
Chemin d'espace-temps 332, 1489
Chimique

— liaison 410, 852, 1159, 1181

—~ potentiel 1431
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INDEX

Cinétique (moment)

— classique 1478
— théorie quantigue 645
— relations de commutation 648, 705, 710
— orbital 647, 648, 666
— intrinségque : voir spin

— représentations « standard » 657, 672

- lien avec les rotations 697

— conservation 647, 717, 989
— composition 987, 1017, 1077 (e), 1081 (e)
— couplage 987, 1062
— d'un photon 1330
— de deux particules identiques 1444 (e)
Circulaires (quanta) 742, 764
Classification périodique des éléments 1410
Clebsch-Gordan (coefficients de) 1013, 1025
Cohérences (de la matrice densité) 302
Cohérente (superposition d’états) 252, 296
Collisions 893
— avec absorption 939

— entre particules identiques
1367, 1397, 1402, 1443 ()

Combinaison linéaire d'orbitales ato-

miques 1141, 1163
Commutateur 168, 171, 174
Commutation

— relations canonigues de 150, 222

— compatibilité et commutabilité 231
Compatibles (observables) 231
Complémentarité 51

Complet (ensemble complet d'observables
qui commutent ;: ECOC) 143, 206 (e), 235, 159
Composition
— des moments cinétiques
985, 1017, 1077 (e), 1081 (e)

— des harmoniques sphériques 1033
Compton (longueur d’onde de)

808, 1208, page de garde

Condensation de Bose 1393
Conducteur 1438
Conductibilité électrique d'un solide 1437
Conduction (bandes de) 1439
Configuration électronique 1408, 1412

Conjugaison hermitique 116

Conjugué (moment) 1480, 213
Conservatifs (systémes) 245, 310
Conservation
— de la probabilité 237, 238
— de I'énergie 247
~ du moment cinétique 647, 717, 987
Constantes du mouvement 247, 312

Contact (terme de) 1211, 1220, 1245
Contamination (d’un état par un autre)
1092, 1106, 1260, 1273

Continu (spectre) 138, 218, 263
Continuum d’états finals 1289, 1337
Convolution (produit de) 1457

Corps noir 628
Corrélations entre deux systémes
293, 307, 1073, 1126

810, 1408
1165

Couche électronigue
Coulomb (intégrale de)

1512

Couplage
— entre deux états 403
— de moments cinétiques 989, 1062
— spin-orbite 991, 1207, 1215, 1252

Courant de probabilité
238, 280, 326, 342 [e), BM

— dans une diffusion 903

Création (opérateur de) 487, 497
Darwin (terme de) 1208, 1251
De Broglie
— relation de 18
— longueur d’onde de 19, 43

Décomposition spectrale (principe de)
15, 19, 216
Découplage (de structure fine ou hyper-

fine) 1237, 1265
Dégénérescence
— d'une valeur propre 132, 217, 259

— systématique (ou essentielle) et acci-

dentelle 20T, 794, 809, 828
— de parité 198
— de rotation T18, 1046
— d’échange 1369, 138]
— levée par une perturbation 1088, 1096
Delta (fonction de Dirac)
— généralités 1462
— utilisation en mécanique quantigue
103, 112, 278

— puits et barriéres en fonction delta
87 (¢), 88 (e), 89 (e), 1354 (e)

Densité
— opérateur et matrice 295, 436
— d’états 380, 1156

1289, 1339, 1429, 433
— simple et double d'un gaz d'élec-
trons 1448 (e)
Déphasages (méthode des)
912, 939, 948, 950 (e), 1455 (e)

Désintégration 1337
Déterminant de Slater 1384
Deutérium 816, 1076 (e)
Diagonalisation
— d'un opeérateur 132
— d’une matrice 2 x 2 418
Diamagnétisme 839, 881 (e)
Diffusion
— par un potentiel 891
— par un potentiel central 912
— section efficace de 895, 904, 924, 941
— ¢tats stationnaires de 297, 922
— amplitude de 899, 024
— équation intégrale de la 206
— résonances de 926, 951 (e)
— d'ombre 942

— de particules de spin 1/2 1072, 1078 (e)

— par une sphére dure 949. 951 (e)

— facteur de forme de 1353 (e)
Dipolaire électrique

— approximation 1300, 1302

— transitions et régles de sélection 849, 1303
= moment 1052



INDEX

Dipolaire magnétique
= hamiltonien
— transitions et régles de sélection
1068, 1306, 1308, 1317

1305

— moment 1056
Dipole-dipdle (interaction)

— entre deux moments électriques 1122

— entre deux moments magnétiques

1110, 1211, 1244

Dirac

— notations de 108

— équation de 1205, 1218

- voir delta, Fermi
Distribution

— de Bose-Einstein 629

— de Fermi-Dirac 1431
Donneur (atome) 820, 1440
Doppler (effet) 1358 (e)
Dualité onde-corpuscule 11, 43, 51

Durée de vie 336, 468, 622, 1270, 1338, 1347

Eau (structure) 836
Ecart quadratique moyen
— définition générale 230
— de deux observables conjuguées 286
Echange
— dégénérescence d’ 1369, 1381
— terme d’ 1394, 1399
— ntegrale d’ 1420
Eckart : voir Wigner
E.C.O.C. 143, 206 (e), 235, 159

Efficace (section) : voir section

Ehrenfest (théoréme d') 242, 313
Einstein
— relations de Planck-Einstein 10
— modele d’ 317, 629
— température d’ 636
— loi de distribution de Bose-Einstein 629
— paradoxe d’Einstein, Podolsky,
Rosen 294, 1074
— coefficients d’ 1314
Elastique (diffusion) 894
Elastiquement lié (électron) 1308

Electrodynamique quantique 621, 1219, 1253

Electromagnétique(s)
— champs et potentiels 314, 1485
— gquantification du champ 607

— interaction d'un atome avec une onde 1297
Electron

— masse et charge : page de garde

— spin 955

— gaz d’électrons libres 1426
— de conduction 1439
Eléments {classification périodique des) 1410

Elliptiques (coordonnées) 1161
mission
— induite
— spontanée
_ 336, 622, 1273, 1315, 1338, 1348
Energie : voir conservation, incertitude
Ensemble complet d’observables qui com-
mutent (E.C.0.C) 143, 206 (e), 235, 159

Entrainement du noyau (effet d°) 817

1285, 1312, 1325

Essentielle (dégénérescence) 201, 718, 794, 1046

Etahment d'un paquet d'ondes 65, 341 (e)
tat
— vecteur d'état 108, 214, 235
— évolution dans le temps 222, 308
— stationnaire 33, 68, 246, 350
— propre 17, 132, 216, 231
— aprés une mesure 220
— voIr densité
Ethane (molécule d°) 1192 (e)
Ethyléne
— structure 264
— oscillations de torsion 519
Evanescente (onde) 38, 72, 75, 83, 282
Evolution
— du vecteur d’état 222
— des valeurs moyennes 240
— opérateur d’ 308
Exciton 820

Exclusion (principe d’)
1383, 1390, 1408, 1427, 1430, 1439

Fermeture (relation de) 99, 122
Fermi

— régle d’or de 1291

— énergie de 1392, 1429, 1432

— mniveau de 1431, 1432, 1437

— voir Fermi-Dirac
Fermi-Dirac

— statistique de 1393

— distribution de 1431
Fermions 1380
Ferromagnétigue 1422
Feynman

— postulats de 334

— théoréme de Hellmann-Feynman 1182
Finals (états)

— continuum d’ 1289, 1337

— densité d’ 1289, 1339
Fine (structure)

— constante de 808, page de garde

— des raies spectrales 05§

— hamiltonien de 1205, 1248, 1424

— de I'hydrogéne 1211

— de 'hélium 1423
Fonction d’onde 19, 94, 146, 225
Fondamental (etat) 48, 355, 493, 504
Forme (facteur de) 1353 (e)

Fourier (séries et transformation de) 1452
Gerlach : voir Stern
Green (fonctions de) 330, 907
Gyromagnétique (rapport)
- orbital 844
— de spin 387, 441, 960

H; (ion moléculaire) 89 (e), 413, 410, 1159
Hadroniques (atomes) 823
Hall (effet) 1435
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Hamiltonien 245, 222, 1481
— d'une particule dans un potentiel
scalaire 224

— d'une particule dans un potentiel

vecteur 224, 316, 321, 1488
— d'une particule dans un potentiel
central 788, 1482
Hamilton-Jacobi (équations de) 213, 1482
Hanle (effet) 1332 (e)
Harmonique(s)
— voir oscillateur
— génération d’ 1327, 1329
Harmoniques sphériques 670, 684

— expressions pour [ =0, 1, 2 689

— composition des 1033
Heaviside (fonction saut de) 1468
Heisenberg

— relation d'incertitude de

27, 46, 48, 51, 60, 231, 287

— point de vue de 311

Hélium

— isotopes *He et *He 1381, 1393, 1425

— mniveaux d'énergie 1412

— ion He™ 821

— sohidification 519
Hellmann-Feynman (théoréme de) 1182
Hermite [polyndémes de) 499, 519, 54]
Hermitique

— .opérateur 120, 129, 136

— ‘conjugaison 116
Hybridation des orbitales 852, 1174
Hydrogéne (atome d')

— modéle de Bohr 47, 801

— théorie quantique 48, 801

— énergie d'ionisation 803, page de garde

— fonctions d’'onde stationnaires 813
— dans un champ magnétique 837, 839
— structure fine 1211
— énergies relativistes 1219
— structure hyperfine 1219
— effet Zeeman de structure fine 1237, 1261
— effet Zeeman de structure hyperfine 1224
— effet Stark 1270
— déplacement de Lamb 622, 1219
— maser 4 hydrogéne 1224
Hydrogénoides (systémes) 815, 1135
Hyperfin(e)
— structure : voir hydrogéne, muonium,
positronium, effet Zeeman
— hamiltonien 1210, 1239
Identiques (particules) 1364
Impact (paramétre d’) 917, 943

Impulsion 213, 222, 225, 316, 321, 1480
Incertitude (relations d')
— de Heisenberg
27, 46, 48, 51, 60, 231, 287
— temps-énergie 250, 1286, 1349
Induite : voir émission

Inégalité de Schwarz 165
Instabilité 336, 468, 622, 1337
Interaction (point de vue d') 346 (e)
Interdite

— voir bande

— transition 1304
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Interférences 11, 51, 253, 1394
Intrinséque (moment cinétique) : voir spin
Invariance de jauge 34

lonmisation (énergie d') : voir hydrogéne
Isolant 1438
Jacobi : voir Hamilton

Jauge 314, 1302, 1485

Ket 109, 124, 1382
— VoOIr état
Kuhn : voir Thomas

Lagrange (équations de) 213, 1479, 1490
Lagrangien 213, 1479

— particule dans un champ eélectro-
magnétique 316, 1487

— formulation lagrangienne de la méca-
nigue quantique 332
Lamb (déplacement de) 622, 1217, 1348
Landau (niveaux de) 751
Landé (facteur de) 1045, 1076 (e), 1230, 1265

Laplacien
— de Ijr 1471
— de Y76, p)/r*! 1473
Largeur naturelle 338, 448, 1349
Larmor (précession de) 388
402, 441, 841, 1230
Lasers 1319, 1329
Legendre

— polynomes de 693
~ fonctions associées 694
Liaison chimigque 410, 852, 1159, 1181
Liant (état moléculaire) 1169
Libre (particule) 22

— états stationnaires d'impulsion définie
27, 914, 937

— gtats stationnaires de moment cinétique
défini 912, 913, 928
— paquets d'ondes 29, 62, 3] (e)
Limites (conditions aux) 351, 374
= voir périodiques

Linéaire
— VOir opérateur
— réponse 1308, 1316, 1323
— susceptibilité 1324
Longueur d’onde
— de L. de Broglie 19, 43

— de Compton 808, 1208, page de garde
Magnétique (champ)
— particule chargée dans un

224, 240, 314, 751
— atome d'hydrogéne dans un
837, 839, 1224, 1237, 1261

— oscillateur harmonique dans un 881 (e)

— multiplet dans un 1046
Magnétiques (interactions) 1204, 1209, 1420
Magnétique (nombre quantigue) 793
Magnétique (résonance) : voir résonance
Magnéton de Bohr

— électronique 841, page de garde

— nucléaire 1210, page de garde



INDEX

Marche de potentiel 37, 70, 8O, 281

Maser 1224, 1319, 1329
Masse
— centre de 795, 1478
— réduite 7196
— corrections relativistes 1206, 1250
Matrice(s) 125, 126
— adjointe 129
— hermitique 129
— unitaire 178
— de Pauli 415
— diagonalisation d'une matrice 2 x 2 418
— densite 295, 436
Melange statistique d'états 253, 296, 300, 437
Mendeleieff (classification de) 1410
Mesure
— postulats généraux 216, 226
— ¢tat apres une mesure 220, 226
— sur un spin 1,2 386, 396

— sur une partie d'un systéme physique 290
Métastable (état) 1273
Méthane (structure du) 866
Minimum (paquet d’ondes) 287, 505, 573
Modes propres de vibration 576, 587, 607

Molécule(s)
— vibration 510, 1107
— rotation 720, 776 (e)
— vibration-rotation 867

410, 852, 1159, 1181
856, 860, 864, 866

— liaison chimigue
— structure de quelques
Moment
— voir cinetique, dipolaire electrique,
dipolaire magnétique, quadrupolaire

— conjugué 213, 1480

— multipolaire 1049, 1080 (e)
Maéssbauer (effet) 1358 (e)
Multiplet 1046, 1412, 1424
Multipolaires (moments) 1049, 1080 (e)
Muon 524, 817, 821, 1257
Muoniques (atomes) 524, 821, 1136
Muonium 817, 1253
Neumann (fonctions sphériques de) 937
Neutron (masse du) page de garde
Niveaux

— d’énergie 34, 77, 350

— systémes 4 deux 385, 403, 1316, 1318

— systéme A trois 1352 (e)
Nombres quantiques

— bons 248

— voir azimutal, magnétique, principal,

radial

Non-linéaire

— réponse 1316

— susceptibilite 1328
Non-résonnante (excitation) 1308

Normales (variables) 579, 592, 609, 6l6

Norme
— d'une fonction d’onde 21, 96, 107
— d'un vecteur d'etat 111
— conservation de la 237

Noyau
— effet de volume du 526, 823, 1131, 1240
— effet d'entrainement du B17
— spin du 1060
— moments multipolaires du 1060
Observables 136, 139, 215
— mesure des 215, 225
— quantification des 222
— dont le commutateur vaut ik 187, 286
— pour des particules identiques 1375, 1387
- E.C.O.C. 143, 206 (e), 235, 159
Occupation (nombres d°) 1385
Ombre (diffusion d”) 941
Onde(s)
— fonction d'onde 19, 94, 146, 225
— longueur d’'onde de L. de Broglie 19, 43
— longueur d'onde de Compton 808
page de garde
— évanescente 38, 72, 75, B3, 282
— planes 22, 27, 100, 914, 937
— partielles 912, 919
— sphénques libres 912, 915, 930
Opérateur(s)
— définition 06, 114
— propriétés geneérales 166
— équation aux valeurs propres, diagona-
lisation 132, 158, 418
— représentation des 126
— hermitique 120, 136
— umnitaire 176
— fonction d'opérateur 169
— restriction d’un 168
— opérateur densité 295, 436
— d’évolution 308
— parite 192
— de translation 189, 557, 712
— de rotation 700, 972
— scalaires 712, 117
— vectoriels 713, 1038, 1079 (e)
- tensoriels 1079 (e), 1081 (e)
— de création et d’anmihilation 487, 497
— de permutation 1372, 1376
Oppenheimer : voir Born
Optique (théoréme) 945
Orbital
— moment cinétique 647, 648, 666
- £5 des états 96l
Orbitales
— atomiques B52, 1442 (e)
— moléculaires 1170, 1175
— combinaison linéaire d'orbitales ato-
miques 1141, 1163
Orthonormée (base) 97, 105, 107, 122, 138
Oscillateur anharmonique 483, 1104
Oscillateur (force d') 1311
Oscillateur harmonique
— & une dimension 481, 510
— & deux dimensions 736
— a trois dimensions 547, 824, 881 (e)
— dans un champ électrique 552
— en équilibre thermodynamique 623
— oscillateurs couplés 376, 587
— &tats quasi classigues 560
Oscillation entre deux eétats 411, 446, 1333
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INDEX

—

Paquet(s) d'ondes
— geéneralités 22
— propagation 29, 62, 243, 400
— étalement 62, 341 (e)
— minimum 287, 573
— libre gaussien 62
— dans une marche de potentiel 80
— dans un puits de potentiel 274
— dans un potentiel harmonique 573
— & deux dimensions >4
— 4 trois dimensions 58
— réduction du 220, 226, 265, 278
— électron dans un solide 1157
Paramagnétisme 839, 881 (e)
Parité
— opérateur 192
— des opérateurs multipolaires 1055, 1056
— d'une permutation 1377
Parseval
— égalité de Parseval-Plancherel 1458, 1468
— égalité de Bessel-Parseval 28, 1453
Partie principale 1464
Partielles (ondes) 912, 919
Pauli
— matrices de 415, 962
— théorie de 260
— hamiltonien de 990 (e)

— principe d'exclusion de
1383, 1390, 1408, 1427, 1430, 1439

Pénétrante (orbite) 1408
Périodigue(s)
— fonction 1452
— potentiel 366, 1150

1155, 1434
372, 377, 1146, 1426

— conditions aux limites
Permises (bandes)

Permutation
— opérateurs de 1372, 1376
— transformation des observables par
1375, 1380
— parité d’une 1377
Perturbations
— stationnaires 1084
— dépendant du temps 1276
Phase stationnaire (condition de) 27, 89
Phonons 587, 602
Photoélectrique (effet) 1338, 1354 (¢)
Photon 10, 607, 628, 1330
— voir absorption
Pilote (équation) 1317
Plancherel : voir Parseval
Planck
— relations de Planck-Einstein 10, 18
— constante de 11, page de garde

Plane (onde) 22, 27, 100, 914, 937
Podolsky (paradoxe d’Einstein-Podolsky-

Rosen) 294, 1074
Point de vue

— de Schrodinger ou de Heisenberg 311

— d’interaction 346 (e)
Polarisabilité

— ¢lectrique de NH, 467

— d'un oscillateur harmonique chargé 555

— d'un atome d'hydrogéne 1271

1516

Polarisation des composantes Zeeman 849, 1266

Polyndomes
— d'Hermite 499, 529, 541
— de Legendre 693
Polyndmiale (méthode)
— oscillateur harmonigue 535, 815
— atome d'hydrogéne 805
Pompage 1317, 1323, 1332 (e)
Positron 1253
Positronium B18, 1253
Postulats
— geénéraux 214
— de symétrisation 1380, 1400
Potentiel -
- ateur
- sﬂc'fI;lre ou vecteur 314, 224 1485
— central 786, 824, 912
~ centrifuge 791, 870, 875
— & symétrie cylindrique 881 (e)
— périodique 366, 1150
— diffusion par un K91
— de Yukawa 46
— d'un dipdle magnétique 1240

— wvoir barriére, puits, marche, carré
Précession de Larmor 388, 402, 441, 841

Principal (nombre quantique) 810
Probabilité
— des résultats d'une mesure 17, 19, 216
— amplitude de 19, 253, 258

— courant et densite de
19, 238, 280, 326, 342 (e)
— de transition 411
427. 445, 1281, 1289, 1290, 1315, 1356 (e)
Produit

— scalaire 95, 98, 106, 109, 147, 165

— d'opérateurs 96, 127

— tensoriel 153, 199, 292, 307, 429
Projecteur 114, 138, 168, 218, 221, 264, 1078 (e)
Projection (théoréme de) 1228
Propagateur 328
Propres (valeurs et vecteurs) 19, 34, 132, 158, 215
Proton

— masse page de garde

— spin ¢t moment magnétique 1209, 1240

— couplage hyperfin 1242
Puits de potentiel

— carré 39, 76

— carré sphérique 951 (e)

— infini & une dimension 79, 269

— infini & deux dimensions 199
— en fonction delta 87 (e), 89 (e)
de forme quelconque 350

Pur (état) 297
Quadrupolaire(s) électrique(s)
— hamiltonien 1305
— transitions et régles de sélection 1307
— moment 1054, 1195 (e)
Quantification
— régles de 222, 225
— de I'énergie 10, 18, 39, 77, 351

— des résultats d’une mesure

17, 215, 226, 390, 397
— du moment cinétique 386, 657
— du champ électromagnétique 616



INDEX

Quantité de mouvement
225, 316, 321, 1479, 1487

Quasi classiques (&tats) 560
560, 747, 773, 782 (e)
Quenching de métastabilité 1273

Rabi (formule de) 412, 427, 445, 1278, 1335

Radial(e)
— équation 789
— nombre quantique 793
— intégrale 1249
Raman (effet) 515, 731, 1332 (e)
Rayleigh (diffusion) 516, 734
Recouvrement (intégrale de) 1165
Recul (énergie de) 1358 (e)
Réduction du paquet d’ondes 220, 226, 265, 278
Réduite (masse) 796
Reiche : voir Thomas
Relatif (mouvement) 795
Relativistes (corrections) 1205, 1423
Relaxation 450, 1316, 1355 (e), 1356 (e)
Réponse linéaire, non-linéaire 1308, 1316
Représentation
— généralités 121
— représentations position et impulsion
144, 182
Résonance
— quantique 409, 1129, 1167
— magnétique 441, 1113, 1118, 1195 (e)
— de diffusion 74, 926, 958 (e)
— produite par une excitation sinuscidale
284, 1324, 1329, 1335
— integrale de 1165
Restriction d'un opérateur 168, 1095
Ritz (théoréme de) 1139

Rosen (paradoxe d’Einstein-Podolsky-Rosen)

294, 1074
Rotateur rigide 721, 1192 (e)
Rotation(s) 697
— opérateurs de 700, 970
— invariance par rotation et dégénérescence
essentielle 714, 1046, 1415, 1423
— des molécules

720, 776 (¢), 867
Rutherford (formule de) 949

Rydberg (constante de) page de garde
Saturation 1328
Saut (fonction) 1468
Scalaire
— produit 95, 98, 106, 109, 147, 165
— opérateur 712, N7
Schottky (anomalie de) 631

Schrodinger (équation de) 20, 222, 236, 302
— enreprésentations position et impulsion
184, 186
— résolution pour les systémes conservatifs

245
Schrédinger (point de vue de) i1l
Schwarz (inégalité de) 165

Section efficace

— de diffusion 895, 904, 924, 941
— d’absorption 942
— totale élastique 896, 941
— totale 945
Séculaire (approximation) 1289, 1334
Sélection (régles de) 249
— pour un opérateur pair ou impair 195

— pour les moments multipolaires
1059, 1080 (e)
— voir dipolaire électrique, dipolaire
magnétique, quadrupolaire électrique

Self-consistent (potentiel) 1406
Semi-conducteur 820, 1439
Singulet 996, 1420
Slater (déterminant de) 1384
Solides

— bandes d'énergie des électrons dans les
372, 377, 1146, 1426, 1437
— systémes hydrogénoides dans les 820
Spectre
— d’une observable 132, 216
— continu 138, 218, 263
Spectroscopique (notation) 810, 1176, 1217, 1418

Sphére dure (diffusion par uru:] 949, 951 {e)
Sphérique(s)
— harmoniques : voir harmoniques
— ondes sphériques libres 912, 915, 930, 937
— fonctions de Bessel 915, 934, 935 936
— fonctions de Neumann 937
Spin 955
— description gquantigque 386, 960, 963
— fictif 423, 1318

— gystéme de deux spins 1/2
429, 993, 1003, 1008, 1077 (e}
— couplage spin-orbite 989, 1207, 1215, 1252
— relation spin-statistique 1381
Spml:ur (a4 deux composantes) 965, 977
Spontanée (émission)
337, 622, 1273, 1315, 1338, 1348
Standard

— représentations standard pour le
moment cinétique 657, 672
— composantes standard d'un opérateur

vectoriel 1079 (e)
Stark (effet) 1270
Stationnaires (états) 33, 68, 246

— d'une particule dans un puits de

potentiel quelconque 350
— dans un potentiel périodique 366
— dans un potentiel central 786
Stationnaire (condition de phase) 27, 59
Statistique(s)
— relation spin-statistique 1381
— quantiques 1392
Stern et Gerlach (expénience de) 386
Stokes (raie Raman) 516, 734
Structure : voir fine et hyperfine
Superposition
— principe de 15, 215, 236, 252
— superposition cohérente 253, 296, 302
Susceptibilite
— électrique 467, 555, 1271.1310
— magnetique 1193 (e), 1432

— voir linéaire, non-linéaire, tenseur
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Symétrique
— ket, état 1374, 1378
— observable 1375, 1388
Symétrisation des observables 223
Symétrisation (postulat de) 1380, 1400
Symétriseur 1374, 1378
Tenseur

— de susceptibilité 1193 (e), 1352 (e)

— interaction tenseur 1112
Tensoriel (produit)

— définition et propriétés 153

— applications 199, 429

— état produit tensoriel 292, 307

Tensoriel (opérateur) 1079 (e). 1081 (e)
Termes spectraux 1412, 1418, 1442 ()
Thermodynamique (équilibre)

— généralités 304

— spin 1/2 439

— oscillateur harmonique 623

— gaz d'électrons 1431
Thomas-Reiche-Kuhn (régle de somme de) 1311
Thomas (précession de) 1207
Torsion (oscillations de) 519
Townes (effet Autler-Townes) 1352 (e)
Trace

— d'un operateur 166

— partielle 305
Transitions 1277

— a un ou plusieurs quanta
1285, 1328, 1351 (e)
— voir probabilité, interdite, dipolaire

clectrique, dipolaire  magnétique,
quadrupolaire électrique
Translation (opérateur de) 189, 557, 772
Transposition 1377
Triplet (état) 998, 1420
Tritium 816
Trou 1439

Tunnel (effet) 39, 74, 356, 459, 523, 1147, 1148

Unitaire (opérateur) 176, 309
Valence (bande de) 1439
Valeur moyenne d'une observable 227, 240
Valeur propre : voir propre

Van der Waals (forces de) 1120

Variations (méthode des)
1138, 1152, 1160, 1197 (e), 1198 (e)
Vecteur d’état : voir état

Vectoriel
— opérateur 713, 1036, 1079 (¢)
— modéle 1044, 1062, 1230, 1234
Yibration
— d'une molécule 510, 867
— des noyaux dans un cristal 517, 602, 630
Vide (fluctuations du) 621
Viriel (théoréme du) 343 (e), 1181
Vitesse
— de phase 29, 45
— de groupe 31, 45, 60, 65, 591, 1158
— généralisée 213, 1473

Volume (effet de)
Yon Karman : voir Born

526, 823, 1131, 1240

Wigner-Eckart (théoréme de)
1037, 1038, 1058, 1079 (e), 1228

Young (expérience des fentes de) 11
Yukawa (potentiel de) 246
Zeeman (effet)
— atome d’hydrogéne
sans spin B46
avec spin 1237, 1261

effet Zeeman de structure hyperfine 1224
— multiplet quelcongue 957, 1046
— oscillateur harmonique 4 trois dimen-

sions 881 (e)
— muonium 1256
— positronium 1259
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Quelques formules utiles

U : champ scalaire; A, B, ... : champs de vecteurs.
Vx (VU)=10 V.(VU) =AU
V. (¥x A)=0 Vx (Vx A)=V(V.A)—-AA

L=$r % ¥V
F’zii——ir x L
ror  hrt
]HI 2

A=—— k

R i iy
r ort h2p?

AxBxC)=(A.CB - (A.B)C
AxBxC)+Bx(CxA)+Cx(AxB)=0
(AxB).(CxD) =(A.C)(B.D)— (A.D)(B.C)

(A x B)x (C x D)

vV (UV)
A (UV)
V. (UA)
V x (UA)
V.(A x B)
V(A.B)

[(A x B).D]C — [(A x B).C]D
[(C x D). A]B — [(C x D). B]A

=UVV + V VU

= UAV + 2(VU).(VV) + VAU

=U V.A+ A VU

U VA 4+ (VU) x A

=B.(VxA)— A.(VxB)
=Ax(VxB)+Bx(VxA)+B.Y A+A.V B

Vx(AxB)=A (V.B)—B (V.A)+B.V A—A.V B

N.B. :

B.V A),=Bjd =Y B
d

B.V A est un vecteur dont les composantes sont données par :

¢
i A

(i = x,y,2)




i[pal've — 2AF02] = (v % A)

d/[d2/'ve — do(*vd)e] =

o dp/ e — xpl'vo) +

; =
(Vv xA) 5 W
(g ws )/[42/(°v )0 g ws — dol've] = v xA) dof're — z2/"ve = v x4A) Axp/'ve — 22/'wo) + z3

(p uts 1)/[Dp/®rp — gol{"y g ws)e] = (v xA) 22/°ve — (b)) = (v x4A) Wzp/pp — MV =¥ x A AL
e e 62 g ws 4 4 44 0, dgd do d 20 fp x 15
+ (¥ g uis) — + [Pl —— = g Berl 5 s o () W = +_m+ e _ M =
e 1 T VMg ey Vs ZARTTRAM NI vet et e TV A z5
B
£ D0 ) LUIS 4 ; h__ﬂm mEmemm uis _J T A2 4 i 32 2 L0 L0 A_:_m a_v dg o 2 22 1 LAp g = s mm

————— e = h. _— —_—— —_— —_— = J m
N2 1 ne’ e 2 1 ne net \me)ei W M2 N0 102 zL
| i i - = ﬂ

(g wis 4)/[do/ne] = YA ine = (nA) alzp/ne) + 3

s([geine] = YA di[doing] = "na Adpine) + o

pine = 1A dojne = “(NA) “a(xp/ne) = NA m

dsoa'y + dusy — ="y (24 Xy = p &

m

gus 'y — gsod’y = b 500y + dus Ty — =y (24 x)y ="y L

ps 'y + gusy =y dus F + o s0d "y =y (24 %)y = "] M

Eul-u..r .._r mﬂ_bv__. + ..ﬁ_hw.... = ¥ n_.u_um._. 4 Bﬂ.iv_... + _n_Hi—_._.. = ¥ nﬂnv... + hﬂn—u... + HHHT_. T _{ w

(&9 0= n (z'dd)n = 71 (z4x)n =n 2

i A
o
ah o
A - A= e 0 A - = 0
iy *a
h....|!.\\l
o A W
‘aw av
Y el R
sanbugydg sanbupuljAn sauuaisglIen

S99UUOPI00D AP SBWIISAS



