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Avertissement important : « mode d’emploi »

I’exposé qui va suivre est composé de deux parties distinctes, bien
qu’imbriquées : les chapitres et les compléments.

— Les chapitres contiennent les notions de base : a quelques develop-
pements et quelques variations prés, ils correspondent a un cours réellement
enseigné dans le cadre de la maitrise de physique.

Ces chapitres, au nombre de 14, forment un tout, qui peut étre étudié
indépendamment des compléments.

— Les compléments suivent chacun des chapitres; ils sont repérés
par une lettre a laquelle, en indice, est adjoint le numéro du chapitre auquel
ils sont attachés (par exemple, les compléments qui suivent le chapitre V
sont notés, dans 'ordre : Ay, By, Cy, etc...), et peuvent &tre immédiatement

: figurant en haut des pages correspondantes. A la

distingués par le signe

fin de chaque chapitre figure une liste de ses compléments, dont le nombre
est variable (de 2 a 14). Cette liste est assortie de quelques commentaires et
pourra étre utilisée comme un guide de lecture.

Les compléments sont de types divers : certains sont par exemple des-
tinés a faciliter I'assimilation du chapitre auquel ils sont attachés, ou a pre-
ciser certains points; d’autres peuvent également indiquer des applications
physiques concrétes, ou encore ouvrir des perspectives sur différents domaines
de la physique; I'un de ces compléments (généralement le dernier) regroupe
des exercices.

Les compléments sont de niveaux variés : tous peuvent étre compris a
partir des chapitres qui les précédent, mais certains en sont des applications
ou des prolongements trés simples, alors que d’autres sont plus difficiles
(quelques uns d’entre eux pouvant méme se situer au niveau du troisiéme
cycle).

En aucun cas, il n’est conseillé d’étudier I'ensemble des compléments
d’un ‘chapitre dans [l'ordre ou ils se présentent. Suivant ses préoccupations

et ses intéréts, le lecteur en choisira un petit nombre (par exemple 2 ou 3),
plus quelques exercices; les autres compléments pourront étre réservés pour
une lecture ultérieure.
Signalons enfin que, dans le texte des chapitres et des compléments,
“'certains passages pouvant étre sautés en premicre lecture sont imprimeés en
petits caractéres.
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Préface 4 la seconde édition

Dans cetie seconde édition de notre ouvrage, qui parait simultanément en frangais
anglais, nous avons apporté quelques modifications au texte. Outre la correction de que
erreurs typographiques, nous avons réécrit un certain nombre de courts passages. La plus gt
différence avec la premiére édition est la présence d’une bibliographie assez détaillée que
trouvera 4 la fin de chaque tome. Nous avons ajouté 4 chaque chapitre et a la plupart des com
ments des conseils de lecture destings & orienter plus particuliérement vers tel ou tel ouvry
lecteur qui « veut en savoir davantage ».

Nous remercions tous ceux qui nous ont fait bénéficier de leurs remarques et nous
signalé des erreurs dans la premiére édition. Nous pensons en particulier aux commentaires
Nicole et Dan Ostrowsky nous ont fait au cours de la mise au point de I'édition anglaise,
remerciements vont également 4 Madame Audouin, bibliothécaire au laboratoire de phys
de PE.N.S., pour son aide efficace lors de Ja mise au point de la bibliographie.

C. Cohen-Tann
B. Diu
F. Laloé
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Introduction

Structure et niveau de 'ouvrage

Il n’est pas nécessaire d’insister sur Pimportance capitale de la mécanique
quantique en physique et en chimie modernes. Cette importance se traduit bien
entendu sur le plan de 'enseignement : les programmes frangais actuels, par exemple,
prévoient upe initiation, essentiellement qualitative, aux idées quantiques fondamen-
tales deés la deuxieme année d’Université, puis, en derniére année de la maitrise de
physique (certificat C 3), une étude détailiée de la mécanique quantique de base et
de ses applications les plus importantes.

Ce livre est directement issu d’une expérience de plusieurs années d’ensei-
gnement de la mécanique quantique au niveau de la derniére année de maitrise,
dans le cadre de deux sections fonctionnant en paralléle & la Faculté des Sciences
de Paris, puis dans les Universités Paris VI et Paris VIIL. Il nous a paru important

. de séparer nettement, dans la structure méme du livre, les deux aspects différents
‘mais complémentaires (cours et travaux dirigés) de Ienseignement donné au long
. de ces années. Ainsi s’explique la division de I'ouvrage en deux parties distinctes
(voir I'«avertissement important » au début du livre). D’une part, les chapitres
_proviennent des cours magistraux enseignés dans les deux sections, que nous avons
_confrontés, discutés et précisés avant de les rédiger. D’autre part, les « complé-
nents » ont pour origine les séances de travaux dirigés et de compléments de cours,
les exercices et problemes proposés aux étudiants, quelques exposés ou mémoires
urts préparés par certains d’entre eux, ainsi d’ailleurs que des enseignements
flectués dans d’autres circonstances ou & d’autres niveaux (en particulier en troi-
e le). Comme nous Pavons indiqué dans '« avertissement important »,
‘eiisemble des chapitres constitue dans notre esprit, & quelques modifications et
llégements prés, le cours que I'un ou Pautre d’entre nous enseignerait a des étu-
lants de quatriéme année d’Université ou de niveau équivalent. Par contre, il ne
aurait étre question, en une seule année, d’aborder tous les compléments, dont le
natériel a d’ailleurééfété(°progres‘sivement accumulé au cours des années : le lecteur,
nseignant ou étudiant, aura a choisir parmi eux, et méme dans certains cas a les
aguer, suivant ses préoccupations, ses gotts, et le but poursuivi.

&

%
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Lors de la rédaction de cet ouvrage, nous avons eu la préoccupation constant
de nous adresser aux étudiants de la maitrise de physique, tels que nous les avong
connus pendant plusieurs années : sauf dans quelques compléments, nous noy
sommes interdit de dépasser le nivean ainsi défini tout en nous efforgant de tenj
compte des difficultés que nous avons vu surgir dans la compréhension et Pass
milation de la mécanique quantique, ainsi que des questions posées par les étudiants
Bien entendu, nous espérons que ce livre pourra également étre utile a d’autr
lecteurs (¢leves de grandes écoles, étudiants de troisicme cycle et chercheurs déby
tants, professeurs de enseignement secondaire, etc...).

1l n’est pas indispensable, pour aborder cet ouvrage, d’avoir déja eu un pre
mier contact avec la physique quantique : & quelques exceptions prés, ce n’eta
le cas d’aucun des étudiants qui suivaient notre enseignement. Par contre, il noy
parait nécessaire de compléter I'enseignement de la mécanique quantigue tel qu
nous le proposons (voir ci-dessous 1'« esprit général de expose ») par un cours (
physique atomique (au sens large du terme), plus descriptif et plus concrétemen
lié & 'expérience.

Esprit général de I'exposé

Il nous semble que la meilleure maniére de se familiariser avec la mécaniqu
quantique est de s’en servir pour résoudre des problémes concrets. C'est pour
quoi nous nous sommes efforcés d’introduire aussi ot que possible les postulal
de la mécanique quantique (dés le chapitre 11T), afin de pouvoir les appliquer ensuit
dans le reste de I'ouvrage. Nous avons en effet constaté au cours de notre ensg
gnement qu’il valait mieux regrouper I'ensemble des postulats au début pluts
que de les introduire en plusicurs étapes. De méme, il nous a semblé préférabl
d’utiliser d’emblée I'espace des états et les notations de Dirac : lorsqu’on développ
d’abord la mécanique ondulatoire en travaillant uniquement avec des fonction
d’onde, et qu’on présente seulement aprés le formalisme plus général des kets et d¢
bras, on est fatalement conduit & des redites; mais surtout, ce changement tard
de notations risque de dérouter étudiant et de lui apparaitre comme une remis
en question de notions qu’il vient & peine d’acquérir et n’a donc pas compléterniel
assimilées.

Aprés un chapitre d’introduction qualitative des idées quantiques, destit
4 familiariser le lecteur avec ces nouvelles idées au moyen d’analogies optiqu
simples, nous présentons de maniére synthétique les outils mathématiques (chi
pitre IT) et les postulats de la mécanique quantique (chapitre I11). Dans le chapitre Il
I’effort de synthése porte non seulement sur I'énoncé des postulats, mais égaleme
sur la discussion de leur contenu physique, ce qui permet au lecteur d’avoir d ‘
départ une vue d’ensemble des conséquences physiques des nouveaux postulal
A partir du chapitre IV (en fait, dés les compléments du chapitre IIT), nous abl
dons le domaine des applications, en commengant par les plus simples (systeme
3 deux niveaux, oscillateur harmonique, ...), puis en compliquant progressiveme
(atome d’hydrogeéne, méthodes d’approximation, ...). Notre souci constant ¢

d’illustrer la mécanique quantique au moyen de nombreux exemples empruntﬁ
4 des domaines variés (physique atomique, moléculaire, physique du solide.
. ;

ciements. _
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e

Bien entendu, c’est 'aspect quantique des phénoménes qui nous intéresse principa-
lement dans ces exemples; il n’est pas question de traiter en détail tous les pro-
blemes spécifiques qu’ils peuvent soulever (et qui seraient du ressort d’ouvrages
spécialisés). Toutes les fois que cela est possible, les résultats quantiques sont com-
parés aux résultats classiques, de maniére a bien dégager les similitudes et les dif-
forences, et a développer ainsi progressivement chez le lecteur une intuition des
effets quantigues.

Ce point de vue essenticllement déductif nous a conduits 4 ne pas insister
sur introduction historique des idées quantiques, ¢’est-a-dire sur la présentation
et la discussion des faits expérimentaux qui ont imposé la remise en question des
idées classiques. Nous avons donc renoncé & une approche inductive, qui pour-
tant serait essentielle pour donner de la physique une image fidele, celle d’une
science confrontée aux faits expérimentaux, et par 13 en évolution permanente;
une telle approche nous parait micux adaptée 4 un cuvrage de physique atomique,
ou & un cours d’introduction 4 la physique quantique a un niveau plus élémentaire
(premier cycle par exemple).

De méme, nous avons délibérément écarté toute discussion des implications
philosophiques de la mécanique quantique et des autres tentatives d’interpréta-
son*... Bien que trés intéressante, une telle discussion nous parait devoir se situer
A un autre niveau : il nous semble en effet que, pour aborder ces questions de maniére
fructueuse, il est nécessaire d’avoir au préalable acquis le maniement de la théorie
quantique « orthodoxe », qui s’est imposée par les succeés impressionnants qu’elle
a remportés dans tous les domaines de la physique et de la chimie.
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CHAPITRE | ORNDES ET PARTICULES

Dans I'état actuel des connaissances scientifiques, la mécanique quantique joue un
role fondamental pour la description et la compréhension des phénoménes naturels.
En effet, dés que ces derniers se produisent 4 une échelle trés fine (échelle atomique
ou subatomique), ils ne sont explicables que dans le cadre de la physique quantique ;
par exemple, Pexistence et les propriétés des atomes, la liaison chimique, la
propagation d’un électron dans un cristal, etc... ne peuvent étre comprises 2 partir
de la mécanique classique. Or, méme si 'on ne s’intéresse qu’aux objets physiques
macroscopiques (C’est-a-dire de dimensions comparables 4 ceux que I'on considére
dans la vie courante), il faut en. principe commencer par étudier le comportement
des divers atomes, ions, électrons qui les constituent avant de pouvoir en donner une
dCSCI‘IpUOi’I scientifique compléte. C'est en ce sens que 'on peut dire que la méca-
nique quantique est la base de notre compréhension actuelle de tous les phénoménes
ndturels y compris ceux qui relévent traditionnellement de la chimie, de la biologie,

. Drailleurs, il s’avére que nombreux sont les phénomeénes macroscopiques qui
manlfestent clairement a notre échelle le comportement quantique de la nature.

D’un point de vue historique, les idées quantiques, en regroupant les propriétés

+ des particules matérielles et du rayonnement, ont d’ailleurs contribué 3 une

unification remarquable des concepts de la physique fondamentale. En effet, a la
fin du xix® siécle, on distinguait dans les phénoménes physiques deux entités
matiére et rayonnement, pour lesquelles on disposait de lois complétement différentes.
Pour prédire le mouvement des corps matériels, on utilisait les lois de la mécanique
newtonienne (cf. appendice III) dont les succes, pour étre anciens, n’en étaient pas
moins impressionnants. En ce qui concerne le rayonnement, la théorie de I'électro-
magnétisme avait abouti, grace 4 I'introduction des équations de Maxwell, & une
compréhension globale d’un ensemble de phénoménes qui relevaient autrefois de
domaines différents : électricité, magnétisme et optique; en particulier, la théorie
electromagnétique du rayonnement avait requ une confirmation expérimentale
éclatante avec la découverte des ondes hertziennes. Enfin, les interactions entre
rayonnement et matiére s'interprétaient bien a partir de la force de Lorentz. Cet
ensemble de lois avait conduit la physique & un état qui pouvait, compte tenu des
données expérimentales de cette époque, étre considéré comme satisfaisant.

La physique allait pourtant, au début du xx° siécle, étre marquée par des
bouleversements profonds, qui aboutirent & 'introduction de la mécanique relativiste

“etdela mécanique quantique. « Révolution » relativiste et « révolution » quantique

furent dans une large mesure indépendantes, car elles remirent en question la
physique classique sur des points différents : les lois classiques cessent d’étre
“valables pour des corps matériels animés de trés grandes vitesses, comparables acelle
de la lumiére (domaine relativiste); de plus, elles sont aussi en défaut a ’échelle
atox;ilque ou sub-atomique (domaine quantique). Il est cependant important de
remarquer que, dans les deux cas, la physique classique apparait comme une
appr §1mat10n des nouvelles théories, approximation valable pour la plupart des
phénomeénes a I'échelle courante ; par exemple, la mecamque newtonienne permet
de prédire correctement le mouvement d’un corps solide, a condition qw’il soit non
relativiste (vitesses faibles devant celle de la lumiére) et macroscopique (dimensions
grandes devant celles des atomes). Cependant, d’un point de vue fondamental,
la théorie quantique 1€ste:toujours indispensable : elle seule permet par exemple de

comprendre D'existence méme d’un corps solide et la valeur des paramétres
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CHAPITRE | ONDES ET PABTICULES

macroscopiques (densité, chaleur spécifique, élasticité, etc...) qui lui sont associés.
Nous ne disposons pas encore, a ['heure actuelle, d’une théorie pleinement
satisfaisante qui soit 4 la fois quantique et relativiste, car des difficultés ont surgi
dans ce domaine. Toutefois, la plupart des phénoménes atomiques et moléculaires
sont bien expliqués par la mécanique quantique non relativiste que nous nous pro-
posons d’étudier ici.

Ce chapitre constitue en fait une premiére prise de contact avec les idées et le
« vocabulaire » quantiques. Il n'est pas question ici d’étre rigoureux ou complet.
Le but essentiel est d’éveiller la curiosité du lecteur, de lui décrire des phénomeénes
qui ébranient des notions aussi solidement ancrées dans notre intuition que la notion
de trajectoire, et de lui rendre « plausible » la théorie quantique en i montrant
de facon simple et qualitative coroment elle permet de résoudre les problémes
rencontrés a ’échelle atomique. Nous reprendrons ultérieurement les différentes
notions introduites dans ce chapitre, en les précisant soit sur le plan du formalisme
mathématique (chap. II), soit sur le plan physique (chap. 111).

Dans le premier paragraphe (§ A), nous introduisons tout d’abord les idées
quantiques de base (dualité onde-corpuscule, mécanisme de la mesure) en nous
appuyant sur des expériences d’optique bien connues. Puis nous indiquons (§ B)
comment on peut étendre ces idées aux corpuscules matériels (fonction d’onde,
équation de Schrédinger). Nous étudions ensuite plus en détail les caractéristiques
du « paquet d’ondes » associé a une particule, et introduisons les relations d’incerti-
tude de Heisenberg (§ C). Enfin, nous discutons quelques effets typiquement
quantiques sur des cas simples (§ D).

A. ONDES ELECTROMAGNETIQUES ET PHOTONS

1. Les guanta de lumiére et les relations de Planck-Einstein

Newton considérait la lumiére comme un jet de corpuscules, qui par exemple
rebondissaient lors de la réflexion sur un miroir. Durant la premiére moitié du
x1x° siécle, démonstration fut faite de la nature ondulatoire de la lumiére (inter-
férences, diffraction), ce qui permit par la suite I'intégration de I'optique dans la
théorie électromagnétique. Dans ce cadre, la vitesse ¢ de la lumiére est reliée 2
des constantes électriques et magnétiques, et les phénomeénes de polarisation
lumineuse s’interprétent comme des manifestations du caractére vectoriel du champ
électrique.

Cependant, I’étude du rayonnement du corps noir, que la théorie électro-
magnétique était impuissante & expliquer, amena Planck 4 émettre I’hypothése
de la quantification de l'énergie (1900) :
fréquence v, les seules énergies possibles sont des multiples entiers du quantum hv,
ou A est une nouvelle constante fondamentale. Puis Einstein, donnant & cette
hypothése une portée beaucoup plus générale, proposa un retour a la théorie
corpusculaire (1905)
possede I'énergie #v. Binstein montra comment I'introduction des photons permettait
de comprendre de maniére trés simple certaines caractéristiques de Ieffet photo-
electrique inexpliquées jusque 1a. Il fallut attendre presque vingt ans pour que le
photon soit directement mis en évidence, en tant que corpuscule individualisé, par
Peffet Compton (1924).
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A. ONDES ELECTROMAGNETIQUES ET PHOTONS

Ces résultats conduisent 4 la conclusion suivante : I'interaction d’une onde
clcctromagnethue avec la matiere se fait par processus élémentaires indivisibles,
ot le rayonnement apparait comme constitué de corpuscules, les photons. Pardmetres
corpusculaires (énergie E et impulsion p d’un photon) et paramétres ondulatoires
(pulsation @ = 2nv et vecteur d’onde k, ol k| = 27c/4, v étant la fréquence et 4 la
longueur &’ ondc) sont liés par les relations fondamentales

= h(/g) ’
(relations de Planck-Einstein) (A-1)
p = hk ‘
oufi = hj2n est défini A partir de la constante de Planck A
h o~ 6,62 1077* Joule x seconde (A-2)

Au cours de chaque processus élémentaire, il y a conservation de Pénergie et de
Iimpulsion totales.

"*\»
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2. La dualité onde-corpuscule

Nous voila donc revenus a une conception corpusculaire de la lumiére.
Est-ce a dire qu’il faille abandonner la théorie ondulatoire? Certainement pas : nous
allons voir que les phénoménes typiquement ondulatoires mis en évidence par les
expériences d’interférence et de diffraction seraient inexplicables dans un cadre
purement corpusculaire. En analysant 'expérience bien connue des fentes d’Young,
nous allons étre conduits a la conclusion suivante : une interprétation compléte des
phénomenes ne peut étre obtenue qu’en conservant ¢ la fois I'aspect ondulatoire et
I"aspect corpusculaire de la lumiére (bien qu’ils paraissent 4 priori mconuhables} N
Nous indiquerons ensuite comment ce paradoxe peut étre résolu par I'introduction
des notions quantiques fondamentales.

a. ANALYSE DE L'EXPERIENCE DES FENTES D'YOUNG

Le dispositif de cette expérience est schématisé sur la figure 1 : la lumiére
monochromatique émise par la source . tombe sur une plaque opaque 2 percée
de deux fentes fines F, et F,, qui éclairent 'écran d’observation & (par exemple

"une plaque photographique). Si 'on obstrue I,, on obtient sur & une répartition

d mten51te lumineuse 7,(x), qui est la tache de diffraction de F, ; de méme, lorsque Fy
bouché, la tache de diffraction de F , est décrite par I,(x). Quand les deux
fentes Fy et F, sont ouvertes a la fois, on observe sur I’écran un systéme de franges
d«;nterference on constate en particulier que I'intensité 1(x) correspondante n’est
pas 14 somme des intensités produites par F, et F, séparément :

Ix) # 1,(x) 4 L,(x)

Comment pourrait-on envisager d’expliquer, au moyen d’une théorie corpus-
culaire (dont | la nécessité-est apparue au paragraphe précédent), les résultats expéri-

(A-3)

_ mentaux que nous venons’ de décrire? L’existence d’une tache de diffraction,
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CHAPITRE | ONDES ET PARTICULES

lorsqu’une seule des deux fentes est ouverte, pourrait par exemple s’expliquer par
Pinfluence des chocs des photons sur les bords de la fente; une telle explication
demanderait bien slir 4 étre précisée et une étude plus détaillée montrerait qu'elle
n’est pas suffisante. Cependant, concentrons plutot notre attention sur le phénoméne
d’interférence. Nous pourrions tenter de 'expliquer en faisant intervenir une inter-
action entre les photons qui passent par la fente ¥, et ceux qui passent par la fente /7, ;
cette explication conduirait alors a la prédiction suivante : si Pon diminue intensité
de la source & (¢’est-a-dire le nombre de photons qu’elle émet par seconde) jusqu’a
ce que les photons arrivent pratiquement un par un sur la plaque puis sur P'écran,
Pinteraction entre les photons doit diminuer et, a la limite, s’annuler : les franges
d’interférence devraient done disparaitre.

F,

G

T

‘\a F, 0

FIGURE | &
Schéma de Pexpérience &’interférences lumineuses des fentes &’ Young (fig. a). Sur Pécran &, chacune
des fentes I, et I, donne une tache de diffraction, les intensités correspondantes étant /,(x) et 1,(x)
(traits pleins de la figure b). Lorsque les deux fentes F| et F, sont simultanément ouvertes, I'inten-
sité I(x) recueillic sur I’écran west pas la somme /,(x) + 7,(x) (traits tiretés sur les figures b et c),
mais présente des oscillations dues i Vinterférence entre les champs électriques rayonnés par F, et F,
(trait plein de la figure ¢).

Avant d’indiquer la réponse donnée par I’expérience, rappelons que la théorie
ondulatoire, elle, fournit une interprétation toute naturelle des franges. L’intengité
lumineuse en un point de I’écran & est proportionnelle au carré de I'amplitude du
champ électrique en ce point. Si E,(x) et E,(x) représentent, en notation complexe,
les champs électriques produits en x par les fentes F, et F, respectivement (elles se
comportent comme des sources secondaires), le champ total régnant en ce point
lorsque F, et F, sont toutes deux ouvertes est* :

E(x) = E(x) + E)(x) (A-4)

En utilisant la notation complexe, on-aura donc :

1(x) o [EG)P = |E\(x) + Ey(x)|? (A-5)

* L’expérience étudiée ici étant effectuée en lumiére non polarisée, le caractére vectoriel du champ
électrique n'y joue pas un rdle essentiel. Pour simplifier, nous n’en tenons pas compte dans tout ce para-
graphe.
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Comme d’autre part les intensités 7,(x) et I,(x) sont respectivement proportionnelles
E,(x)|?, la formule (A-5) montre que /(x) differe de /,(x) + I,(x) par
un terme d’interférence, qui dépend de la différence de phase entre £, et £,, et dont
la présence explique les franges. La théorie ondulatoire prévoit donc que, si 'on
diminue Uintensité de Ia source &, les franges vont simplement diminuer elles aussi
d’intensité, mais persister.

Que se passe-t-il en fait, lorsque & émet les photons pratiquement un par un?
Ni les prédictions de la théorie ondulatoire, ni celles de la théorie corpusculaire ne sont
vérifiées. En effet :

(i) Silonrecouvre I’écran.é d’une plagque photographique, et si 'on augmente
suffisamment le temps de pose de fagon a recevoir quand méme pour chaque photo-
graphie un grand nombre de photons, on constate au développement que les franges
n'ont pas disparu, il faut donc rejeter linterpréiation purement corpusculaire selon
laguelle les franges sont dues 4 une interaction entre photons.

(ify On peut au contraire exposer la plaque photographique pendant un temps
suffisamment court pour qu’elle ne puisse recevoir que quelques photons. On
K,Constate alors que chaque photon produit sur & un impact localisé, et non une figure
d’interférence d’intensité trés faible; il faur donc aussi rejeter linterprétation purement
ondulatoire.

En réalité, au fur et & mesure que les photons arrivent sur la plaque photo-
graphique, il se produit le phénoméne suivant : leurs impacts se répartissent de
maniére aléatoire, et ce n’est que lorsqu’un grand nombre d’entre eux est arrivé sur &
que la répartition des impacts semble avoir un aspect continu; la densité des impacts

_en chaque point de & correspond aux franges d’interférence : elle est maximum sur
une frange brillante, nulle sur une frange noire. On peut donc dire que, au fur et &
mesure de leur arrivée, les photons reconstituent la figure d’interférence.

Le résultat de cette expérience conduit donc apparemment & un paradoxe, qui,
dans le cadre de la théorie corpusculaire par exemple, peut étre explicité comme suit.
Puisque Pinteraction entre photons différents est exclue, il nous faut considérer
chacun d’eux séparément. Mais on ne comprend pas alors pourquoi les phénoménes
changent tellement suivant qu’une seule fente est ouverte, ou les deux : comment
admettre que, pour un photon passant par Pune des fentes, le fait que Iautre soit
fermée ou non ait une importance si cruciale?

' Avant de discuter ce probléme, il convient cependant de remarquer que, dans
Iexpérience précédente, nous n’avons pas cherché a déterminer par laquelle des
deux fentes était passé chacun des photons que recevait I’écran. Pour obtenir ce
srenseignement, on peut envisager de placer des détecteurs (photomultiplicateurs)
derriére F, et F,. On constatera bien alors que, si les photons arrivent un & un,
chacun d’eux ﬁanchlt une fente bien déterminée (on obtiendra un signal soit sur le
détécteur placé derri¢re F |, soit sur celui qui couvre F,, mais pas sur les deux 4 la fois).
Mais, bien évidemment, les photons ainsi détectés seront absorbés et ne parviendront
squ’a I’écran. Supprimons alors le photomultiplicateur qui masque F,, par
exemple Celui qui reste en F, nous indiquera que, sur un grand nombre de photons,
environ la moiti¢ franchit Fz- Nous en concluons que les autres, ceux qui peuvent
continuer jusqu’a ’écran, passent par F| ; mais la figure qu’ils construisent peu a peu
sur I’écran n’est pas une ﬁgure d mterference puisque £, est obstrué; c’est seulement
la tache de diffraction de F,.
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b. UNIFICATION QUANTIQUE DES DEUX ASPECTS DE LA LUMIERE

L’analyse qui précéde montre quil est impossible d’expliquer tous les
phénoménes observés si on ne s’attache qu’a 'un des deux aspects, corpusculaire
ou ondulatoire, de la lumiére. Or ces deux aspects semblent s’exclure mutuellement.
Pour surmonter cette difficulté, il devient donc indispensable de réviser de facon
critique les concepts de la physique classique et d’admettre que, bien que notre
experience quotidienne nous enseigne qu’ils sont parfaitement ¢tablis, ces concepts
peuvent ne plus étre valables dans le domaine nouveau (dit « microscopique ») que
uous abordons. Par exemple, une caractéristique essentielle de ce nouveau domaine
est apparue lorsque nous avons placé des compteurs derricre les fentes d’Young :
lorsque lon effectue une mesure sur un sysiéme microscopique, on le perturbe de Jagon
Jondamentale; il s’agit 14 d’une propriété nouvelle puisque, dans le domaine
macroscopique, nous sommes habitués 4 ce qu’il soit toujours possible de concevoir
des appareils de mesure dont Pinfluence sur le systéme est pratiquement aussi faible
que P'on veut. Cette révision critique de la physique classique est imposée par
I'expérience, et doit bien siir étre guidée par Pexpérience.

Reprenons d’abord le « paradoxe », énoncé plus haut, du photon qui passe par
une fente mais se comporte différemment sujvant que Pautre est ouverte ou fermée.
Nous avons vu que, si I'on cherche a détecter les photons lorsqu’ils franchissent les
fentes, on les empéche d’arriver Jusqu’a Pécran. De fagon plus générale, une analyse
détaillée des expériences montre qu’il est impossible d’observer la figure d’interférence
et de savoir en méme temps par quelle fente est passé chaque photon (cf. complé-

~ ment ;). On est donc obligé, pour résoudre le paradoxe, de renoncer a I'idée qu’un

photon passe forcément par une fente déterminée. On remet ainsi en cause la notion,
fondamentale en physique classique, de trajectoire d’un corpuscule.

Drautre part, lorsque les photons arrivent un a un, leurs impacts sur I’écran
reconstituent progressivement la figure d’interférence. Ceci implique que, pour un
photon particulier, on ne sait pas 4 avance de fagon certaine ot il va aller frapper
Pécran. Or ces photons sont tous émis dans les mémes conditions. Voila donc
detruite aussi I'idée classique suivant laquelle les conditions initiales déterminent
complétement le mouvement ultérieur d’une particule. On peut seulement dire,

lorsqu’un photon est émis, que la probabilité pour qu’il frappe I’écran en x est pro- -

portionnelle & Pintensité /(x) calculée dans la théorie ondulatoire, c¢’est-a-dire a
E(x)’z.

Apres bien des tAtonnements qu’il n’est pas question de décrire ici, on en est
arrivé a la notion de dualité onde-corpuscule, que I'on peut schématiquement résumer
ainsi* . i‘

(7) Les aspects corpusculaire et ondulatoire de la lumiére sont inséparables;’

la lumiére se comporte a la fois comme une onde et comme un flux de particules, I'onde
permettant de calculer la probabilité pour qu’un corpuscule se manifeste.

(i) Les prévisions sur le comportement d’un photon ne peuvent étre que du
type probabiliste. V

* 1l convient de signaler que cette interprétation des phénoménes physiques, considérée générale-
ment a heure actuelle comme « orthodoxe », est encore aujourd’hui contestée par certains physiciens.
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(itiy L’information sur un photon a Pinstant  est donnée par Ponde E(rx, 1),
solution des équations de Maxwell; nous dirons que cette onde caractérise I’état
des photons a I'instant . E(x, 1) est interprété comme lamplitude de probabilité pour
qu’un photon manifeste sa présence, a Iinstant £, au point r : cela signifie que la
probabilité correspondante est proportionnelle & |/(r, t)}z.

REMARQUES :

(i) Les équations de Maxwell, étant linéaires ot homogenes, admettent un principe
de superposition : si E, et £y sont deux solutions de ces équations, alors
E =By + A,E,, ol A, et 1, sont des constantes, est aussi une solution.
Cest ce principe de superposition qui explique en optique classique les phéno-
ménes de type ondulatoire (interférences, diffraction). En physique quantique,
Vinterprétation de E(r, £) comme amplitude de probabilité est donc essentielle
pour que de tels phénomeénes persistent.

i)y La théorie permet seulement de calculer la probabilité pour qu’un événement
donné se produise. Les vérifications expérimentales devront donc étre fondées
sur la répétition d’un grand nombre d’expériences identiques (dans IPexpérience
ci-dessus, on envoie successivement un grand nombre de photons, tous
produits de la méme fagon, pour reconstituer la figure d’interférence, matéria-
lisation des probabilités calculées).

(éify  Nous parlons ici « d’état du photon » de maniére & pouvoir développer dans
le § B suivant une analogie entre E(r, t) et la fonction d’onde ¥ (r, t) qui carac-
terise 'état quantique d’une particule matérielle. Cette « analogie optique »
est trés fructueuse et permet notamment, comme nous le verrons au § D,
de comprendre simplement et sans calculs diverses propriétés quantiques des
particules matérielles. Cependant, elle ne doit pas étre poussée trop loin et
faire croire qu’il est, en toute rigueur, correct d’assimiler E(r, 1) a I'état quan-
tique d’un photon.

Drailleurs, nous verrons que le fait que ib(r, 1) soit complexe est essentiel en
mécanique quantique, alors que la notation complexe E(r, 1) est employée en optique par
pure commodité (seule sa partie réelle a un sens physique). La définition précise de

‘ Iétat quantique (complexe) du rayonnement ne peut étre donnée que dans le cadre de
I'électrodynamique quantique qui est une théorie & la fois quantique et relativiste. 11
ne peut étre question d’aborder ici ces problémes (nous en donnerons un apergu dans le

v complément Ky).

‘,?.

3. Le principe de décomposition spectrale

Munis des notions introduites au § 2, nous allons maintenant discuter une
aufrezexperience simple d’optique, en nous intéressant cette fois 4 la polarisation
dg la-dumiére. Cela nous permettra d’introduire les concepts fondamentaux concer-
nant la mesure de grandeurs physiques.

L’expérience consiste & envoyer une onde lumineuse plane monochromatique
et polarisée sur un analyseur 4; Oz désigne la direction de propagation de cette
onde, e, le vecteur iffiitaire qui-décrit sa polarisation (¢f. fig. 2); ’analyseur A4
[transmet les polarisations paralléles & Ox et absorbe les polarisations paraliéles a Oy.
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La description classique de cette expérience (description valable pour une
intensité lumineuse suffisamment grande) est la suivante. L’onde plane polarisée
est caractérisée par un champ électrique de la forme :

7 = F nblkz — wt) A -

E(r, ) = Eqe,e' (A-6)

\ - . . e > - il .S |2 A
ou I, est une constante; l'intensite ltlxnllxeusg, I est proportlonnel‘l(,’ a ,.,‘O{ . Aprés
passage a travers Panalyseur 4, on obtient une onde plane polarisée suivant Ox :

P J ) Si(kz —wi) =
E'(r, 1) = Fje, e'® (A-T)

dont Yintensité /', proportionnelle a |/
I' = Icos* 0 (A-8)

%, est donnée par la loi de Malus :

[e, est le vecteur unitaire de axe Ox, et on a posé 0 = (e,, ¢,)].

P

N

l::;{> ww{::> --------------- —pZ

y

FIGURE 2

Une expérience simple de mesure portant sur 1a polarisation d’une onde lumineuse. Un faisceau lumi-
neux se propage dans la direction Oz, et traverse successivement le polariseur P et 'analyseur A ;
0 est I’angle entre Ox et le champ électrique de ’onde transmise par P; les vibrations transmises par 4
sont paraliéles a Ox.

Que va-t-il se passer au niveau quantique, c¢’est-a-dire lorsque / est suffi-

samment faible pour que les photons arrivent un a un sur ’analyseur? (On place
alors un détecteur de photons derriére cet analyseur.) Tout d’abord, on n’enregistrera
jamais dans le détecteur une « fraction de photon » : ou bien le photon franchit
I’analyseur, ou bien il y est entiérement absorbé. Ensuite (sauf cas particuliers que
nous examinerons dans un instant), on ne peut pas prédire avec certitude si tel
photon qui arrive va passer ou étre absorbé; on ne peut connaitre que les probabilités
correspondantes. Enfin, si 'on envoie "un aprés I'autre un grand nombre N de
photons, on va retrouver la loi classique, en ce sens qu’on en détectera pratiquement
N cos? 0 aprés 'analyseur.
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Nous retiendrons de cette description les idées suivantes :

() L’appareil de mesure (ici 'analyseur) ne peut donner que certains résultats
privilégiés, que nous appellerons résultats propres*. Dans Pexpérience ci-dessus, il
n’y a que deux résultats possibles : le photon franchit I'analyseur, ou il est arrété.
On dit quil y a quantification du résultat de la mesure, par opposition au cas
classique [ ¢f. formule (A-8)] ol Iintensité transmise 7’ peut varier de facon continue,
suivant la valeur de 8, entre 0 et [

(i) A chacun des résultats propres correspond un état propre. Ici, les deux
¢tats propres sont caractérisés par :

ep = ey ‘ (Aug)

ou @p == @y

(e, est le vecteur unitaire de axe Oy). Si e, = e, on sait avec certitude que le photon
va franchir Panalyseur; si e, = e, il va aun contraire étre sGrement arrété. La
correspondance entre résultats propres et états propres est donc la suivante : si le
corpuscule se trouve, avant la mesure, dans un des états propres, le résultat de cette
mesure est certain; il ne peut étre que le résultat propre associé.

(if)) Lorsque I’état avant la mesure est quelconque, on ne peut prédire que les
probabilités d’obtenir les différents résultats propres. Pour trouver ces probabilités,
on décompose I’état du corpuscule en une combinaison linéaire des divers états
propres; ici, pour e, quelconque, on écrit :

e, = e, cos 0 + e, sinf (A-10)

La probabilité d’obtenir tel résultat propre est alors proportionnelle au carré du
module du coefficient dont est affecté I’état propre correspondant (le facteur de
proportionnalité est déterminé par la condition que la somme de toutes ces pro-
babilités soit égale 4 1). De (A-10), on déduit donc que chaque photon a une proba-
bilité cos® 6 de franchir I'analyseur, et sin? 0 d’y étre absorbé (on a bien :
cos® 0 + sin® 0 = 1); c’est effectivement ce qui a été indiqué plus haut. Cette régle
est appelée en mécanique quantique principe de décomposition spectrale. 11 faut
remarquer que la décomposition & effectuer dépend du type d’appareil de mesure
considéré, puisqu’il faut utiliser les états propres qui lui correspondent : dans la
formule (A-10), le choix des axes Ox et Oy est fixé par Panalyseur.

(iv) Apres passage de l'analyseur, la lumiére est complétement polarisée
suivant e,. Si donc on dispose, aprés le premier, un second analyseur 4’ de méme axe,
tous les photons qui ont franchi 4 franchiront aussi 4’. D’aprés ce que nous venons
de voir ay point (i), ceci signifie que, aprés la traversée de 4, 'état des photons est
I’état propre caractérisé par e_. Il y a donc changement brusque de P’état des cor-
pyscules : avant la mesure, cet état était défini par un vecteur E(r, 7) colinéaire a e, ;
apres la mesure, on posséde une information supplémentaire (le photon est passé)
que I'on incorpore en décrivant I'état par un vecteur différent, colinéaire cette fois

A Ceci traduit le fait, déja signalé au § A-2, que la mesure perturbe le systéme
microscopique (ici le photon) de facon fondamentale.

S g
LN
4

* La raison de cette dénomination apparaitra au chapitre I11.
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REMARQUE :
icti i résulta 5 o = = ¢, n'est qu'un cas
La prédiction certaine du résultat lorsque e, = e, ou e, = ¢, : ('1,:1 N
particulier, En effet, la probabilité de 'un des événements possibles est alors Lgndf) al;
- ’ oy A - > b
mais, pour vérifier cette prédiction, on est obligé d’effectuer un grand norrﬁ)m dlcxigc.L
; 3 arretoa o c ~ Foit
riences : il faut s’assurer que fous les photons passent (ou sont arrétés), puisque ¢ fai
: , o i NN Yy P st etaria >
qu'un photon particulier franchisse lanalyseur (ou soit absorbé) n’est pas caractéristique

dee, = ¢ (oue, = e)

B. CORPUSCULES MATERIELS ET ONDES DE MATIERE
1. Les relations de Louis de Broglie
Parallelement a la découverte des photons, Pétude des specires d’émission

et d’absorption des atomes mit en évidence un fait fondamental, que la} phys1qgc
classique ne permettait pas de comprendre : ces spectres sont constitués de raies

i ¢ n’éme K : > des photons de
fines; autrement dit, un atome donné n’¢émet ou n’absorbe que des p

' " 1 5 inéea Mo Fait ¥y e rote Tre 1@
fréquences (c’est-a-dire d’énergies) bien déterminées. Ce fait s’interpréte trés bien
N 7 e d \ ‘. N ) a . . .
si Pon admet que [’énergie de l'atome est quantifiée, C’est-a-dire quelle ne peut
: i iscretes kB, (i=1,2,..,n,..) : Pémission ou
prendre que certaines valeurs discrétes E, (i = 1,2, .., n, SN ’
I'absorption dun photon s’accompagne alors d’un « saut » de 'énergie d?’ Patome
ise , 2 autre £ a conse i I’énergie implique que
d’une valeur permise £; a une autre £, et la conservation de g plique g
le photon ait une fréquence v;; telle que :
E, — E| (B-1)
- L

Seules des fréquences obéissant a (B-1) peuvent donulc étre émises ou absorbées par
I,
1 dtOmE;existence de tels niveaux d’énergiec discrets fu? 'conﬁrmée indépendamr{lle‘nt
par Pexpérience de Franck et Hertz. Bohr Ja tradu1sxt‘en term'e.s‘ d mbl?es &cc;
troniques privilégiées, et donna, avec Sommerfeld, une {egle empmgug pem}e zn
de calculer ces orbites dans le cas de 'atome d’hyd.rogene. Mais Porigine fonda
mentale de ces régles de quantification restait mystérleu‘se. . s
Cest alors (1923) que L. de Broglie émit ’hypothése suivante :.les corpqscu C:S
matériels, tout comme les photons, peuvent avoir un aspect ondulaz{)zre. 1l rceitrqgt\;d
alors les regles de quantification de Bohr~Sommerfeld comme copseqlfen'cle e C'eu;
hypotheése, les divers niveaux d’énergie permis appqrz,usslant de fagon ana ogue dC >
modes propres d’une corde vibrante ou d’une cavité respnnante. Les experlgnr :
de diffraction des électrons (Davisson et Germer, 1927) Ymrent confirmer de fagon
éclatante I'existence d’un aspect ondulatoire de la matiére, en mont,rz}nt QI}G des
Jigures d'interférence peuvent éire obtenues avec des corpuscules matériels tels que
des électrons.

hv;; =

On associe donc, a un corpuscule matériel d’énergie Eet d’ impulsion p, une ondg

dont la pulsation w = 2nv et le vecteur d’onde k sont donneés par les mémes relations
que pour les photons (cf. § A-1) :

E = hy = ho '

p =k .

/S
/

(B-2)

N
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Autrement dit, la longueur d’onde correspondante est :

2 .
=2tk (relation de L. de Broglie) (B-3)
P

REMARQUE :

La tres petite valeur de la constante de Planck A explique que le caractere ondula-
toire de la matiére soit trog difficile & mettre en évidence a Péchelle macroscopique; on
trouvera dans le complément Ay de ce chapitre une discussion des ordres de grandeur
des longuecurs d’onde de L. de Broglie associées 4 divers corpuscules matériels,

i

2. Fonction d’onde. Equation de Schrédinger

Suivant ’hypothése de L. de Broglie, nous allons étendre a toutes les particules
matérielles les notions introduites au § A dans le cas du photon. En reprenant chacune
des conclusions de ce paragraphe, nous arrivons 4 la formulation suivante :

({) Au concept classique de trajectoire, il faut substituer celui d’éraz dépendant
du temps t. 1’état quantique d’un corpuscule tel que I'electron* est caractérisé par
une fonction d’onde Y(r, t), qui contient toutes les informations qu’il est possible
d’obtenir sur le corpuscule.

(i) Yir, 1) est interprétée comme une amplitude de probabilité de présence.
Etant donné que les positions possibles de la particule forment un continuum,
la probabilité pour que la particule soit trouvée, & Iinstant i, dans un élément
de volume % = dx dy dz situé au point r doit étre proportionnelle & d3r et donge
infinitésimale : d2(x, 7). On interpréte alors ]W(r, l)[2 comine la densité de probabilité
correspondante en posant :

A2, 1) = C [, > dr (B»4j

.ol Cest une constante de normalisation [voir la remarque (i) & la fin de ce § B-2].

(iit) Le principe de décomposition spectrale s’applique a la mesure d’une grandeur

"physique quelconque o :

— Le résultat trouvé appartient forcément 4 un ensemble de resultats
propres { a }.

- A chaque valeur propre a est associé un état propre, c’est-a-dire une
fonction propre ¥ (r). Cette fonction est telle que, siy(r, £,) = i (r) (¢, étant instant
ougst effectuée la mesure), la mesure donnera a coup siir a.

— Lorsque y(x, ) est quelconque, la probabilité 2, de trouver, lors d’une
mesure a I'instant ¢,, la valeur propre a s’obtient en décomposant W(x, ty) sur les

fon

w(rﬁ tO) = Z Cy !pa(r) (B"S)

* Nous ne tenons pas compte ici de I’existence du spin de Iélectron (cf, chap. IX).
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Alors : " 5o

i y robabilité totale est é a1:y # =1},
<la présence du dénominateur assure que la probabilité totale est égale a 2%

- Si la mesure donne effectivement a, la fonction d’onde du corpuscule
immédiatement apres la mesure est :

Y, 10) = Y, (r) |
" (iv) Reste a écrire ’équation d’évqlution‘é laguelle ob;éit' ’la fongilér;elff;tﬁ;; fl)é
Il est possible de Pintroduire de mam‘ére' trés I’latui;ellc g partir dcsdémommr
de Planck et de L. de Broglie. Toutefois, il ne peut“ gtrc questlon‘ r€1:1 ontrer
cette équation fondamentale, appelée éguation de Schrédinger, c:t nous a ;?(;Ses (C?est
ment la poser; nous discuterons ensuite quelques unes de ses(co'nsefqﬁdité) oot
la vérification expérimentale de ces conséquences qui pr(?uvera Sd}/d , uat'j aous
reviendrons d’ailleurs de maniére beaucoup plus détaillée sur cette éq
Chdplt;coggue la particule (de masse m) subit l’a.f;ti_on d’un potentiel®* V{r, 1), sa
fonction d’onde Y(r, £) obéit a 'équation de Schrodinger :

(B-7)

2 B-8
WO ) = o A 0+ VE D e 1) (8-8)

j i = 0%/0x?* + &*|oy? + 0%/0z*
ou 4 est le laplacien 4 = 0%/0x , ‘ o ‘ .
On remarque immeédiatement que cette équation est lmealre ?t hgmoieelzgoeslilﬁz)/r;
il exi i 3 ¢rielles un principe de su
¢ te pour les particules matérie sup
o e wyee. i étati litude de probabilité, donnera
i iné "interprétation de ¥ comme amp ' abilité,
qui, combiné avec l'in ] 9 : e il (B
tre part que I’équatio
ets de type ondulatoire. Notons d’au I’¢ , :
S:tsgg premie};pordrc par rapport au temps ; cette condition est nécessaire pour gs:i
I’état du corpuscule & un instant 7,, caractérisé par ¥(r, t,), détermine son €

ultérieur. . . ' < los
1l existe donc une profonde analogie entre matiére et rayonnement : dans.]

¢ ¢ écessite 1 ion des
deux cas, une description correcte des phénomeénes nege§31te(ll mtrodul:(;tlﬁ)en
’ . . . . .
concepts quantiques, et en particulier la notion de dualit¢ onde-corp

REMARQUES :

(i) Pour un systéme constitué d’une seule particule, la' probabilité tf)talle polur.
trouver la particule n’importe ol dans I’espace, a I'instant ¢, est égale a 1 :

Jdg’(r, £) =1

* V(r, 1) désigne ici une énergie potentielle. C’est par exer.nple ]c’produit d’un potent:)etlezl;:;rlque
par la charge,de la particule. 11 est d’usage, en mécanique quantique, d’appeler V(r, ) un p .
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d2(r, 1) étant donné par la formule (B-4), on en conclut que la fonction
d’onde (v, 1) doit étre de carré sommable :

f]xp(r, H)* d*  est finie (B-10)

La constante de normalisation C qui figure dans (B-4) est alors donnée par
la relation :

. f Ve, 0 dr (B-11)

(nous verrons plus loin que la forme de Iéquation de Schrédinger entraine
que C est indépendante dy temps). On utilise souvent des fonctions d’onde
normalisées, ¢’est-a-dire telles que :

f (e, D dr = 1 (B-12)

La constante C est alors égale a 1.

Notons la grande différence eritre la notion d’état classique et la notion d’état
quantique. L’état d’une particule classique est déterminé 4 linstant ¢ par la
donnée de six paramétres caractérisant sa position et sa vitesse 4 I'instant 7 :

Xs V5 250, vy, v, L état d’une particule quantique est déterminé par une infinité
de paramétres : les valeurs aux divers points de I'espace de la fonction

d’onde ¥(r, 1) qui lui est associée. A la notion classique de trajectoire,

succession des divers états du corpuscule classique au cours du temps, doit étre

substituée la notion de propagation de I'onde associ¢e & Ia particule.

Reprenons par exemple I'expérience des franges d’Young décrite plus haut
dans le cas des photons, mais qui est en principe également possible pour

des particules matérielles comme des électrons ; lorsqu’on observe la figure

d’interférence, se poser la question de savoir par quelle fente chaque corpuscule

est passé n’a pas de sens, car 'onde qui lui est associée passe par les deux trous

a la fois.

I convient de remarquer que, a la différence des photons qui peuvent étre

émis ou absorbés au cours d’une expérience, les corpuscules matériels ne

peuvent pas €tre créés ou détruits - lorsquun filament chauffé émet des

électrans, ceux-ci préexistent dans le filament ; de méme, un électron absorbé

parun compteur ne disparait pas, mais se retrouve dans un atome ou participe

un courant électrique. En réalité, la théorie de la relativité enseigne qu’il

est possible de créer et d’annihiler des corpuscules matériels : par exemple

an photon d’énergie suffisante, passant prés d’un atome, peut se matérialiser
h une paire électron-positron ; inversement, le positron, rencontrant un
electron, s’annihile avec lui en donnant des photons, Cependant, nous avons
indiqué au début de ce chapitre que nous nous limiterions ici au domaine
quantique non-relativiste, et nous avons effectivement traité de fagon dissymé-
trique le temps &f"les coordonnées d’espace. Dans le cadre de la mécanique
quantique non-relativiste, les particules matérielles ne peuvent €tre ni créées
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ni annihilées. Cette loi de conservation, nous le verrons, joue méme un réle
de premier plan; la nécessité de l'abandonner est | une des d’lfﬁCl,.llteS
importantes que ["on rencontre lorsqu’on chercher a construire une mécanique
quantique relativiste.

C. DESCRIPTION QUANTIOUE D'UNE PARTICULE.
PAQUETS D'ONDES

Dauns le paragraphe précédent, nous avons introduit les concepts de base qui sont
nécessaires a la description quantique d’une particule. Nous allons, dans ce para-
graphe, nous familiariser avec ces concepts, et en deduire quelqt}@s proprlet.c:s’tres
importantes. Commengons par '¢tude d’é;n cas particulier trés simple, celui d’une
particule libre.

1. Particule libre

Considérons une particule dont I’énergie potentielle est nulle (ou a une valeur
constante) en tout point de I'espace. La particule n’est donc soumise a aucune
force; on dit qu’elle est libre. .

Lorsque V(x, f) = 0, I"équation de Schrodinger devient :

52

h
ih ?()2; l//(i‘, t) = — *‘2"% Al//(i’, If) (C~])

Cette équation différentielle admet visiblement des solutions de la forme :

lp(l', [) — A Ci(k.r~~(ut) (sz)
(ou A est une constante) 4 condition que k et w soient liés par la relation :
w = (C3)
2m

Remarquons que, d’aprés les relations de L. de Broglie [voir (B-2)], la C(.)nditior} (Cn.3?
exprime que I'énergie E et impulsion p d’une particule libre vérifient Pégalite
bien connue en mécanique classique :

E-P (C-4)

am 't

Nous reviendrons plus loin (§ C-3) sur interprétation physique d’un état de la
forme (C-2); nous voyons déja que, comme

e, 0 = [a],

une onde plane de ce type représente une particule dont la probabilité de présence
est uniforme dans tout I’espace (voir remarque ci-dessous).

Le principe de superposition indique que toute combinaison linéaire d’opdes
planes vérifiant (C-3) sera aussi solution de I’équation (C-1). Une telle superposition
peut s’écrire :

22
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Wi, t) = —(5—7;13375 Jg(k) gillr—oton (3 (C-6)

(d*k représente par définition I’élément de volume infinitésimal dans Pespace
des k : dk, dk, dk,); g(k), qui peut étre complexe, doit étre suffisamment réguliére
pour que I'on puisse dériver sous le signe somme. On peut d’ailleurs démontrer
que toute solution de carré sommable peut &tre écrite sous la forme (C-6).
Une fonction d’onde telle que (C-6), superposition d’ondes planes, est appelée
~= un « paquet d’ondes » a trois dimensions. Pour simplifier, nous allons souvent étre
amenés a étudier le cas d’un paquet d’ondes & une dimension * obtenu par
superposition d’ondes planes se propageant toutes parallélement 4 Ox; la fonction
d’onde ne dépend alors plus que de x et ¢ :

+ o

— \/1 — f (](k) Ci[kx = w{k)t] dk (C“7)
27[ - oG

Dans le paragraphe suivant, nous allons nous intéresser a la forme du paquet
d’ondes a un instant donné ; si nous choisissons cet instant comme origine des temps,
la fonction d’onde s’écrit

Y(x, 0) = - f g(k) e™ dk P (C-8)

On voit que g(k) est simplement la transformée de Fourier (¢f. appendice 1)
de y(x,0) :

g(k) = 71; f Wix, 0) e~ dx ‘ (C-9)
n

Par suite, la validité de la formule (C-8) n’est pas limitée au cas de la particule
libre : quel que soit le potentiel, on peut toujours écrire Y (x, 0) sous cette forme.
Les conséquences que nous allons en tirer aux § 2 et 3 ci-dessous sont donc

. parfaitement générales. Ce n’est qu’au § 4 que nous reviendrons explicitement a la
particule libre.

REMARQUE :
@ %

' Une onde plane du type (C-2), dont le module est constant dans tout
I'espace [¢f. (C-5)] n’est pas de carré sommable ; en toute rigucur, elle ne peut
donc représenter un état physique.pour la particule (de méme, en optique,
une onde plane monochromatique n’est pas physiquement réalisable). Par
contre, une superposition d’ondes planes, comme (C-7), peut parfaitement
étre de carré sommable.

* Un modéle simple de paquet d’ondes & deux dimensions est présenté dans le complément E,.
On étudie quelques propriétés générales des paquets d’ondes a trois dimensions dans le complément F,,
ol I'on montre également comment il ést possible dans certains cas de passer d’un probléme & trois dimen-
sions & une série de problémes & une dimension.
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2. Forme du paguet d'ondes & un instant donné

La forme du paquet d’ondes est donnée par la dépendance en x de W(x, 0)
définie par Iégalité (C-8). Supposons que |g(k)| ait 'allure représentée sur la figure 3,
c¢’est-a-dire présente un pic prononce dont le maximum est situé en k = k, et dont la
largeur (définie par exemple a8 mi-hauteur) a pour valeur 4k.

FIGURE 3

Allure de Iz fonetion |g(k)|

[module de la transformée de Fourier

de Y(x,0)] : on suppose que cette
wk fonction présente un pic, de largeur Ak,

centré en k = k.

Commencons par chercher a comprendre qualitativement le comportement
de Y(x, 0) en étudiant un cas particulier trés simple : ¥(x, 0), au lieu d’étre la
superposition d’une infinité d’ondes planes €™ comme dans la formule (C-8), est
la somme de irois ondes planes sculement; ces ondes planes ont pour vecteurs

4 Ak . . .
d’onde k,, k, — ~-§, ko + 5 et leurs amplitudes respectives sont proportionnelles
al, 1/2et 1/2. On a alors :

glko) T ihox 1 i(’m /1’f>x 1 i(ko ‘,A/',’f)x:l
w(x)xi-&[eko PRI P N
\/En N 2 2

- IKo) ko [1 }Lcos<-4f‘~ x>:| (C-10)
Vo 2

On voit que |(x)| est maximal lorsque x = 0; ce résultat est dii au fait que,
lorsque x prend cette valeur, les trois ondes sont en phase et interférent

constructivement, comme le montre la figure 4. Au fur et & mesure que 1’on s’écarte:

de la valeur x = 0, les ondes se déphasent 'une par rapport a Iautre, et |¢(x)|
décroit. L’interférence devient complétement destructive lorsque le déphasage

; o T Ax .
entre e'fo* et eikoFM/Dx o5t doal & + 7 1 Y(x) s"annule lorsque x = + —-» 4x étant
donné par : k

Ax . Ak = 4n (C-11)

Cette formule indique que la largeur Ax de la fonction |(x)| (distance entre
deux zéros de |y/(x)|) est d’autant plus grande que la largeur 4k de la fonction |g(k)|
est plus petite.

s
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FIGURE 4

Parties réelles des troi§ ondes dont la somme donne la fonetion W(x) écrite en (C-10). En x = 0, les
trois ondes sont en phase et interférent constructivement; lorsguw’on s’écarte de x = 0, elles se
déphasent les unes par rapport aux autres et interférent destructivement pour x = - Ax/2.

Sur la partie inférieure de Ia figure, on a représenté Re { (x) }. La courbe en traits tiretés
i Ak
correspond a la fonction [] + cos (7 x)] qui, @’aprés (C-10), donne |://(x)|&’est-é-dire la forme du
paguet d’ondes).

REMARQUE :

La formule (C-10) montre que [l//(x)j est périodique en x, et présente donc une
série de maximums et minimums. Ceci provient du fait que (x) est la superposition d’un
nombre fini d’ondes (ici trois); pour une superposition continue d’une infinité d’ondes,

@ comme dans la formule (C-8), un tel phénoméne ne se produit pas, et [{/(x, 0)| peut n’avoir
qu’un seul maximum.

Revenons maintenant au paquet d’ondes général de la formule (C-8) ; sa forme
te aussi d’un phénomene d’interférences : |y(x, 0)| est maximal lorsque les
difféfentes ondes planes interférent de maniére constructive.

I3

résuli

Soit en effet a(k) 'argument de la fonction g(k) :
9k = Jgtol ™ . | (C-12)

Loupposons que oafk) varie de fagon suffisamment réguliére dans lintervalle
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k, --%E,ko + %ﬁ ou {g(k)] est appréciable; on peut alors, lorsque Ak est'
shfﬁsam%nent petit, développer a(k) au voisinage de k = k, :
olk) = olky) + (k — k) dEJ (C-13)
- A=k

ce qui permet de rééerire (C-8) sous la forme :

~ilkox +alko)] + oo . '
(//(X, 0) o "(’:”“*“‘“T“r:r'““” J |g(k)) el(k —ko)(x - x0) dk (CN 1 4)

T

avec : A
[ do (C-15)
X om= e | e
0 _.dkﬂ k=kg
La forme (C-14) est commode pour étudier les variations de [iy(x, 0)| en

fonction de x : lorsque |x — x| est grand, la fonction de k} 21\ intégrer f)sigille un tr(’?s
grand nombre de fois dans Pintervalle 4k ; on voit a}ors (¢f. fig. 5-a, ol .1 on a repre-
sent¢ par exemple la partie réelle de cette fonctl.on) que les contributions desl
oscillations successives s’annulent entre elles et que I'intégrale sur k p.renfjl une valeur
négligeable. En d’autres termes, lorsque x est fixé a une valt?ur clqlgnee dc X0, ltl:s
phases des diverses ondas qui composent W(x, 0) varient trés rapldcmegt dans le
domaine 4k, et ces ondes se détruisent par interférencq Par _com‘rc, §1 X 2 X,
la fonction & intégrer sur k n’oscille pratiquement plus (¢f. fig. 5-b), et ‘x//(x, 0)1 est
maximal,

Re { Jg(k)] ek rorx o} Re { |g(k)| eite—ror—x0)}

/ lg(k))

II b
a /
/] \
! \
//[\ AN k &
- ~ E
oA A 0
, I
\\ %
\\ 0 //
Y i
AN
NI N
|x ~ xo| > AR
FIGURE 5

Variations avec k de la fonction a intégrer sur k pour obtemir ¥(x, 0). Sur la ﬁgure (a)., on a
fixé x a une valeur telle que ]x - x0| > 1/4k, et la fonction a intégrer oscille plusxt':urs ‘f(.)lS 'da.ns
Pintervalle Ak. Sur Ia figure (b), x est fixé de fagon que |x — xO] < 1/4k, et'la fonction a lnteg}er
n’oscille pratiquement plus, de sorte que son intégrale sur & prend un,e valeur importante ; par suite,
le centre du paquet d’ondes [point out |y/(x, 0)| est maximal] est situé en x = x,.
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La position x,,(0) du centre du paquet d’ondes est don.

ul0) = xo = — [ “%J (C-16)
dk
~ e == kg

En pratique, le résultat (C-16) peut étre retrouvé par un raisonnement trés
simple. Une intégrale comme celle qui apparait dans (C-8) sera maximale (en module)
lorsque les ondes d’amplitude Ia plus grande, c’est-a-dire celles qui correspondent
a k voisin de k,, interféreront de maniére constructive. Ceci se produit lorsque la
phase de ces ondes, qui dépend de k, ne varie pratiquement pas autour de k = k.
Pour obtenir le centre du paquet d’ondes, on écrit donc (condition de phase
stationnaire) que la dérivée par rapport a & de la phase s’annule en k = ko. Dans le
cas particulier qui nous occupe, la phase de 'onde correspondant & k est kx + alk),
et x,(0) est la valeur de x qui annule la dérivée x + da/dk prise pour k = ko.

Lorsque x s’¢carte de la valeur x,, [W(x, 0)] décroit ; cette décroissance devient
appréciable si e'® k) ("x) eniffe 3 peu pres une fois lorsque k parcourt le
domaine Ak, c’est-a-dire lorsque :

Ak (x — xg) =~ (C-17)
Si Ax est la largeur approximative du paquet d’ondes, on a donc :

4k Ax > 1 (C-18)

P

Nous retrouvons ainsi une relation classique entre les largeurs de deux
fonctions transformées de Fourier I'une de Pautre. Le fait important est que le
produit Ax . Ak est borné inférieurement ; la valeur exacte de cette borne dépend
bien sir de la définition précise des largeurs Ax et Ak,

Un paquet d’ondes tel que (C-7) représente donc I'état d’une particule dont la
probabilité¢ de présence, a I'instant ¢ = 0, est pratiquement nulle en dehors d’un
intervalle de largeur approximative Ax centré sur la valeur Xq-

REMARQUE :

Le raisonnement précédent pourrait faire croire que le produit Ax. Ak

est toujours de I'ordre de 1 [¢f. (C-17)]. Insistons sur le fait qu’il s’agit la d’une

. limite inférieure : s’il est impossible de construire des paquets d’ondes ol le

' produit dx . Ak soit négligeable devant 1, il est parfaitement possible d’en

construire pour lesquels ce produit est aussi grand qu’on le désire [voir par

exemple le complément Gy, notamment la remarque (#f) du § 3-c]. Cest
pourquoi (C-18) est écrit sous forme d’une inégalité,

elation d’incertitude de Heisenberg

L’inégalité (C-18) a, en mécanique quantique, des conséquences physiques
lgment importantes ; nous nous proposons de les discuter maintenant (nous
restons pour simplifier dans le cadre d’un modéle 4 une dimension).

Nous avons vu qu’une onde plane ei®ox~wo0 correspond & une densité de
probabilité constante sur 'axe Ox, quel que soit ¢; on peut exprimer grossiérement
ce résultat en disant que la valeur de Ax correspondante est infinie. Par contre,
il y intervient une seule pulsation , et un seul vecteur d’onde ky; d’aprés les
relations de L. de Broglie, cela signifie que Iénergie et impulsion de la particule
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sont bien déterminées : E = hw, et p = hk,. Une iclle onde plane peut d’aillegrs
étre considérée comme un cas particulier de (C-7), pour lequel g(k) est une « fonction
delta » (appendice II) :

glk) = 5k — ky) C(C-19)

La valeur correspondante de Ak est alors nulle. '

Mais on peut aussi interpréter cette propriét¢ de la fagon S}nvap"te, dar}s le
cadre du principe de décomposition spectrale (cf. §§ A-3 et B»%). Dlre‘qu une
particule, décrite & ¢ = 0 par la fonction d’onde Y(x, 0) = A f'i“x., ‘possegie une
impulsion bien déterminee, c’est dire qu'une mesure de lsimpulf;lf)n a ,c;et instant
donnera p = Ak a coup slr. On en déduit que e’ caraciérise ['état propre
correspondant d p = hk. Comme, d’autre part, il existe une onde plape pour toute
valeur réelle de k, les valeurs propres que I'on peut attendre a priori dans une
mesure de Uimpulsion sur un état quelconque sont toutes les valeurs réelles ,(daqs ce
cas, il n’y a pas quantification des fésultats possibles : comme en mécanique
classique, toutes les valeurs de I'impulsion sont permises).

Considérons alors la formule (C-8). Elle fait apparaitre y(x, 0) comme une
superposition linéaire des fonctions propres de I'impulsion, dans laquelle le coeffi-
cient de e™* est g(k). On est donc amené 2 interpréter |g(k)|* (3 un facteurpons}ant
prés) comme la probabilité de trouver p = hk sil’on mesurea z = 0 1’1mp}11s10n d’une
particule dont I’état est décrit par Y(x, ¢). En réalité, les valeurs pos§1bles pour p
comme pour x forment un ensemble continu, et |g(k)|* est proporthnnel a une
densité de probabilité : la probabilité d2(k) d’obtenir une Va.leur comp.m?e ent;rf: ﬁflc
et ik -+ dk) est, a un facteur pres, |g(k)|* dk. Plus précisément, si 'on rééerit
la formule {(C-8) sous la forme :

¥(x, 0) = S f‘;(P) e’/ dp (C-20)
R

on sait que Y(p) et Y(x, 0) vérifient 'égalité de Bessel-Parseval (appendice I) :

f w]u//(x, 0)? dx = J i (p)|* dp (sz{)

o0 -0

| i
Sila valeur commune de ces intégrales est C, d2(x) = T [t,b(x, 0)|*dxestla probablhte’

pour que la particule soit trouvée, a ¢t = 0, entre x et x + dx; de méme :
S 1 ,— )
A7) = W) dp (C-22)

est la probabilité pour que la mesure de I'impulsion donne un résultat compris
entre p et p -+ dp[I’égalité (C-21) assure alors que la probabilité totale pour trouver
une valeur quelconque est bien égale & 1].

Revenons maintenant a 'inégalité (C-18). On peut Iécrire :

Ax. Ap > H (C-23)
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(dp = hdk est la largeur de la courbe représentative de [W(p)]). Considérons une
~ particule dont I’état est défini par le paquet d’ondes (C-20); nous savons que sa
probabilit¢ de présence, a 1 = 0, est appreciable seulement dans une région de
largeur Ax autour de x, : sa position est connue avec une incertitude Ax. Si I'on
mesure impulsion de cette particule au méme instant, on peut trouver une valeur

. 4 / . - .
comprise entre p, - w;lz et py -A?-fe, puisque |y(p)|* est pratiquement nul en dehors

de cet intervalle : lincertitude sur Iimpulsion est donc Ap. L’interprétation de la
relation (C-23) est alors la suivante : il est impossible de définir 4 un instant donné
a la fois la position de la particule et son impulsion avec une précision arbitraire ;
lorsque la limite inférieure imposée par (C-23) est atteinte, augmenter la précision
sur la position (faire décroitre Ax) implique que la précision sur I'impulsion
diminue (4p croit), et vice-versa. Cette relation est appelée relation d'incertitude de
Heisenberg.

On ne connait rien de tel en mécanique classique. La limitation exprimée
par (C-23) provient du fait que 4 n’est pas nul; c’est la trés petite valeur de A
a léchelle macroscopique qui rend cette limitation totalement négligeable en
mécanique classique (un exemple est traité en détail dans le complément B,).

REMARQUE :

L’inégalité (C-18) dont nous sommes partis n’a rien, en elle-méme, de typiquement
quantique. Elle ne fait qu’exprimer une propriété générale des transformées de Fourier,
dont il existe de nombreuses applications en physique classique : il est par exemple bien
connu en radio-€lectricité qu’il n’existe pas de train d’ondes ¢lectromagnétiques dont
on puisse définir au méme instant la position et la longueur d’onde avec une précision
infinie. Ce qui est quantique, c’est d’associer une onde 3 une particule matérielle, et
d’imposer 4 la longueur d’onde et 3 Pimpulsion de satisfaire la relation de L. de Broglie.

4. Evolution dans le temps d'un paguet d'ondes libre

Jusqu’ici, nous ne nous sommes intéressés qu’a la forme d’un paquet d’ondes
a un instant donné; dans ce paragraphe, nous allons étudier son ¢volution dans le

* temps. Revenons donc au cas d’une particule libre dont I’état est décrit par le paquet

d’ondes a une dimension (C-7).
Une onde plane particuliére e/~ ®9 ge propage sur Paxe Ox avec la vitesse :
g

Vol = ' (C-24)

puisqu’elle n’est fonction de x et de ¢ que par lintermédiaire de <x - % t); ¥, (k)

&t '”F@ppelée vitesse de phase de 'onde plane.

“« " On sait que dans le cas d’une onde ¢lectromagnétique se propageant dans
le vide, ¥, est indépendante de k et ¢gale a la vitesse de la lumiére ¢. Toutes les ondes
qui composent un paquet d’ondes se déplacent & la méme vitesse, de sorte que
I’ensemble du paquet se déplace lui aussi, sans se déformer, a la vitesse c. Par contre,
on sait aussi~qu’il n’en est pas de méme dans un milieu dispersif, ol la vitesse de

-.Phase est donnée par :
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n(k) L

n(k) étant I'indice du milieu, qui varie avec Ia longueur d’onde. .
Le cas qui nous occupe ici correspond a un milieu dispersif, puisque la vitesse
de phase vaut [¢f. équation (C-3)] :

V@m? (C-26)

Nous allons voir que, lorsque les différentes ondes ont ainsi des vitesses de phase
inégales, la vitesse du maximum x,, du paquet d’ondes n’est pas la vitesse de phase
ik . . . )
moyenne f;)-—‘l = --2¢-9w , contrairement a ce qu’on pourrait attendre.
%o m .

Comme plus haut, nous allons commencer par essayer de comprendre qualifa-
tivement ce qui se passe, avant de prendre un point de vue plus général. Reprenons
donc la superposition des trois ondes considérée au § C-2. Lorsque 7 est quelconque,
Y(x, 1) est donné par :

e A
2

= Iko) gitkor—aon [1 + cos (%’f x A2 1)] (C-27)

\/ 27 2
On voit alors que le maximum de [y/(x, 7), qui se trouvait en x = 0 au temps ¢ = 0,
est maintenant au point :
A -
xlt) = A2, (C-28)

et non au point x = (1?9 t. Lorigine physique de ce résultat apparait sur la figure 6.
0

La partie g) de cette figure représente la position a P'instant ¢ = 0 de trois max‘imuvms

adjacents (1), (2), (3) pour chacune des parties réelles des trois ondes; les maximums

repérés par I'indice (2) coincidant en x =0, il y a interférence constructive en ce pomt,”

qui correspond donc 4 la position du maximum de |(x, 0)|. Comme la vitesse de

2
a peu rattraper celui de I'onde (ky), qui lui-méme rattrape celui de Ponde
Ak
2
sur la figure 6-b : ce seront les maximums (3) qui coincideront et donneront donc
la position du maximum x,(r) de J¥(x, t)|. On voit clairement sur la figure que

. Ak
phase croit avec k [formule (C-26)], le maximum (3) de l’orfdc\ ko + -—-> va peu

ko, —

Xy (1) n’est pas égal a —C;—C)-Q t,et un calcul simple'redonne la formule (C-28).
0
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Ak
ko +— l(1) l(2) |(3) I(l) ,(2)_ '(3)
ko |(1) l(z) ,(3) l(]) ,(2) l(s)
Ak
ko == lq) |(:z) 1(3) |(I) I(z) |(3)
- 0 5 J ¥
1 f
. %4(0) b )

FIGURE 6

Positions des maximums des trois ondes de la figure 4 3 Pinstant { = 0 (fig. a) et 4 wn instant 7 ulté-
rieur (fig. b). A Pinstant ;1 = 0, ce sont les maximams (2), situés en x = 0, qui interférent construc-
tivement : Ia position du centre du paquet d’ondes est x,,(0) = 0. A Piustant %, les trois ondes ont
progressé avec des vitesses de phases ¥, différentes; ce sont alors les maximums (3) qui interférent
constructivement, et le centre du paguet d’ondes est situé en x = Xy (). On voit done que la vitesse
du centre du paguet d’ondes (vitesse de groupe) est différente des vitesses de phase des trois ondes,

Le déplacement du centre du paquet d’ondes (C-7) peut étre trouvé de maniére
analogue, en appliquant la méthode de la « phase stationnaire ». On remarque en
effet sur la forme (C-7) du paquet d’ondes libres que, pour passer de Y(x, 0)
ay(x, 1), il suffit de changer g(k) en g(k) e~ *®* |e raisonnement du § C-2 reste donc
valable, a condition de remplacer I'argument o(k) de g(k) par :

a(k) — k)t (C-29)
La condition (C-16) donne alors :
dw da
Xpflt) = [H%J t — [@J (C-30)
k=ko k=ko

Nous retrouvons donc le résultat (C-28) : la vitesse du maximum du paquet

+ d’ondes est :

%@»=E§J (C31)
, k=kg

“On appelle ’Ié (ko) la vitesse de groupe du paquet d’ondes. Avec la loj de dispersion

donnge en (C-3), on obtient :

= hik,

) %kVG(ko) =0 = 2V, (k) ©32)

Ge ré&sultat est important, car il permet de retrouver la description classique de la
particule libre, dans les cas ol cette description est valable. En effet, lorsqu’on
a affaire  un corpuscule macroscopique (et Pexemple du grain de poussiére traité
dans le complément }}(L montre combien il peut étre petit), la relation d’incertitude
n’introduit pas de limitation obsérvable sur la précision avec laquelle sont connues

sa position et son impulsion. Cela signific qu’on pourra construire, pour décrire
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quantiquement un tel corpuscule, un paquet d’ondes dont les largeurs caractéristiques
dx et Ap seront inappréciables; on parlera donc en termes classiques de la posi-
tion XM(?) etde I'impulsion p, du corpuscule. Mais alors sa vitesse doit &tre v = -If:;lg.
C’est bien ce qu’indique la formule (C-32) obtenue dans la description quantique :
dans les cas oll 4x et Ap peuvent tous deux étre rendus négligeables, le maximum
du paquet d’ondes se déplace comme une particule obéissant aux lois de la méca-
nique classique.

REMARQUE :

Nous avons mis ici 'accent sur les déplacements du centre du paquet
d’ondes libre; on peut également étudier la maniére dont sa forme évolue
au cours du temps. On montre alors facilement que, si la largeur 4p est une
constante du mouvement, 4x varie au cours du temps et, pour des temps
suffisamment longs, croit indéfiniment (étalement du paquet d’ondes). La
discussion de ce phénoméne est donnée dans le complément G, ou on
traite le cas particulier d’un paquet d’ondes gaussien.

D. PARTICULE DANS UN POTENTIEL SCALAIRE
INDEPENDANT DU TEMPS

Nous avons vu, au § C, comment la description quantique d’une particule se réduit
a la description classique lorsque la constante de Planck A peut étre considérée
comme négligeable. Dans approximation classique, le caractére ondulatoire ne se

. h oy . \
manifeste pas parce que la longueur d’onde 4 = 7 associée a la particule est trés

petite devant les longueurs caractéristiques de son mouvement. Cette situation est
analogue 4 celle que ’on rencontre en optique : 'optique géométrique, qui ignore
les propriétés ondulatoires de la lumigre, constitue une bonne approximation lorsque
la longueur d’onde correspondante peut étre négligée devant les longueurs auxquelles
on s’intéresse. La mécanique classique joue dong, vis-a-vis de la mécanique quantique,
le mé&me réle que 'optique géométrique vis-a-vis de I'optique ondulatoire. v
Nous allons nous intéresser, dans ce paragraphe, a une particule plongée dans
un potentiel indépendant du temps. Ce que nous venons de dire implique que des

effets typiquement quantiques (c’est-a-dire d’origine ondulatoire), doivent se produire

lorsque le potentiel varie de fagon appréciable sur des distances plus courtes que la
longueur d’onde : celle-ci ne peut alors pas &tre négligée. C’est pourquoi nous allons
étudier le comportement d’une particule quantique placée dans différents « potentiels

carrés », ¢’est-a-dire des potentiels dont les variations se font par « marche d’escalier »..

comme le montre la figure 7-a. Un tel potentiel, qui est discontinu, varie bien siir
de maniére notable sur des intervalles de ’ordre de la longueur d’onde, si petite
soit elle : les effets quantiques doivent donc toujours apparaitre. Avant de passer
a cette étude, nous allons discuter quelques propriétés importantes que satisfait
I'équation de Schrodinger quand le potentiel ne dépend pas du temps.
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1. Séparation des variables. Etats stationnaires

La fonction d’onde dune particule dont I’énergie potentielle ¥(r) ne dépend
pas du temps doit vérifier 'équation de Schrédinger :

6».

ih FT e, 1) = — gl% A(r, 1) + V() Wlr, 1) -1
a. RECHERCHE DES ETATS STATIONMAIRES

Cherchons s’il existe des solutions de cette équation de la forme :

w(r, ) = o) 1) (D-2)
En reportant (D-2) dans (D-1), il vient :

ot G = 0]~ 5140 | 4 OV 00 ©-3

Si nous divisons de part et d’autre par le produit ¢(r) x(2), nous obtenons : Q

4= 9| o400 | + V0

0 dE T em| T Im (D-4)
Cette équation indique 1’égalité entre une fonction de ¢ seul (membre de gauche)
et une fonction de r seul (membre de droité). L’égalité n’est possible que si chacune
de ces fonctions est en fait une constante que nous poserons égale a fiw, o0 w a les
dimengions d’une pulsation.

Ecrivons que le membre de gauche est égal a %iw; nous obtenons pour x(#)
une equation différentielle qui s’intégre facilement et qui donne :

x(0) = Ae ot (D-5)
De méme, ¢(r) doit vérifier 'équation :
K2 .
L g A0+ V) o) = ho () (D-6)

Si nous posons 4 = 1'dans I’équa‘tion (D-5) [ce qui est possible en incorporant par
exemple la constante 4 dans ¢(r)], nous aboutissons au résultat suivant : la fonction

Ui, §) = g e ot (D-7)

est solution dé I’équation de Schrédinger, & condition que o(r) soit solution de (D-6).
On*dit qu’on a séparé les variables de temps et d’espace.

v & Une fonction d’onde de la forme (D-7) est appelée solution stationnaire de
I’équation de Schridinger : elle conduit & une densité de probabilité Wi, H* = |e®)?
indépendante du temps. Dans une fonction stationnaire apparait une seule pulsa-
tion w; d’aprés les relations de Planck-Einstein, un état stationnaire est un état
d’énergie bien définie E = ho (état propre de I’énergie). En mécanique classique,
lorsque l’éne{gie potentielle est indépendante du temps, Iénergie totale est une

~constante du"mouvement; en mécanique quantique, il existe des états d’énergie
“bien déterminée.
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L’équation (D-6) peut donc s’écrire :

B 2
|55 4+ 719 ot = £ | (-5
2m .

ou encore :

| Ho (D-9)
H étant Uopérateur différentiel :

-
He= -1 44 v (D-10)
2m
H est un opérateur linéaire car, si 4, et 4, sont des constantes, on a :
H[2,0:(0) + 2,0,(0) ] = 4, H @, (x) + 1,1 ¢,(r) (D-11)

L’équation (1D-9) est donc ["équation aux valeurs propres de l’opératelir linéaire .H :
Papplication de”H sur la « fonction propre » ¢(r) redonne Vcette.meme fonctlon,
multipliée par la « valeur propre » correspondante £. Les énergies possz'bles sont
donc les valeurs propres de I'opérateur H. Nous verrons plus bas que I’équation (D~9Z
n’admet de solution ¢(r) de carré sommable que pour certaines valgurs _de E
(cf. § D-2-c et le'§ 2-c du complément H,) : c’est 'origine de la quantification de

I'énergie;

REMARQUE !

L’équation (D-8) [ou (D-9)] est quelquefois appelée « équa?ion de Schrtjd{nger
indépendante du temps », par opposition 4 la véritable « équatlon.de Sclalrrodm'ger
dépendante du temps » (ID-1). Insistons bien sur leur différencs: ess?ntxelle : lequatmfl
(D-1) est une équation générale qui donne I’évolution de la fonction d’onde, quel que soit
Pétat de la particule; par contre, 1’équation aux valeurs propres (D~9). perrr‘let de
rechercher, parmi tous les états possibles de la particule, ceux qui sont stationnaires.

L

b. SUPERPOSITION D'ETATS STATIONNAIRES

Afin de distinguer entre elles les diverses valeurs possibles de I’énergie £ et

9 M 3 .
les fonctions propres ¢@(r) correspondantes, nous les affectons d’un indice n; on a
donc : ‘

Ho,(5) = E,0,0r) T (D-12)

et les états stationnaires de la particule ont pour fonctions d’onde :
Pulr, 1) = @,(r) e” Fnt/h (D-13)
Y,(x, ©) est solution de I’équation de Schrodinger (D-1); comme cette équation est

linéaire, elle admet toute une série d’autres solutions de la forme
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W ) =Y c,p,(r) e (D-14)
ou les coefficients c, sont des constantes complexes quelconques. On a en particulier :

WK, 0) = 3 ¢, 0,(r) (D-15)

Inversement, supposons que nous connaissions Y(r, 0), Cest-a-dire Pétat de
la particule & 'origine des temps. Nous verrons plus loin que, quelle que soit la
fonction y(x, 0), on peut toujours la décom,pBSCr sur les fonctions propres de H,
comme en (D-15); les coefficients ¢, sont donc déterminés par Y¥(x, 0). La solution
correspondante Y(r, £) de I’équation de Schrodinger est alors donnée par (D-14) :
il suffit pour 'obtenir de multiplier chaque terme de (D-15) par le facteur e~ ¥t/
ou E, est la valeur propre associée a @,(xr). Insistons sur le fait que ces facteurs de.
phase different d’un terme 4 l'autre; c’est uniquement dans le cas des états
stationnaires que la dépendance en s fait intervenir une seule exponentielle
[formule (D-13)].

2. Potentiels « carrés » a une dimension. Etude qualitative

Nous avons indiqué au début de ce § D que, pour mettre en évidence des
effets quantiques, nous allions considérer des potentiels variant notablement sur de
faibles distances. Nous nous limitons ici 4 une étude qualitative, de fagon a con-
centrer notre attention sur les idées physiques simples: une étude plus détaillée est
donnée dans les compléments de ce chapitre (complément H,). Afin de simplifier
le probléme, nous allons nous intéresser & un modéle 4 une dimension, dans lequel
Iénergie potentielle ne dépend que de x (la justification d’un tel modéle est donnée
dans le complément F)).

a. SIGNIFICATION PHYSIOUE D'UN POTENTIEL CARRE

Nous considérons donc, dans un probléme a une dimension, un potentiel du

type de celui qui est représénté sur la figure 7-a : I'axe Ox est divisé en un certain
&

- nombre de régions, ou le potentiel est constant; par contre, le potentiel présente un
saut brusque (discontinuité) 4 la limite entre deux régions adjacentes. En réalité, une
telle fonction ne peut pas véritablement représenter un potentiel physique, qui doit

“&tre continu; nous Putiliserons pour schématiser une énergie potentielle ¥(x) qui
aurait en fait I’allure indiquée sur la figure 7-b : il n’y a pas de discontinuité, et V(x)
Varjfyg%”trés rapidement au voisinage de certaines valeurs de x. Lorsque les intervalles
sur lesquels se fait cette variation sont trés petits devant toutes les longueurs inter-
venant dans le probléme (en particulier la longueur d’onde associée a la particule),
on petit remplacer le véritable potentiel par le potentiel carré de la figure 7-a. 1l
s’agit la d’une approximation qui cesserait par exemple d’étre valable pour une
particule d’énergie trés grande, dont la longueur d’onde serait trés courte.

g

Les prédictions de la mécanidue classique sur le comportement d’une particule
dans un potentiel comme celui de la figure 7 sont faciles a déterminer. Il suffit par
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exemple d’imaginer que V(x) est 'énergie potentielle de pesanteur; la figure 7-b"
représente alors le profil réel du terrain sur lequel se déplace la particule : les
discontinuités correspondent en fait & des cotes abruptes, séparées par des plateaux
horizontaux. Remarquons que, si I'on se fixe Pénergie totale £ de la particule les
domaines de I’'axe Ox ou V > F lui sont interdits (son énergie chtxque o, ==
doit étre positive). !

Potentiel a
« carré »
0 B X
Potentiel
réel b
0 / > X
Force F FIGURE 7
: € Potentiel carré (fig. a) schémati-
0 x  sant un potentiel réel (fig. b) pour
\/ lequel la force a Pallure indiguée
sur la figure c.
REMARQUE
. . Ve,
La force qui s’exerce sur la particule est F(x) = — g o swr la figure 7-c,

on a représenté cette force, obtenue a partir du potentiel ¥(x) de la figure 7-b.
On constate que la particule, dans toutes les régions ou le potentiel présente
un palier, n’est soumise 4 aucune force; sa vitesse est alors constante. Ce n’est
que dans les zones frontiéres entre ces paliers qu'une force agit sur la particule
et, suivant les cas, ’accélére ou la ralentit.

(5]

b. ANALOGIE AVEC L'OPTIQUE

Nous allons nous intéresser aux états stationnaires (§ D-1) d’une particulge’
dans un potentiel « carré » & une dimension. ‘

Dans une région ou le potentiel a une valeur constante V, I’équation aux
valeurs propres (D-9) s’écrit :

[_ %%5 + V} o(x) = Eo(x) i
Ou encore |
d? 2m
a . =0 D-17
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Or il existe en optique une équation tout a fait analogue. Considérons en effet
un milieu transparent dont l'indice n-ne dépend ni de r, ni du temps. Ce milieu
peut étre le siege d’ondes électromagnétiques dont le champ électrique E(r, ) est
indépendant de y et z, et de la forme : ©

E(r, 1) = eE(x) e " (D-18)

ol e est un vecteur unitaire perpendiculaire 2 Ox. E(x) doit alors vérifier :
d? 2Q
+ 2 By = 0 (D-19)

{dx c? J )
On voit que les équations (D-17) et (D-19) deviennent identiques si ’on pose :

2 Z 2

Jff(E — V) = f (D-20)

c

D’autre part, en un point x ou I’énergie potentielle V' [et par suite l'indice n
donné par (D-20)] subit une discontinuité, les conditions de raccordement pour
@(x) et E(x) sont les mémes : ces deux fonctions, ainsi que leurs dérivées premiéres,
doivent rester continues (¢f. complément H,, § 1-b). L’analogie de structure entre
les deux équations (D-17) et (D-19) permet donc d’associer 4 un probléme de
mécanique quantique, correspondant au potentiel de la figure 7-a, un probléme
d’optique : celui de la propagation d’une onde électromagnétique de pulsation £
dans un milieu dont I'indice # subit des discontinuités du méme type; d’apres (D-20),
la relation entre les paramétres optiques et mécaniques est :

n(§2) = i‘flﬁ NV 2mcHE — V) (D-21)

Une région ou £ > V correspond pour 'onde lumineuse 3 un milieu trans-
parent dont I'indice est réel; I’onde sera alors de la forme e~

Que se passe-t-il lorsque V' > E? La formule (D-20) donne un indice imaginaire
pur; dans (D-19), n? est négatif, et la solution est de la forme ¢~ #* : ¢’est "analogue
d’une « onde évanescente »; la situation rappelle par certains aspects la propagation

d’une onde électromagnétique dans un milieu métallique*.

Nous pourrons donc transposer les résultats bien connus de I’optique ondu-
latoire aux problémes que nous étudions ici. Il importe cependant de bien comprendre
qu’il s’agit seulement d’une analogie : linterprétation que nous donnons a la

# fonction djonde est fondamentalement différente de celle que loptique ondulatoire

clas51que attribue & 'onde électromagnétique.

EXEMPLES

% Marche et barriére de potentiel

Considérons une particule d’énergie £ qui, provenant de la région des x néga-
tifs, arrive sur la « marche » de potentiel, de hauteur V,, représentée sur la figure 8.

* I’analogie ne d01t cependant pas étre poussée trop loin, car 'indice n d’un milieu métallique
n’est pas imagingire pur, Trais possede ‘également une partie réelle (dans un métal, "onde optique est

_ absorbée et 2 un comportement oscillant).
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FIGURE 8

Marche de potentiel

Si £ > W, (cas ou la particule classique franchit le saut de potentiel ct
continue vers la droite avec une vitesse plus faible), Panalogie optique est 'la Sui-
vante : une onde lumineuse se propage de gauche a droite dans un milieu d’indice n, :

P —
| ImE ; (D-22)

M he2 \/

en x = x; elle tombe sur un dioptre plan, et Iindice, pour x > x,, vaut :

n, = 71%2- 2m(E — V,) (D-23)
Nous savons que P'onde incidente venant de la gauche se scinde en une onde
réfléchie et une onde transmise. Transposons ce résultat a la mécanique quantique :
la particule a une certaine probabilité & d’étre réfléchie, et seulement la probabilit.é
1 — 2 de poursuivre vers la droite. Ce résultat est contraire a ce que prévoyait
la mécanique classique. '

Lorsque £ < ¥, l'indice n, correspondant 4 la région x > x, devient ima-
ginaire pur, et 'onde lumineuse incidente est totalement réfléchie. La prédictiqn
quantique coincide donc sur ce point avec celle de la mécanique classique. Toutefois,
I'existence, pour x > x,, d’une onde évanescente indique que la particule quantique
a une probabilité de présence non nulle dans cette région. '

Le r6le de cette onde évanescente devient plus frappant dans le cas d’une
barriere de potentiel (fig. 9). Pour E < ¥, une particule classique rebrousserait
toujours chemin. Mais, dans le probléme d’optique correspondant, on auraitu};ne
lame d’indiCe imaginaire et d’épaisseur finie plongée dans un milieu transparent;

A1/ (x) . \\\

V(x)

A

FIGURE 9

X, X, Barriére de potentiel.
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si cette épaisseur n’est pas trés supérieure 4 la portée 1/p de Vonde évanescente, une
partie de I'onde incidente est transmise dans la région x > x,. Donc, méme pour
E <V, on trouve une probabilité non nulle pour que la particule franchisse la
barriére : c’est ce qu’on appelle I« effet tunnel »,

B. Puits de potentiel

La fonction V(x) a ici la forme indiquée sur la figure 10. Les prédictions de
la mécanique classique sont les suivantes : lorsque la particule a une énergie £
négative (mais supérieure & — %), elle ne peut qu’osciller entre x, et x,, avec une
energie cinétique £, = E + ¥, ; lorsque la particule a une énergie positive, et qu'elle
arrive de la gauche, elle subit une brusque accélération en x,, puis une décéléra-
tion égale en x,, et continue ensuite vers la droite.

Dans I’analogue optique du cas — J, < E < 0, les indices n, et ny corres-
pondant aux régions x < x, et x > x, sont imaginaires, alors que Pindice n, qui
caractérise intervalle [x,, x,] est réel. On a donc I’équivalent d’une lame d’air,

V{x)

v FIGURE 10
0

Puits de potentiel.

par exemple, entre deux milieux réfléchissants. Les différentes ondes réfléchies
successivement en x, et x, se détruisent par interférence, sauf pour certaines fré-
quences bien déterminées (« modes propres ») qui permettent I'établissement d’ondes

" stationnaires stables. La traduction quantique de ce fait implique qu les énergies

négatives sont quantifiées*, alors que classiquement toutes les valeurs comprises
entre — ¥, et 0 sont possibles.

Yoo ¢ 54
- Pour £ > 0, les indices n,, n, et n, sont réels :
_ c1 J2mE
= Vl3 == “ﬁ"h‘“ 2mE (D—-24)

1\/2m(E + V) (D-25)

* Les valgurs perifitses: de I'énergie ne sont pas données par la condition bien connue :
X, — x; = kA,/2, car il faut tenir compte de I'existence des ondes évanescentes qui introduisent un
déphasage lors des réflexions en x = x, et x = x, (¢f. complément Hy, § 2-¢).

39


www.goodprepa.tech

www.goodprepa.tech

CHAPITRE | ONDES ET PARTICULES \

s Lo ; \
Comme n, est supérieur a n, et ns, la situation est analogue a celle d’une lame de\
verre dans lair. Pour obtenir 'onde réfléchie en x < x,, ou transmise dans la \

région x > x,, il faut superposer une infinité d’ondes qui proviennent de réflexions

successives en x, et x, (interferometre a ondes multiples analogue a un Fabry-Pérot).
On trouve alors par exemple que, pour certaines fréquences incidentes, 'onde est
entiérement transmise. Du point de vue quantique, la particule a donc en général
une certaine probabilité d’étre réfléchie; il existe cependant des valeurs de I'énergie,
dites énergies de résonance, pour lesquelles la probabilité de transmission est 1, et
par conséquent la probabilité de réflexion 0.

Ces quelques exemples montrent combien les prédictions de la mécanique
quantique peuvent différer de celles de la mécanique classique, et font clairement
apparaitre le role primordial des discontinuités de potentiel (schématisant des
variations rapides).

CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons introduit et discuté, de maniere qualitative et
intuitive, certaines idées fondamentales de la mécanique quantique. Nous reviendrons
plus loin sur ces notions (chap. III) afin de les préciser et de les systématiser. Tou-
tefois, il apparait déja que la description quantique des systemes physiques différe
radicalement de celle qu’en donne la mécanique classique (bien que cette dernicre
constitue, dans de nombreux cas, une excellente approximation). Nous nous
sommes limités dans ce chapitre au cas des systémes physiques constitués d'une
seule particule. La description de ces systémes a un instant donneé est, en mécanique
classique, fondée sur la donnée de six paramétres, qui sont les composantes de la
position r(?) et de la vitesse v(¢) de la particule; toutes les variables dynamiques
(énergie, impulsion, moment cinétique) sont déterminées par la donnée de r(¥)
et v(7); les lois de Newton permettent de calculer r(f) comme solution d’équations
différentielles du second ordre par rapport au temps, et par conséquent fixent les
valeurs de ¥(s) et ¥(¢) & un instant ¢ quelconque, lorsqu’on les connait & I'instant
initial.

La mécanique quantique, elle, utilise une description des phénoménes plus
compliquée : ’état dynamique d’une particule, & un instant donne, est caractérise
par une fonction d’onde; il ne dépend plus de six paramétres seulement, mais d’une
infinité [les valeurs de ¥(r, £) en tous les points r de 'espace]. De plus, les predictions
sur les résultats de mesure ne sont plus que de type probabiliste (probabilite
d’obtenir tel résultat dans la mesure d’une variable dynamique). La fonction d’onde
est solution de I’équation de Schrédinger, qui permet de calculer Y(r, £) & partir
de ¥(r, 0); cette équation implique un principe de superposition qui entraine des
effets de type ondulatoire.. .

Ce bouleversement dans notre conception de la mécanique a été imposé par
I’expérience : la structure et le comportement de la mati¢re au niveau atomique
sont incompréhensibles dans le cadre de la mécanique classique. La théorie y a perdd
en simplicité; toutefois, elle y a beaucoup gagné en unité, puisque maticre et
rayonnement sont décrits suivant le méme schéma (dualité onde-corpuscule).
Insistons sur le fait que ce schéma, bien que heurtant nos idées et habitudes tirées
de I’étude du domaine macroscopique, est parfaitement cohérent : jamais personne
n’a réussi & imaginer une expérience qui mette en défaut les relations d’incertitude
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(¢f. complément D de ce chapitre). De maniére plus générale, aucune observation
n’a jusqu’a présent contredit les principes fondamentaux de la mécanique quantique.
Tout.ef.ois, il n’existe pas & I'heure actuelle de théorie globale des phénoménes
relativistes et quantiques, et un nouveau bouleversement n’est bien siir pas exclu.

Références et conseils de lecture :

Présentation des phénomeénes physiques nécessitant Pintroduction des concepts

quaptiques : Voir sous-section « Ouvrages d’introduction — Physique quantique » de la
section 1 de fa bibliographie, en particulier Wichmann (1.1) et Feynman 111 (1.2).
chap. 1 et 2. ‘

Historique de I'¢laboration des concepts quantiques : références de la section 4
dfz lE.l bibliographie, en particulier Jammer (4.8); voir aussi la « Resource Letter » (5.11)
ainsi que Jammer (5.12) qui donnent de nombreuses références aux articles originaux.

Expériences de base : les références aux articles originaux peuvent étre trouvées
dans la section 3 de la bibliographie.

_Probléme d’interprétation en Mécanique Quantique : section 5 de la biblio-
graphie, en particulier la « Resource Letter » (5.11) qui contient un grand nombre de
références classées. Voir aussi Jammer (5.12),

Analogies et différences entre ondes de matiére et ondes électromagnétiques
B}i)hm (5.1), chap. 4, en particulier tablean « Summary on Probabilities » 4 la fin du
chapitre.

Voir aussi les articles de Schrodinger (1.25), Gamow (1.26), Born and Biem (1.28),
Scully and Sargent (1.30).
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COMPLEMENTS DU CHAPITRE I

A : ORDRE DE GRANDEUR Ay, B, C,: considérations trés simples mais
' DES LONGUEURS D'ONDE ASSOCIEES fondamentales sur les ordres de grandeur des
A DES CORPUSCULES MATERIELS paramétres quantiques.
B, : CONTRAINTES IMPOSEES
PAR LA RELATION D'INCERTITUDE
C,: RELATION DINGERTITUDE
ET PARAMETRES ATOMIQUES
D, : UNE EXPERIENCE ILLUSTRANT D, : discussion d’une expérience simple que I'on
LA RELATION D'INCERTITUDE pourrait imaginer pour tenter de mettre en défaut
la complémentarité entre les aspects corpusculaire
et ondulatoire de la lumiére (facile, mais peut-
étre réservé pour une étude ultérieure).
E, : ETUDE SIMPLE D'UN PAQUET D'ONDES E,, F|, G, : compléments sur les paquets d’ondes
A DEUX DIMENSIONS (§ C du chapitre 1) :
F, : LIEN ENTRE LES PROBLEMES E, : dégage de fagon simple et qualitative le
A UNE ET A TROIS DIMENSIONS lien qui existe entre D'extension latérale d’un
G, : PAQUET D'ONDES GAUSSIEN paquet d’ondes a deux dimensipns et la disper-
A UNE DIMENSION ; sion angulaire des vecteurs d’onde ({facile).
ETALEMENT DU PAQUET D'ONDES F, : généralisation a trois dimensions des
résultats du § C du chapitre I; montre comment
Pétude d’une particule dans Pespace a trois
dimensions peut dans certains cas étre ramenée a
des problémes & une dimension (un peu moins
facile).

Gy traite en détail un cas particulier de
paquets d’ondes dont on peut calculer exacte-
ment les propriétés et I'évolution (quelques
difficultés de calcul, mais pas de difficulté de
" principe).

H,: reprend et précise quantitativement les
considérations du § D-2 du chapitre 1; forte-
H,: ETATS STATIONNAIRES D'UNE PARTICULE ment conseillé, car les potentiels carrés sent
DANS DES POTENTIELS CARRES souvent utilisés pour illustrer de fagon simple
A UNE DIMENSION les implications de la mécanique quantique
(de nombreux compléments et exercices proposés:
dans la suite s’appuieront sur les résultats de H,): -
Ji : COMPORTEMENT D’UN PAQUET D'ONDES J, : étude plus précise du comportement quan-
DANS UNE MARCHE DE POTENTIEL tique d’ume particule dans un potentiel carré
(sur un exemple particulier); la particule estsu-
suffisamment bien localisée dans Despace
(paquet d’ondes) pour qu’on puisse suivre son
«mouvement » (difficulté moyenne; important
K, : EXERCICES par Pinterprétation physique des résultats).
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ORDRE DE GRANDEUR DES LONGUEURS D'ONDE
ASSOCIEES A DES CORPUSCULES MATERIELS

La relation de L. de Broglie :

h

A P M)
indique que la longueur d’onde correspondant & une particule de masse m et de
vitesse v est d’autant plus grande que m et v sont plus petits.

Pour montrer que les propriétés ondulatoires de la matiére sont impossibles
a mettre en évidence dans le domaine macroscopique, prenons par exemple un grain
de poussicre, de diamétre Ip et de masse m ~ 107 !° kg. Méme pour une masse
aussi faible et une vitesse v ~ 1 mm/s, la formule (1) donne :

~34
§z§w3<m£(.).,__.w meétre = 6,6 x 1071°

o~ métre = 6,6 x 107 °A 2
10715 x 1073 @

Une telle longueur d’onde est complétement négligeable a I'échelle du grain de
poussiére.

Considérons au contraire un neutron thermique, c’est-d-dire un neutron
(m, ~ 1,67 x 107?" kg) ayant une vitesse v correspondant a I’énergie moyenne
d’agitation thermique a la température (absolue) 7. v est donnée par la relation :

1 B p* 3

2“ mu” = mzmn o "é kT (3)
ou k est la constante de Boltzmann (k ~ 1,38 x 1072? joule/degré). La longueur
d’onde correspondant a une telle vitesse est :

— !,.l - __ﬁ.._.l/l___,_ 4

, P /3mkT @
Pour 7' =~ 300 °K, on trouve :

{ Ao 1 A4 A &)

c’est-a- d1re une longueur de Iordre de la distance entre atomes dans un réseau
cr'stalhn Un faisceau de neutrons thermiques tombant sur un cristal donnera donc
naissance & des phénomenes de diffraction analogues & ceux observés avec des
r@.yons X.

«  Examinons maintenant lordre de grandeur des longueurs d’onde de
L. de Broglie associées a des électrons (m, ~ 0,9 x 1073° kg). Si I'on accélére un
faisceau d’électrons par une différence de potentlel V' (exprimée en volts), on leur
communique une energle cme‘uque

3

E=qV =16 x 1071V Joule (6)
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2
(g = 1,6 x 107 C est la charge de I'électron). Comme E = »P—m, la longueur |

. 2m
d’onde associée vaut : e

ST e DR e (7)
p x/;z,melz
s0it, numériquement :
~34
- 6,6 x 10 meétre
2% 09 x 1072 % 1,6 x 1072y
~ 123 4 ®)

Avec des différences de potentiel de quelques centaines de volts, on obtient cetie fois
encore des longueurs d’onde comparables a celles des rayons X, et on peut mettre
en évidence des phénoménes de diffraction par des cristaux ou des poudres
cristallines.

Les grands accélérateurs dont on dispose a I'heure actuelle sont capables de
communiquer aux particules des énergies considérables. On quitte alors le domaine
non relativiste auquel nous nous sommes tenus jusqu’icl. Par exemple, on obtient
couramment des faisceaux d’électrons dont I'énergie dépasse 1 GeV = 10° eV
(1 eV = 1 électron-Volt = 1,6 x 107'° Joule), alors que la masse au repos de
I'électron est équivalente & m,c®> = 0,5 x 10° eV environ ; c’est dire que la vitesse
correspondante est trés voisine de la vitesse de la lumiére ¢. Par suite, la mécanique
quantique non relativiste que nous étudions ici ne s’applique pas; cependant, les
relations :

E = hy (9"&)

q= (9-b)

SR

restent valables dans le domaine relativiste. Par contre, la relation (7) doit étre
modifiée car, en relativité, Uénergie £ d’une particule de masse au repos m, n’est
plus p?/2m,, mais : :

E = /p*c* + mic*

(10)

Dans I’exemple considéré plus haut (électron d’énergie 1 GeV), mec2 est négligeable; ‘

devant E, et 'on obtient :

5 o he _ 66 x 1077% x 3 x 10°

E 16 % 10-10 m= 12 x 107**m = 1,2 Fermi
6 x

(1 Fermi = 107 '3 m). Avec des électrons ainsi accélérés, on peut explorer la structure
des noyaux atomiques et en particulier celle du proton; les dimensions nucléaires
sont en effet de 'ordre du Fermi.
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(i)

(iif)

REMARQUES :

Signalons une erreur fréquente dans le calcul de la longueur d’onde d’une
particule matérielle de masse m, # 0, dont on connait I’énergie E. Cette
erreur consiste a calculer la fréquence v en utilisant (9-a) puis, par analogie
avec les ondes électromagnétiques, A prendre c¢/v pour la longueur d’onde
de L. de Broglie. Bien évidemment, le raisonnement correct consiste & calculer,

par exemple a partir de (10) (01,1, dans le domaine non-relativiste, de la

2
relation E == gy—h Iimpulsion p associée & I'énergie E, puis 4 utiliser (9-b) pour

trouver A.
D’aprés (9-a), la fréequence v dépend de I'origine choisie pour les énergies.
H en est donc de méme de la vitesse de phase v, = % = vA. Notons par contre

que la vitesse de groupe ¥, = do = 21 dv ne dépend pas du choix de 'origine
¢ dk dk

des €nergies; ceci est important pour I'interprétation physique de ¥.

A strictement parler, quelle que soit la masse du corpuscule considéré, la
formule (1) donnerait une longueur d’onde tendant vers I'infini lorsque la
vitesse tend vers zéro. Cependant, reprenons par exemple le grain de poussiére
envisagé au début. Pour que la longueur d’onde associée atteigne I'ordre de
grandeur de son diamétre (1 p), il faudrait que sa vitesse ne dépasse pas
v 1072 mm/s = 107° p/s. Il est clairement trés difficile, pour un grain de
poussiere, de savoir que sa vitesse n’excéde pas une telle limite : ainsi, méme
s’il est pratiquement au repos, la longueur d’onde associée est négligeable.
Par contre, pour des particules telles que le neutron ou I’électron, les effets
quantiques se manifesteront beaucoup plus facilement (voir complément sui-
vant).

Références et conseils de lecture :

Wichmann (1.1), chap. 5 ; Eisberg and Resnick (1.3),§ 3.1.
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CONTRAINTES IMPOSEES PAR LA RELATION DIINCERTITUDE

1. Systéme macroscopique

2. Systéme microscopique

Nous avons vu au § C-3 du chapitre I que la position et I'impulsion d’une particule
ne peuvent pas étre simultanément définies avec une précision arbitraire : les
incertitudes Ax et 4p correspondantes doivent satisfaire la relation d’incertitude :

Ax . Ap 2 h )

Nous nous proposons ici d’évaluer numériquement I'importance de cette
contrainte : nous allons montrer qu’elle est parfaitement négligeable dans le
domaine macroscopique et qu’elle devient au contraire cruciale au niveau micro-
scopique.

1. Systéme macroscopigque

Reprenons I'exemple d’un grain de poussiére (c¢f. complément A;), dont le
diamétre serait de lordre de 1 p et la masse m =~ 1075 kg, animé d’une
vitesse v = 1072 m/s. Son impulsion vaut alors :

p = mo =~ 1078 Mxsa 2

Sil’on mesure sa position & 0,01 p prés, par exemple, lincertitude Ap sur 'impulsion
doit vérifier : .

10734
1078

Ap =~ A ~ = 107 %% Mxsa 3)
Ax

La relation d’incertitude n’introduit donc pratiquement aucune restriction

dans ce cas car, en pratique, un appareil de mesure est incapable d’atteindre cette
précision relative de 107 sur Pimpulsion.

Quantiquement, on décrira le grain de poussiére par un paquet d’ondes dont .

la vitesse de groupe est v = 1072 m/s et 'impulsion moyenne p = 107'® MKSA.
Mais on peut alors prendre pour ce paquet d’ondes une extension spatiale Ax, et une
dispersion en impulsion 4p, tellement petites qu’elles sont totalement inappréciables.
Le maximum du paquet d’ondes représente alors /a position du grain de poussiére,
et son mouvement est identique a celui du corpuscule classique.
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2. Systéme microscopigue

Considérons maintenant un électron atomique. Le modéle de Bohr le décrit
comme une particule classique. Les orbites permises sont définies par des régles de
quantification posées a priori : par exemple, le rayon r d’une orbite circulaire
et Vimpulsion p = mv de électron qui la parcourt doivent vérifier :

pr = nh V 4)

ot n est un nombre entier.

Pour qu’on puisse ainsi parler de trajectoire de I'électron en termes classiques,
il faudrait que les incertitudes sur sa position et son impulsion soient négligeables
devant r et p respectivement :

Adx < r (5-a)
Ap < p (5-b)
ce qui entrainerait :
Ax 4
Ax 4p (©)
rop .

Or la relation d’incertitude impose que :

Ax A B

Ax dp % (7)
rep rp

Si I'on utilise la formule (4) pour remplacer au deuxiéme membre de (7) rp par nh,
cette inégalité s’écrit simplement :

Ax 4p 1
r p Tn

@)
On voit alors que (8) est incompatible avec (6), sauf sim > 1 : la relation

d’incertitude nous fait donc rejeter I'image semi-classique des orbites de Bohr.

Référances et conseils de lecture:

Bohm (5.1), chap. 5, § 14.

¥
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RELATION D'INCERTITUDE ET PARAMETRES ATOMIQUES

La relation d’incertitude enléve toute réalité physique a la notion d’orbite de Bohr
(¢ complément B,). Nous étudierons plus loin (chap. VII) la théorie quantique de
Patome d’hydrogéne. Nous allons cependant montrer dés maintenant comment la
relation d’incertitude permet de comprendre la stabilité des atomes, et méme de
retrouver simplement 'ordre de grandeur des dimensions et de I'énergie de I'atome
d’hydrogeéne dans son état fondamental.

Considérons donc un électron évoluant dans le champ coulombien d un proton,
que nous supposerons immobile a origine du systéme de coordonnées. Lorsque
les deux particules sont séparées par une distance r, 'énergie potenticlle de
Pélectron vaut :

Vi) = — (1)

B @

Supposons que Détat de I’¢lectron soit décrit par une fonction d’onde
a symétrie sphérique, dont I’extension spatiale est caractérisée par r, (cela signifie
que la probabilit¢ de présence est pratiquement nulle au-dela de 2r, ou 3rg).
L’énergie potentielle correspondant a cet état est alors de Pordre de :

Voo -2 3)

To

Pour quelle soit la plus basse possible, il faut prendre r, le plus petit possible,
c’est-a-dire une fonction d’onde concentrée au maximum autour du proton.

Mais il faut également tenir compte de I"énergie cinétique. C’est 1a qu’intervient
le principe d’incertitude : en effet, si ’électron est confiné dans un Volume,@‘vde
dimension linéaire r,, Uincertitude Ap sur son impulsion est au moins de 'ordre
de 7ifr,. Autrement dit, méme si I'impulsion moyenne est nulle, I'énergie
cinétique T associée a 1’état que nous considérons ne I’est pas :

7;12

2
2mrg

P

T 2 Ty = o (49" ~ @
2m

Si I'on diminue r, pour faire décroitre I’énergie potentielle, I'énergie cinétique

minimale (4) augmente.
L’énergie la plus basse compatible avec la relation d’incertitude est donc le
minimum de la fonction :

- = ©)
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Ce minimum est obtenu pour :

7;[2
Fo = g = — (6)
me
et vaut
s me* .
0= T (7)

FIGURE 1

Variations avee r, (extension de la fonc-

tion d’onde) des émergies potentielle 7,
o cinétigue T, et totale T -+ V d’un atome

#’hydrogéne. Les fonctions 7 et V7 varient

en sens jnverse, de sorte que Pémergie
totale passe par une valeur minimale résul-

tant d’un compromis entre 7 et V. La
valeur corcespondante «, de r, donne
Pordre de grandewr de la dimension de
Patome d’hydrogéne.

I’expression (6) est celle que I'on trouve, dans le modéle de Bohr, pour le
rayon de la premiére orbite, et (7) donne correctement ’énergie de I’état fondamental
de Patome d’hydrogéne (voir chap. VII; la fonction d’onde de I’état fondamental est
en fait e "), Un tel accord quantitatif ne peut &tre qu’accidentel, étant donné que
nous avons raisonné¢ sur des ordres de grandeur. Cependant, le calcul précédent
permet de dégager une idée physique importante : a cause de la relation d’incertitude,
I'énergie cinétique de I’¢lectron est d’autant plus grande que sa fonction d’onde
a une extension plus faible ; I'état fondamental de I’atome résulte alors d’un compro-
mis entre énergie cinétique et énergie potentielle.

Insistons sur le fait que ce compromis, basé sur la relation d’incertitude,.
est totalement différent de ce qu’on attendrait en mécanique classique. En effet,
si 'électron se déplagait sur une orbite circulaire classique de rayon r,, son énergie
potentielle vaudrait :

Vo= —— ®

R
nergie cinétique correspondante s’obtient en égalant force électrostatique et
force centrifuge* :

. S g 1, e . T ' . AT A
* En fait, les 10i5-de I'électromagnétisme classique indiquent qu’un électron accéléré rayonne,

~ce qui interdit déja qu’il puisse exister des orbites stables.
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ce qui donne :

1, 1
! T e ] ]O
‘Tcl 2 mu 2 },0 ( )
L’énergie totale vaudrait alors :
. . 1e?
Ecl = "Icl + Vcl = 27; (11)

La situation énergétiquement la plus favorable serait obtenue pour r, = 0, qui

donnerait une énergie de liaison infinic. On peut done dire en quelque sorte que ¢’est

la relation d’incertitude qui permet de comprendre l'existence des atomes.
Références et conseils de lecture:

Feynman T (1.2), § 2.4. Méme type de raisonnement appliqué aux molécules :
Schiff (1.18), premiére section du § 49.
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UNE EXPERIENCE ILLUSTRANT LA RELATION D'INCERTITUDE

L’experience des franges d”Young, que nous avons analysée au § A-2 du chapitre I,
nous a conduits aux conclusions suivantes : d’une part, les aspects ondulatoire et
corpusculaire de la lumiere sont tous deux indispensables & Pexplication des
phénomeénes observés; d’autre part, ils semblent s’exclure mutuellement, en ce sens
quil est impossible de déterminer par quelle fente chaque photon est passé sans
détruire par la méme la figure d’interférence. On dit quelquefois que propriétés
ondulatoires et propriétés corpusculaires sont complémentaires.

Nous allons reprendre I'expérience des franges d’Young, pour montrer
comment complémentarité et relation d’incertitude sont intimement liées. Pour
tenter de mettre en défaut cette notion de complémentarité, on peut imaginer des
dispositifs plus subtils que celui du chapitre I qui utilisait des photomultiplicateurs
placés derriére les fentes. Nous allons analyser ici 'un de ces dispositifs.

FIGURE |
1 /@ .

Schéma d’un dispositif utilisant
une plague mobile 2 dont Pimpul-
sion est mesurée avant et aprés
A Ie passage du photon, de fagon a
savoir si ce dernier est passé par

; Fy ou par F,, avant d’aboutir au
V-2 point M de Pécran.

Supposons que la plaque £ dans laquelle sont percées les fentes soit montée
agon a pouvoir se déplacer verticalement dans son plan, et qu’il soit ainsi

. possible de mesurer les impulsions verticales qui lui sont transférées. Considérons

(fig. 1) un photon qui vient frapper I’écran d’observation & au point M (pour
simplifier, nous prenons une source &% rejetée 4 Dinfini). L’impulsion de ce
photon change lorsqu’il passe a travers 2 la conservation de I'impulsion implique

s

que la plaque 2 ab$orbe la différence. Mais I'impulsion ainsi transférée & & dépend

- du trajet du photon; suivant qu’il a franchi F, ou F,, elle vaut :
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py = ~— é?) sin 0, (1)

ou :
Py = fz; sin 0, (2)

hv

- est I'impulsion du photon, 0, et 0, les angles de F', M et F,M avec la direction
incidente .

On laisse alors les photons arriver un par un et construire progressivement
la figure d’interférence sur I'écran &. Pour chacun d’eux, on détermine par quelle
fente il est passé en mesurant impulsion qu’a acquise la plaque 2. Il semble donc
possible de continuer a observer sur ’écran & des phénoménes d’interférence tout
en sachant, au niveau de la plaque 2, par quel trou est passé chaque photon.

En fait, il n’en est rien : nous allons voir que les franges d’interférence
ne sont pas visibles avec ce dispositif. En effet, 'erreur du raisonnement précédent
consiste a supposer que seuls les photons sont des objets de nature quantique; en
réalité, i1 ne faut pas oublier que la mécanique quantique s’applique aussi a la
plaque 2 (objet macroscopique). Si 'on veut savoir par quel trou un photon est
passé, il faut que P'incertitude Ap sur I'impulsion verticale de 2 soit suffisamment
faible pour qu’on puisse faire la différence entre p, et p, :

Ap < |py = pi] ()

Mais alors la relation d’incertitude implique que la position de 2 n’est connue
qu’a Ax pres, avec :

Ax 2 e — (4)

Si 'on désigne par a la séparation des deux fentes et par ¢ la distance entre la
plaque £ et I’écran &, et'si 'on suppose que 0, et 0, sont petits (d/a > 1), on trouve
(fig. 1).:

) x — af2

sin 0, ~ 0, ~ —
x + a/2

sinf, ~ 0, ~ —~;i——[—— (5)

(x repére la position du point d’impact M sur &). Les formules (1) et (2) donnent
alors :

!Pz - P1| = e ‘92 - 91[ = (6)

\ c oy
ou A = . est la longueur d’onde de la lumiére. En reportant cette valeur dans la

formule (4), on obtient :
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ax 22 )

Mais 2 est précisement linterfrange attendu sur &. Si la position verticale des
a

fentes I, et I, n’est définie qu’avec une incertitude supérieure a 'interfrange, il ne
peut &tre question d’observer la figure d’interférence.

La discussion précédente montre qu’il est impossible de batir une théorie
quantique valable pour la lumiére, et non pour les systémes matériels, sans se heurter
a de graves contradictions. Ainsi, dans I'exemple ci-dessus, si 'on pouvait traiter
la plaque 2 comme un systéme matériel classique, on metirait en défaut la complé-
mentarité des deux aspecis de la lumiére, et par suite la théorie quantigque du
rayonnement. Inversement d’ailleurs, une théorie quantique de la matiére seule se
heurterait & des difficultés analogues. Pour obtenir un ensemble cohérent, il faut
appliquer les idées quantiques 4 tous les systémes physiques.

Références et conseils de lecture :

Bohm (5.1), chap. 5 et 6; Messiah (1.17), chap. IV, § III; Schiff (1.18), § 4; voir
aussi Bohr (5.7) ainsi que Jammer (5.12), chap. 4 et 5.
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ETUDE SIMPLE D'UN PAQUET D'ONDES A DEUX DIMENSIONS

1. Introduction
2. Dispersion angulaire et dimensions latérales

3. Discussion physique

1. Introduction

Dans le § C-2 du chapitre I, nous avons étudié la forme de paquets d’ondes
a une dimension, obtenus en superposant des ondes planes qui se propagent toutes
dans la méme direction [formule (C-7)]. Si cette direction est celle de I'axe Ox,
la fonction résultante est indépendante de y et z. Elle a une extension finie le long
de Ox, mais n’est pas limitée dans les directions perpendiculaires : sa valeur est la
méme en tous les points d’un plan paralléle 4 yOz.

Nous nous proposons d’examiner ici un autre type simple de paquets d’ondes :
les ondes planes que nous allons combiner ont des vecteurs d’onde coplanaires,
de modules (pratiquement) égaux, mais de directions légérement différentes. Le but
est de montrer comment la dispersion angulaire entraine une limitation du paquet
d’ondes dans les directions perpendiculaires au vecteur d’onde moyen.

Nous avons vu au § C-2 du chapitre I comment, en étudiant la superposition
de trois ondes particuliéres du paquet & une dimension, on peut comprendre
I'essentiel des phénoménes, et en particulier trouver la relation fondamentale
(C-18) de ce chapitre. Nous allons nous limiter ici 4 un modéle simplifié de ce type:;
la généralisation des résultats que nous allons trouver se fait suivant la méme
methode qu’au chapitre I (voir aussi complément F D

2. Dispersion angulaire et dimensions latérales

Considérons donc trois ondes planes, dont les vecteurs d’onde k 1> Ky, etk sont
représentés sur la figure 1 : ils sont tous trois dans le plan xOy; k, est dirigé

suivant Ox; k, et ky sont symétriques par rapport a k, et font avec lui un angle 40

que nous supposerons petit; enfin, les projections de k,, k, et k; sur Ox sont
égales :

klx,: k2x = k3x-2 Ikll = k (l)

Les modules de ces trois vecteurs ne différent que par des termes du second
ordre en 46, que nous négligerons. Leurs composantes sur I’axe Oy valent :

{kn =0 o
kyy = — ks, =~ k A0

2y

54

N
AN

-

¢

&

PAQUET D'ONDES A DEUX DIMENSIONS

~Nous prendrons, comme au § C-2 du chapitre I, des amplitudes g(k) réelles et vérifiant

les relations :

os) = 9lks) = 5 gik,) o)

4 ke,
i ! FIGURE 1
! A0 ik !
Ak, i ) ) b »k.  Disposition des vecteurs dondes k 15 k&, et ky associés
1 kY £y
! | | 4 trois ondes planes que I'on superpose pour cons-
H ° Ay s ®
\ ky truire un paguet d’ondes 3 deux dimensions.

Ce modele schématise une situation plus complexe ot 'on aurait un véritable
paquet d’ondes, comme dans ’égalité (C-6) du chapitre I, avec les caractéristiques
suivantes : tous les vecteurs d’onde sont perpendiculaires a Oz et ont méme projection
sur Ox (seule varie la composante suivant Oy); la fonction ]g(k) a, par rapport
a cette unique variable k,, allure indiquée sur la figure 2; sa largeur Ak, est reliée
trés simplement 4 la dispersion angulaire 246

Ak, = 240 @)

La superposition des trois ondes définies ci-dessus donne :

Ylx, y) = ), glk) e

i=1

— g(kl)[eikx +% ei(kx+lc/10y) i %ei(kx*-km?y)]

= g(k,) ™1 + cos (k40y)] (5

(il n’y a pas de dépendance en z, d’ou le nom de paquet d’ondes a deux dimensions).

(o)
7T\,
/ \
/ \
// \\
/1 \
/ 2 \ FIGURE 2
/ \ Les trois valeurs choisies pour k, permettent
/’ 0 \\ de comprendre qualitativement ce qui se pas-
- >k, serait pour une fonction |g(k)| présentant un
-k Aew kA0 pic lorsque &, varie.
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Pour comprendre ce qui se passe, on peut s’appuyer sur la figure 3, ou sont
représentés, pour chacune des trois composantes, les plans d’onde correspondant
a une phase multiple de 2z. La fonction |y(x, »)| est maximale en y = 0 : les
trois ondes interférent constructivement sur I’axe Ox. Lorsque 1'on s’écarte de cet
axe, ‘lﬁ(xj )| décroit (le déphasage entre les composantes augmente) et s’annule

pour y = - 45%)9 ou Ay est donné par :
Ay
cos |\ kA —-] = — 1 (6)
2
soit :
kA0 Ay = 2x @)

Les ondes (k,) et (k;) sont alors en opposition de phase avec I'onde (k,) (fig. 3).
En utilisant (4), on peut réécrire (7) sous une forme analogue & la relation (C-11)
du chapitre I :

Ay . Ak, = 4n (8)

FIGURE 3

Plans équiphases des trois ondes
associées aux trois vecteurs k de
I Ia figure 1 : ces ondes sont en

T phase pour y = 0, mais interférent
Aky /\ A /\ A \ destructivement poury = +2n/Adk,.

Ainsi, une dispersion angulaire sur les vecteurs d’onde limite les dimensions ‘

latérales du paquet d’ondes ; quantitativement, cette limitation prend la forme d’une
relation d’incertitude [formules (7) et (8)].
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‘3. Discussion physique

Considérons une onde plane de vecteur d’onde k se propageant suivant Ox.
Toute tentative de limiter son extension perpendiculairement & Ox fait apparaitre
une dispersion angulaire, ¢’est-a-dire la transforme en un paquet d’ondes analogue
a ceux que nous étudions ici.

En effet, supposons par exemple que nous interposions, sur le trajet de 'onde
plane, un écran percé d’une fente de largeur Ay. Elle va donner naissance a une onde
diffractée (cf. fig. 4). On sait que la largeur angulaire de la tache de diffraction est
donnée par :

A
240 =24 )

2n

ou 4 == ] est la longueur d’onde incidente. On retrouve bien la méme situation que

ci-dessus : les formules (7) et (9) sont identiques.

JE—— 3 v‘/,//ﬂ
4
E
3 Ay B
|
v 4
— IGURE
[ —, FIGURE

Lorsqw’on diminune Pincertitude A4y, la dif-
fraction de Ponde 4 travers le diaphragme
aungmente Pincertitude Ak,.
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Complément F,

LIEN ENTRE LES PROBLEMES A UNE ET A TROIS DIMENSIONS

1. Paquet d’ondes 2 trois dimensions
a. Cas simple
b. Cas général

2. Justification des modeéles & une dimension

L’espace dans lequel se déplace une particule classique ou quantique est, bien sir,
a trois dimensions. C’est la raison pour laquelle nous avons écrit au chapitre I
I’équation de Schrédinger (D-1) pour une fonction d’onde Y(r) qui dépend des
trois composantes x, y, z de r. Toutefois, nous avons a plusieurs reprises utilisé
dans ce chapitre un modéle & une dimension, dans lequel intervient la seule
variable x, sans justifier un tel modéle de maniére trés précise. Aussi, nous
proposons-nous dans ce complément un double but : en premier lieu (§ 1), généraliser
a trois dimensions les résultats donnés au § C du chapitre 1; ensuite (§ 2), montrer
comment on peut dans certains cas justifier de maniére rigoureuse un tel modéle.

Paquet d'ondes & trois dimensions

a. CAS SIMPLE

Commengons par envisager un cas trés simple, celui ol les deux hypothéses
suivantes sont vérifiées :

~ le paquet d’ondes est libre [V(r) = 0], et peut donc étre écrit comme dans
Iégalité (C-6) du chapitre I :

1 f 4
b(x, t) = — k ei[k.r—w(k)t] d3k (1)
bt = s | o ‘
— de plus, la fonction g(k) est de la forme : .
9K) = g,(k) x gy(k,) x gs(k,) @
Rappelons I'expression de w(k) en fonction de k :
2
wk) = ik Il—(ki + kI + k2) (3~
2m  2m

Reportons (2) et (3) dans (1); il est possible de séparer les trois intégrations
en k., k, et k, et d’obtenir :
Y, 0 =y (x, ) X Yoy, 1) X Yz, 1) @
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avec !
1 + 0
l/ll(xv t) = w"”wif gl(kx) ei[kx,xMw(kx)!] dkx
21 Y -~
2
ofle) = 5. ®

et des expressions analogues pour ,(y, 1) et Wiz, 1).

Y4(x, ) a bien la forme d’un paquet d’ondes & une dimension. Dans ce cas
particulier, Y(r, #) s'obtient donc simplement en effectuant le produit (4) de
trois paquets d’ondes & une dimension, évoluant de maniére totalement indépendante.

b. CAS GENERAL

Dans le cas général, ou le potentiel V(r) est quelconque, la formule (1) n’est pas
valable. Il est alors utile d’introduire la transformée de Fourier a trois dimen-
sions g(k, 7) de la fonction Y(x, ¢) en écrivant -

Ylx, 1) = L

) (6)

fg(k’ t) eik.rddk

A priori, la dépendance en ¢ de g(k, ¢), qui fait intervenir M), est quelconque ; de
plus, il n’y a aucune raison en général pour que g(k, 1) puisse étre mise sous forme
d’un produit comme en (2). Pour généraliser les résultats du § C-2 du chapitre 1,
nous faisons I’hypothése suivante sur sa dépendance en k : lg(k, 1) est (a un instant ¢
donné¢) une fonction qui présente un pic trés prononcé pour les valeurs de k voisines
de ko, et prend des valeurs négligeables lorsque Pextrémité de k sort d’un
domaine D, de centre k, et de dimensions Ak, dk,, Ak,. Comme plus haut, nous
posons :

gk, 1) = |g(k, H]e’*®0 (7
"de sorte que la phase de I'onde définie par le vecteur k s’écrit
kv, ) =alk, ) +k, . x+k,.y+k,.z (8)

“ Nous pouvons faire un raisonnement semblable 4 celui du § C-2 du chapitre I. Tout
d’abord, le paquet d’ondes présente un maximum lorsque toutes les ondes, pour
legﬁhelles Pextrémité de k est dans D,, sont pratiquement en phase, c’est-a-dire
lorsque ¢ varie trés peu dans D,. On peut en général développer E(k, x, t) autour

de Ky ; sa variation entre k, et k est, au premier ordre en 6k = k — k, :
3 ’
k3

[T

3k, x, 1) =~ 5kx[—a~

)
o Sl t)]k=k0+ ok, ['67; ¢k, r, z-)]

k=ko

Vg

Come ok o, ﬂ o)

k=kgo

K o
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c’est-a-dire, de maniére plus concise®, et en utilisant (8) :
ol(k, r, 1) = ok . [V l(k, v, 1) ]y oy,
o Sk [ 4+ [Viak, 0)]gey, ] (10)
On voit sur (10) que les variations de £(k, r, ¢) dans le domaine D, seront minimales

pour :
r= ) = = [Vialk, )l .

Nous avons vu que, dans ces conditions, [y(r, 7)| est maximale; la relation (11)
définit donc la position r,,(#) du cenire du paquet d’ondes, et constitue la généralisa-
tion a trois dimensions de ’égalité (C-15) du chapitre 1.

Dans quel domaine D,, de centre r,, et de dimensions 4dx, Ay, 4z, le paquet
d’ondes (6) prend-il des valeurs appréciables ? |y(r, £)] devient trés inférieur & |y (iy, 1]
lorsque les diverses ondes k se détruisent par interférence, ¢’est-a-dire lorsque les
variations de ¢(k, r, ¢) dans le domaine D, sont de 'ordre de 2n (ou encore de
I'ordre de 1 radian). Posons dr == ¢ — ¥, ; si 'on tient compte ge (11), la relation (10)
s’écrit : ;
O¢(k, x, 1) =~ Ok . or (12)

La condition 6¢(k, r, ) = 1 nous donne alors immédiatement les relations qui
existent entre les dimensions de D, et celles de D, :

dx . Ak, = 1

Ay . 4k, z 1

4z . Ak, 2 1 (13)
Les relations d’incertitude de Heisenberg découlent alors directement de la
relation p = #ik :

Ax . Ap, = h

Ay . Ap, z h

Az . Ap, 2 h (14)
Ces inégalités constituent la généralisation a trois dimensions de (C-23) au chapitre 1.

Remarquons enfin que la vitesse de groupe V., du paquet d’ondes peut étre
obtenue par dérivation par rapport 4 ¢ de (11) :

Ve = — _gf [V, ok, t)]k=ko 15y

Dans le cas particulier d’un paquet d’ondes libre [mais qui ne vérifie pas
nécessairement (2)], on a :

ak, 1) = a(k, 0) — w(k)? "

ou w(k) est donné par (3). La formule (15) donne alors :
hk
Ve = [ka(k)]kzko = ““rh“g (17

qui généralise Iégalité (C-31) du chapitre 1.

* La notation V désigne un « gradient » : par définition, V f(x, y, z) est le vecteur de coor-
données 0f/x, 0f [0y, 0 f/0z. L’indice k dans V, signific que, comme dans (9), les dérivations doivent
étre effectuées par rapport aux variables k,, k, et k.

x3 vy
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2. Justification des modeéles & une dimension

Lorsque le potentiel est indépendant du temps, nous avons vu au § D-1 du
chapitre I qu’il est possible de séparer dans I’équation de Schrédinger les variables
de temps et d’espace, ce qui conduit 4 I’équation aux valeurs propres (ID-8). Nous
nous proposons de montrer ici comment il est possible, dans certains cas, de pousser
plus loin cette méthode, et de séparer aussi les variables x, y, z dans (ID-8).

Supposons en effet que "énergie potentielle V{(r) puisse s’écrire

V) = V(x, », 2) = Ki(x) + K(») + V) (18)
et cherchons §’il existe des solutions de I’équation aux valeurs propres de la forme :
P, 1, 2) = 9u(X) X P()) % Pa2) (19)

Un raisonnement analogue a celui qui a ét¢ fait au chapitre I (§ D-1-a) montre que
ceci est possible a condition d’avoir :
hz d?.

omaa Vl(x)]q)l(x) = E; 9,(x) (20)

et deux autres équations semblables ot x est remplacé par y (ou z), V| par ¥,
(ou ¥3) et E| par E, (ou Ey). De plus, il est aussi nécessaire que la relation :

E=F 4+ F, + FE, 2n
soit vérifiée.

L’équation (20) est du méme type que (ID-8), mais 4 une dimension; les
variables x, y et z sont séparées™.

Que se passe-t-il par exemple si I’énergie potentielle ¥(r) d’une particule ne -
dépend que de x? On peut alors écrire V(r) sous la forme (18), ou V] = V,
et V, = V; = 0. Les équations (20) en y et z correspondent au cas déja étudié,
au § C-1 du chapitre I, de la particule libre & une dimension : leurs solutions sont
des ondes planes e et ™= 1l ne reste plus alors qu’a résoudre I’équation (20),
ce qui revient a considérer un probléme & une seule dimension ; toutefois I’énergie
totale de la particule a trois dimensions est maintenant :

h?.
E = E; +5=[k + k] (22)

"Les modeéles & une dimension étudiés dans le chapitre 1 correspondent donc en fait

a une particule 4 trois dimensions se déplagant dans un potentiel ¥(r) qui ne dépend
queide x; les solutions ¢@,(y) et ¢,(z) sont alors trés simples et correspondent & des
particules « libres le long de Oy » ou le long de Oz. C’est pourquoi nous avons
copcentre toute notre attention sur I’étude de I'équation en x.

Hg

3

* On peut montrer (cf. ”‘chap. 11, n§;‘F~4—a—B) que, lorsque V(r) a la forme {18), toutes les solutions

; de équation aux valeurs propres (D-8) sont des combinaisons linéaires de celles que nous trouvons ici.
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PAQUET D'ONDES GAUSSIEN A UNE DIMENSION ;
ETALEMENT DU PAQUET D'ONDES

1. Définition d’un paquet d’ondes gaussien
2. Calcul de 4dx et 4p; relation d’incertitude
3. Bvolution du paquet d’ondes
a. Calcul de y(x, 1)
b. Vitesse de déplacement du paquet d'ondes
c. Kralement du paquet d’ondes

Dans ce complément, nous nous proposons d’étudier un paquet d’ondes libre
(a une dimension) particulier, dans lequel la fonction g(k) est gaussienne. Lintérét
de cet exemple réside dans le fait que les calculs peuvent étre effectués exactement
et jusqu’au bout. Nous pourrons donc d’abord vérifier, dans ce cas particulier, les
diverses propri¢tés des paquets d’ondes que nous avons signalées dans le § C du
chapitre I. Nous en profiterons ensuite pour étudier la variation dans le temps de la
largeur de ce paquet d’ondes, et mettre en évidence le phénoméne d’étalement dans
le temps.

1. Définition d’'un paquet d'ondes gaussien

Considérons, dans un modéle a une dimension, une particule libre [V(x) = 0]
dont la fonction d’onde a I'instant ¢ = 0 s’écrit :

+oo g2 2
lﬁ(x, O) == »(—5—;?-/»2 ?KL“T(’( ko) elkx dk , (1)
o) 7 ‘
Ce paquet d’ondes est obtenu par superposition d’ondes planes e** avec des
coefficients : o
1 gk, 0) = \/; —5:;(1:—1“))2

Von (2m)**
qui correspondent 4 une fonction de Gauss, centrée en k = ko (et multipliée
par un coefficient numérique destiné 4 normer la fonction d’onde); ¢’est pourquoi
le paquet d’ondes (1) est appelé gaussien.

Dans les calculs qui suivent, nous rencontrerons a plusieurs reprises des

intégrales du type :

+ 0

I(, p) = f e HEED? g G)
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ot « et f sont des nombres complexes [pour que I'intégrale (3) converge, il faut que
Re «? > 0. La méthode des résidus permet de montrer que cette intégrale ne dépend
pasde f -

Ho, By = I(a, 0) 4

et que, lorsque la condition — /4 < Argo < -+ 7/4 est vérifice (ce qui est toujours
possible si Re o > 0), I(«, 0) est donnée par :

e, 0) = —i I(1, 0) (%)

II ne reste maintenant plus qu’a évaluer / (1, 0), ce qui peut étre fait de maniére clas-
sique grice a une intégrale double dans le plan x(y et un passage en coordonnées
polaires : ‘

+ oo -
11, 0) = f e ¢ dé = 6)
Nous avons dong :
+ o0 -
J e RETD? g _\_/&ﬁ (7

avec : — wfd < Argo < + /4.
Calculons maintenant y(x, 0). Pour cela, regroupons, dans les exposants de (1),
les termes qui dépendent de k dans un carré parfait, en les écrivant sous la forme :

a* , a’{ 2ix [P x?
vy (k — ko) + ikx = — :{[k — ko — Ma?] + ikgx — = 8)
On peut alors utiliser (7) qui donne :
5\
W, 0) = (““"“) e ©)
na

Nous retrouvons bien que la transformée de Fourier d’une fonction gaussienne est
‘aussi gaussienne (cf. appendice I).

LA linstant 7 = 0, la densité de probabilité de la particule est donc donnée

2 —2x2/g? )
W(x, 0)‘2 = 75;; e (10)

La courbe représentant ]l//(x, O){2 est la classique courbe en cloche. Le centre
du paquet d’ondes [maximum de |y(x, 0)|*] est situé au point x = 0; c’est bien ce
que I'on aurait trouvé en"appliquanit la formule générale (C-16) du chapitre I puisque, -
dans ce cas particulier, la fonction g(k) est réelle.
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2. Calcul de 4dx et Ap ; relation d’incertitude

1l est commode, lorsque I'on étudie une fonction de Gauss f(x) = e /¥
de définir de fagon précise sa largeur Ax par :

Ax == — ]? prons (1])

V2

Lorsque x varie de 0 & + 4x, f(x) est réduite dans un rapport J ,e,,,; cette définition,
qui est bien slir arbitraire, a 'avantage de coincider avec celle de « écart quadratique
moyen » de la variable x (¢f. chap. IX1, § C-5).
Avec cette convention, on peut calculer la largeur 4x du paquet d’ondes (10),
qui vaut :
a
A i
X = (12)
On peut procéder de méme pour calculer la largeur Ak, puisque |g(k O)I2
est aussi une fonction gaussienne, ce qui donne :

1

ak=t (13-0)
ou encore :
Ap = h (13-b)
a

Nous obtenons donc :
B
Ax . Ap = 3 (14)

résultat qui est bien compatible avec la relation d’incertitude de Heisenberg.

3. Evolution du paquet d’ondes
a. CALCUL DE y(x, 1)

Pour calculer la fonction d’onde ¥(x, #) a Dinstant £, il suffit d’utiliser la
formule générale (C-6) du chapitre I, qui donne la fonction d’onde d’une particule
libre ; nous obtenons :

+ w0 2 §
' \/; -k 0 ilkx—w
Y(x, t) = (2n)3/4 e 7 (ko) itk ] q e (15)

hik? . . . .
avec w(k) = _ifr;[ (loi de dispersion pour une particule libre). Nous allons voir qu’a

I'instant 7, le paquet d’ondes reste encore gaussien. En effet, on peut transformer
I’expression (15) en regroupant, comme plus haut, en un carré parfait tous les termes
qui dépendent de k dans 'argument des exponentielles; on peut alors utiliser (7),
et il vient :
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2a2\'"* e’ iko .
JrovEE R ettt R HOX g P~ 16..
W = < ) e\ TP L . 2ilt (16-2)
(a“‘ + ~-> a’ e
m? m
ol ¢ est réel et indépendant de x :
2 X
@ = =0 - Eligt avec tg 20 = 2 (16-b)
2m ma?

Calculons la densité de probabilite |y(x, 1|* de la particule & linstant ¢; nous
obtenons :

2
,,,,, Wiy 2a2<x po— ﬁjfg t>
m
il// (X, t)’z \/""'*“ e R e (17)
4R*t? ., 4ne
1t at +
mia* m
+ oo
Montrons que la norme du paquet d’ondes, f |t(x, ©)]* dx, ne dépend pas

du temps (nous verrons dans le chapitre ITI que cette propriété résulte de I’hermiticité
de ’hamiltonien # de la particule). On pourrait dans ce but utiliser encore (7) pour
intégrer P'expression (17) de — oo & + oo. Il est plus rapide de remarquer sur
I'expression (15) que la transformée de Fourier de y(x, ¢) est donnée par :

gk, 1) = e”®ig(k, 0) (18)

glk, t) a donc évidemment la méme norme que g(k, 0). Or Pégalité de Parseval-
Plancherel nous indique que ¥ (x, t) et g(k, 1) ont méme norme, de méme que Y (x, 0) et
g(k, 0). On en déduit que ¥(x, t) est normée comme Y (x, 0).

b, VITESSE DE DEPLACEMENT DU PAQUET D'ONDES
£

On voit sur (17) que la densité de probabilité |y (x, £)|* est une fonction de
Gauss, centrée en x = V¢, ol la vitesse ¥ est définie par :
7 ik

Vo=+2 (19)’

##Ce résultat est bien celui que permettait de prévoir I’expression générale (C-32)

du éfﬁlapnre I, qui donne la v1tesse de groupe ;.

E;TALEMENT DU PAQUET D'ONDES

Reprenons la formule (17); la largeur Ax(s) du paquet d’ondes a Pinstant ¢
vaut, d’aprés la définition (11) :

(20)
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Nous voyons (¢f. fig. 1) que I’évolution du paquet d’ondes ne se réduit pas
a un simple déplacement 2 la vitesse ¥, ; le paquet d’ondes subit en outre une défor-
mation. Lorsque ¢ croit de — oo a 0, la largeur du paquet d’ondes diminue, pour
devenir minimale a ¢ = 0; puis, lorsque ¢ continue & croitre, 4x(7) augmente indéfi-
niment (étalement du paquet d’ondes).

PAQUET D'ONDES GAUSSIEN

quantique doit constamment satisfaire la relation d’incertitude de Heisenberg
Ax . Ap = B2 qui, comme Ap est fixé, impose une limite inférieure a 4x. C'est bien
ce que 'on constate sur la figure 2.

Ax

(. o)
e
i .
o
1 O 1
<0 t =0 t>0

FIGURE 1

Aux instants / négatifs, le paquet d’ondes gaussien se propage en diminuant de largeur. A Pinstant ¢ = 0,
c’est un paguet d’ondes « minimuim » : le produit Ax . Ap vaut h /2. Puis, pour 1 > 0, Je paquet d’ondes
s’¢tale 4 nouvean, en méme temps qu’il sc propage.

On remarque sur (17) que la hauteur du paquet d’ondes varie elle aussi, mais
en sens contraire & la largeur, de fagon & maintenir constante la norme de W(x, 7).

Les propriétés de la fonction g(k, 1) sont toutes différentes. En effet [¢f
formule (18) ] :

lg(k, 0] = |g(k, 0)| 2n

Done, I'impulsion moyenne du paquet d’ondes (fik,) et sa dispersion en impul-
sion (h Ak) ne varient pas au cours du temps. Nous verrons plus loin (¢f. chap. IIT)
que ceci provient du fait que 'impulsion est une constante du mouvement pour une
particule libre. Physiquement, on comprend bien que, la particule libre ne rencontrant
aucun obstacle, la répartition en impulsion ne puisse pas changer.
L’existence d’une dispersion en impulsion 4p = i Ak = F/a signifie que la
Ap

. . . h .
vitesse de la particule n’est connue qu'a 4v = — = o pres. Imaginons un ensemble

de particules classiques partant a I'instant 7 = 0 du point x = 0, avec une dispersion
de vitesse ¢gale a4 Adv; a linstant ¢ la dispersion de leurs positions sera
7l

Oxy = Avlt] = o

; cette dispersion croit linéairement avec ¢, comme le montre la

figure 2. Tragons sur le méme graphique la courbe qui donne I’évolution dans le™

temps de 4x(?); lorsque ¢ devient infini, 4x(¢) se confond pratiquement avec dx, [la
branche d’hyperbole qui représente Ax(f) admet pour asymptotes les droites qui
correspondent & dx,, . On peut donc dire que, lorsque ¢ est trés grand, il existe une
interprétation quasi-classique de la largeur Ax. Par contre, lorsque ¢ tend vers 0,
Ax(r) prend des valeurs qui différent de plus en plus de dx,,. En effet, la particule
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/ FIGURE 2
Variations au cours du temps de la largeur Ax du paguet d’ondes de la figure 1. Pour  grand, 4x tend
vers la dispersion dx, des positions d’'un ensemble de particules classiques qui seraient toutes
parties, 4 Pinstant ¢ = 0, de x = 0 avec une dispersion de vitesses Ap/m.

REMARQUES :

L’étalement des paquets d’ondes libres est un phénoméne général, qui ne se
limite pas an cas particulier étudié ici. On peut montrer que, pour un paguet
d’ondes libre quelconque, les variations dans le temps de sa largeur ont I’al-
lure représentée sur la figure 2 (¢f. exercice 4 du complément L,y).

Dans le chapitre I, un raisonnement simple nous a conduits en (C-17) a Ax . 4k = 1,
sans faire d’hypothése particuliere sur g(k), & part celle que g(k) présente un pic de
largeur Ak dont l'allure est celle de la figure 3 du chapitre I (ce qui est effectivement Ie cas
dans ce complément). Comment est-il alors possible d’obtenir 4x . 4k > 1, par exemple
” pour un paquet d’ondes gaussien lorsque ¢ est grand?

Bien siir, cette contradiction n’est qu’apparente, Dans le chapitre I, pour trouver
Ax . Ak ~ 1, nous avons supposé en (C-13) que Pargument «(k) de g(k) peut étre appro-
ximé dans le domaine 4k par une fonction linéaire. Nous avons donc fait implicitement
une hypothése supplémentaire, celle que les termes non-linéaires donnent dans le
domaine 4k une contribution négligeable a la phase de g(k); par exemple, pour les termes
du deuxiéme ordre en (k — k), il faut que :

| d?a
dk k=ko

Si, au contraire, la phase a(k) ne peut pas étre approximée dans le domaine 4k par une
fonction linéaire avec une erreur trés inférieure a 2z, on trouve effectivement en reprenant
les raisonnements du chapitre I que le paquet d’ondes est plus large que ne le prévoit (C-17).

(i)

22

Dans le cas du paquet d’ondes gaussien étudié dans ce complément, on a Ak ~ —
hk? " 1\ e o a
> 4 par suite, la,condition (22) s’écrit <~> — < 2z ; on vérifie bien sur (20)
m a/ m

et oc(k) = -

que, tant que cette condition est réalisée, le produit Ax . 4k vaut approximativement 1.
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Complément H,

ETATS STATIONNAIRES D'UNE PARTICULE
DANS DES POTENTIELS CARRES A UNE DIMENSION

1. Comportement d’une fonction d’onde stationnaire ¢(x)
a. Régions ou 'énergie potentielle est constante
b. Comportement de @(x) en un point ou l'énergie potentielle est discontinue
¢. Principe du calcul

2. Fitude de certains cas simples

a. Marches de potentiel
b. Barriéres de potentiel
c. Etats liés; puits carré de potentiel

Nous avons vu dans le chapitre I (¢f. § D-2), I'intérét qu’il y a & étudier le mouvement
d’une particule dans un « potentiel carré » dont les variations spatiales rapides pour
certaines valeurs de x introduisent des effets purement quantiques. L’allure des
fonctions d’onde associées aux états stationnaires de la particule a été devinée grice
a une analogic optique qui nous a permis de comprendre trés simplement comment
apparaissent ces effets physiques nouveaux.

Dans ce complément, nous donnons le principe du calcul quantitatif des
états stationnaires de la particule, les résultats de ce calcul dans un certain nombre
de cas simples, et nous discutons physiquement ces résultats. Nous nous limitons

“a des modéles a une dimension (¢f. complément F)).

1. Comportement d’'une fonction d’'onde stationnaire ¢(x)

a. REGIONS OU L'ENERGIE POTENTIELLE EST CONSTANTE

Dans le cas d’un potentiel carré, V(x) est une fonction constante V(x) = V

dans certaines régions de I'espace. Dans une telle région, Iéquation (D-8) du
chapitre I s’écrit :

d? 2

m
—= X)) + —F — V) ¢p(x) = 0 (1)
12 YW 2 ¢ ) ¢(x)

Nous allons distinguer plusieurs cas :

H E>V

Introduisons la constante k positive, définie par
h2k?

E-V= 2m

La solution de I’équation (1) s’écrit alors :

Plx) =A™ + A e 3)

ol A et A’ sont des constantes complexes.
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(i E<V
Cette condition correspond aux régions de 'espace qui seraient interdites par
les lois de la mécanique classique. Dans ce cas, nous introduisons la constante p
positive définie par :
hitp?

V o F o= -_27’;; (4)

et la solution de (1) s’écrit :
p(x) = Ber™ + B e # ()

ou B et B sont des constantes complexes.
(iii) I/ = V. Dans ce cas particulier, ¢(x) est une fonction linéaire de x.

b. COMPORTEMENT DE ¢(x) EN UN POINT
OU L'ENERGIE POTENTIELLE EST DISCONTINUE

Quel est le comportement de la fonction d’onde en un point x = x, ou le
potentiel V(x) est discontinu? On pourrait penser a priori qu’en ce point, la fonction
d’onde @(x) a un comportement singulier et que, par exemple, elle aussi présente
une discontinuité. Le but de ce paragraphe est de montrer qu’il n’en est rien :
@(x) et de/dx sont continues, et ce n’est que la dérivée seconde d?¢/dx? qui est
discontinue en x = x,.

Sans en donner de démonstration rigoureuse, cherchons & comprendre cette propriété.
Pour cela, rappelons quun potentiel carré doit &tre considéré (¢f. chap. I, § D-2-a) comme la
limite, lorsque ¢ -—» 0, d’un potentiel ¥,(x) égal 4 V(x) hors de 'intervalle [x, =& x +¢],et
variant de maniére continue dans cet intervalle. Considérons alors I’équation :
d? 2m . .
= P x) + ;l'; [E — Vi(x)]e,x) =0 (©)
X

ou V(x) est suppos¢ borné¢ indépendamment de ¢ dans I'intervalle [x; — &, x, + ¢]. Prenons
une solution ¢, (x) qui, pour x < x, — &, coincide avec une solution donnée de (1). Le probléme
est de montrer que, quand & -~ 0, @,(x) tend vers une fonction ¢@(x) continue et dérivable
en x = x;. Admettons que ¢,(x) reste bornée, quel que soit &, au voisinage de x = x,¥;

physiquement, ceci signifie que la densité de probabilité reste finie. Intégrons alors (6)
entre x, — 5 et x; + #; nous obtenons :

do.; d om [ ’
Peley + ) — L (xy — ) = mJ [V(x) — E]o,(x) dx (7

dx dx 7 =

A la limite ou ¢ — 0, la fonction 4 intégrer au second membre de cette expression reste bornée
d’aprés la propriété que nous avons admise plus haut; par conséquent, si Pon fait tendre
3 7 . . ’ ’
wenstite n vers zéro, l'intégrale tend également vers zéro, et :

do do
E;(x1+n)——-é;(x1—n);0>0 : (8)

v

* Ce pdint pourrait Btre démontré mathématiquement & partir des propriétés de I’équation dif-

.., ferentielle (1).
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A la limite, dg/dx est donc continue en x = x,, ainsi que ¢@(x) (primitive d’une fonction
continue). Par contre, d%p/dx? est discontinue, et, comme on peut le voir directement sur ),

p s 2 ;
effectue en x = x, un saut égal a -7;_ @(x,)oy ot o représente le saut de V(x)en x = x,].

REMARQUE :

Il est essentiel, dans le raisonnement qui vient d’étre fait, que ¥(x) reste
borné. Dans certains exercices du complément K, par exemple, on considére
le cas ot ¥(x) = « d(x), fonction non bornée, mais dont I'intégrale reste finie;
dans ce cas, @(x) reste continue, mais de/dx ne est plus.

c. PRINCIPE DU CALCUL
La marche a suivre pour déterminer les états stationnaires dans un « potentiel
carré » est donc la suivante : dans toutes les régions o ¥(x) est constant, on écrit p(x)

sous cellf: des deux formes (3) ou (5) qui convient: on « raccorde » ensuite ces fonc-
tions en imposant la continuité de ¢(x) et de de/dx aux points ot ¥(x) est discontinu.

2. Ftude de certains cas simples

Effectuons maintenant le calcul quantitatif des états stationnaires, mengé
suivant la méthode décrite ci-dessus, pour toutes les formes de V(x) envisagées dans
le § D-2-c du chapitre I; nous pourrons ainsi nous assurer que la forme des solutions
est bien celle que I'analogie optique nous a permis de prévoir.

a. MARCHES DE POTENTIEL

AV(x)

FIGURE |

Marche de potentiél.

o Casou t >V, réflexion partielle
Posons :

ZmE ‘
e = ky ©) ....

2m(E — V)
ow

La solution de (1) a la forme (3) dans les deux régions I x<®etll(x>0):

k, (10)
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px) = A, x4 4] e ¥ (1)
(p”(x) - AZ eikzx + AIZQ” thyx (12)

L’équation (1) étant homogéne, la méthode de calcul du § 1-¢ ne peut permettre
de déterminer que les rapports A}/4,, 4,/4, et A,/A,. En fait, les deux conditions
de raccordement en x = 0 ne suffisent pas & déterminer ces trois rapports. C'est
pourquoi nous prendrons A4 = 0, ce qui revient 3 se limiter au cas d’une particule
incidente provenant de x = - oo. Les conditions de raccordement donnent alors :

Ay ke Ry

Rk — Ky , 13
A,k Tk, ()
A, 2k,

Ay 2y 14
A, Tk Tk (4

@(x) est la superposition de deux ondes : la premiére (terme en A4 ) correspond
4 une particule incidente, d’impulsion p = hk,, se propageant de gauche a droite;
la seconde (terme en A7) & une particule réfléchie, d’impulsion — %k, se propageant
en sens oppose a la précédente. Comme nous avons pris 4, = 0, ¢(x) ne comprend
quune onde, associée 4 une particule transmise. Nous verrons au chapitre Il
(¢f. § D-1-c-f) comment on peut, grice a la notion de courant de probabilité, définir
les coefficients de transmission 7" et de réflexion R de la marche de potentiel (voir
également le § 2 du complément B, : ces coefficients donnent les probabilités
pour que la particule, arrivant de x = — oo, franchisse la marche de potentiel
en x == 0, ou retolrne en arriére. Nous trouverons ainsi :

2

4,
= |21 15
R I (15)

et, pour T*%:

_ky 14, ’

T - kl Al (16)

S

o " Compte tenu de (13) et (14), il vient alors :
R—1-— 4k k, (17
(ky + k,)*
T : 4k k, , (18)
(ky o ky)*

On vérifie aisément que R + 7" = 1 : il est certain que la particule est soit transmise,

s@u‘it’%géﬁéchie. Contrairement aux prévisions de la mécanique classique, la particule

incidente a une probabilité non nulle de revenir en arriére; ce point a été expliqué au

chapitre I en s’appuyant sur une analogie optique, et en considérant la réflexion

d’une onde lumineuse sur un dioptre plan (avecn, > n,). On sait d’ailleurs en optique
[z

* L’origine physique du facteur k,/k, qui apparait dans 7T est discutée au § 2 du complément J,.
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qu’une telle réflexion se fait sans retard de phase; effectivement, les égalités (13) et (14)
indiquent que les rapports 4;/4, et 4,/A4, sont réels. Donc, la particule quantique
ne subit aucun retard 4 sa réflexion ou 4 sa transmission (¢f. complément J,, § 2).
Enfin, on vérifie aisément a partir de (9), (10) et (18) que, si £ » ¥, ona T = 1 :
lorsque la particule a une énergie suffisamment grande pour rendre négligeable la
hauteur de la marche de potentiel, elle franchit cette marche comme si elle
n’existait pas.

B.  Cason E <V, réflexion totale
On remplace alors (10) et (12) par :

om(V, — E)
\/wa_ﬁmm =5, (19)
@ulx) = B, e’ + B, ¢ (20)
Pour que la solution reste bornée lorsque x —> -+ oo, il faut jue :
B, =0 | @1
Les conditions de raccordement en x = 0 donnent dans ce cas :
Ay ky —ipy
ol WS W 22
A4 ki + ip, 22)
B, 2k,
kbt S 23
A,k +ip, ’ @)
Le coefficient de réflexion R vaut alors :
2 2
A’ k, —ip
R =24 | F2
A, ki, + ip, @4)

Comme en mécanique classique, la particule est donc toujours réfléchie (réflexion
totale). Toutefois, il existe une différence importante, déja signalée au chapitre T :
du fait de I'existence de I’onde évanescente e #2*, la particule a une probabilité de
présence non nulle dans la région de I'espace qui, classiquement, lui serait interdite;
cette probabilité décroit exponentiellement en fonction de x et devient négligeable
lorsque x est supérieur a la « portée » 1/p, de I'onde évanescente. Remarquons
¢galement que le coefficient 47/4, est complexe; il apparait lors de la réflexion un
certain déphasage qui, physiquement, est dii au retard que prend la particule en

pénétrant dans la région x > 0 (¢f. complément J,, § 1 et également By, § 3). Ce -
déphasage est analogue & celui qui apparait lors de la réflexion de la lumiére sur un®

milieu de type métallique; par contre, il n’a pas d’analogue en mécanique classique.

REMARQUE :

Lorsque Vy —> + o0, p, —> + o0, de sorte que (22) et (23) entrainent

que :

Ay — — A
{ (25)

B, —> 0
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Dans la région x > 0 'onde, dont la portée décroit indéfiniment, tend vers
zéro. Comme (4, + A4}) —= 0, la fonction d’onde @(x) s’annule en x = 0,
de sorte qu’elle reste continue en ce point; par contre sa dérivée, qui passe
brusquement de la valeur 2ik4, a la valeur zéro, n’est plus continue. Ceci
est dG an fait que le saut de potentiel étant infini en x = 0, Pintégrale de (7)
ne tend plus vers zéro lorsque # tend vers 0.

b. BARRIERES DE POTENTIEL

V(x)

© |o| @

FIGURE 2

Barriére carrée de potentiel.

o, Cas ou E >Vy*; résonances

Avec legs notations (9) et (10), on trouve dans les trois régions I (x < 0),
HO<x<Detll(x>1:

0x) = Ay et g AT (26-2)
oulx) = A, e 4 A e""’:;;:k (26-b)
Pmlx) = 1213 et 4 A4, boilax (26-¢)
Prenons, comme plus haut, 45 = 0 (particule incidente venant de x = — o0).

Les conditions de raccordement en x = / donnent alors 4, et 4} en fonction de A4,
celles de raccordement en x = 0 4, et 4] en fonction de 4, et 45, et par suite de 4, ;

~ontrouve ainsi : .
. k% + k% : ) ikyl
Al = |:COS kzl - lm;—* Sin kzl € A3
) , , 2 g2 ,
A} = i—lizm—l—cl— sin k,l 14, 27
1°v2

%E;/A , et A5/A4, permettent de calculer les coefficients de réflexion R et de trans-
mission 7" de la barriére, qui valent ici :
L

P (k2 — k)P sin? Kyl

Ak + (k2 — k) sin? k]

A
Al

R = t (28-a)

* ¥, peut dailleufs atre soit positif {cas d’une barriére de potentiel comme celle qui est représentée
sur la figure 2), soit négatif (puits de potentiel).
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: 4K3K2 08
4R34+ (K2 — k2)? sin® k,l H)

As
4,

On vérifie alors facilement que R + T = 1. Compte tenu de (9) et (10), il vient :

T o 4F(F i VO) ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ ! " (29)

Les VdrldUOHS en fonction de / du coefficient de transmission 7" sont repré-
sentées sur la figure 3 (F et ¥ étant ﬁxes) T oscille de maniére périodique entre sa
VZ

valeur minimale, Ll e

AE(E — V) ,et sa valeur maximale, qui est 1. La fonction

FIGURE 3

Variations du coefficient de
transmission 7' de Ja bar-
riére en fonction de sa largeur
(la hauteur V, de la barxiére
et Pénergie £ de la particule
sont fixées). Il apparait des
résonances chaque fois que
! est un multiple entier de la
0 »[ demi-longnenr d’onde =/k,
n/k; 2nfk, dans la région IL.

4E(E — V)
AB(E — V) + V2

ainsi obtenue est I'analogue de celle qui décrit la transmission d’un interférométre
de Pérot-Fabry; comme en optique, les résonances (obtenues lorsque 7 = 1, c’est-a-
dire k,/ = nm) correspondent aux valeurs de / qui sont des multiples entiers de la
demi longueur d’onde de Ia particule dans la région II. Lorsque £ > ¥, 5 1a réflexion
de la particule sur chacune des discontinuités de potentiel se fait sans déphasage
de la fonction d’onde (cf. § 2-a-a); ¢’est pourquoi la condition de résonance kyl = nn
correspond aux valeurs de / pour lesquelles il peut s’établir dans la région I1 ufi
systéme d’ondes stationnaires. Au contraire, loin des résonances, les diverses ondes
reflechies en x = 0 et x = / se détruisent par interférence, de sorte que les valeurs

de la fonction d’onde sont faibles. Une étude de la propagation d’un paquet d’ondes ;"

(analogue a celle du complément J;) montrerait que, si la condition de résonance est
satisfaite, le paquet d’ondes passe un temps relativement long dans la région II :
ce phénomeéne est appelé en mécanique quantique résonance de diffusion.

B. Cas on E < V,; effet tunnel

.I.l faut alors remplacer (26-b) par (20), p, étant toujours donné par (19). Les
conditions de raccordement en x = 0 et x = / permettent de calculer le coefficient
de transmission de la barriére. En fait, il est inutile de recommencer les calculs : il
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suffit de remplacer, dans les égalités obtenues au § a précédent, k, par — ip,. Il
vient alors :

T = ‘_5_1“_3_ Wl =8 (30)
Al 4B, — EB) + V2 sh? [V 2m(V, — E) 1]
avec, bien sir, R = 1 — T’ lorsque p,/ » 1, ona:
T ~ 1_§,L£KM:_£) ~2psl (31)

Nous avons déja vu au chapitre I pourquoi, contrairement aux prédictions classiques,
la particule a une probabilit¢ non nulle de franchir la barriére de potentiel : la
fonction d’onde dans la région II n’est pas nulle, mais a le comportement d’une
« onde évanescente » de portée 1/p,; lorsque / < 1/p,, la particule a une probabilité
importante de traverser la barriére par « effet tunnel ». Cet effet a, en physique, de
nombreuses applications : inversion de la molécule d’ammoniac(cf. complément G y),
diode tunnel, effet Josephson, désintégration « de certains noyaux, etc...

Pour un électron, la portée de I'onde évanescente est :

1 ) 1,96 |
— D e A (32)
<02 o NV~ E

ou £ et I, sont exprimeés en électrons-volts [cette formule s’obtient immédiatement en remplagant,
dans la formule (8) du complément A, 4 = 2n/k par 2n/p,] Considérons alors un électron,
d’énergic 1 eV, rencontrant une barriére telle que : ¥, = 2 eV, / = 1 A ; la portée de I'onde
évanescente est alors 1,96 A, ¢’est-a-dire de 'ordre de / : I’électron doit alors avoir une probabilité
importante de franchir la barriére. Effectivement, la formule (30) donne dans ce cas :

T =~ 0,78 (33)

Le résultat quantique est radicalement différent du résultat classique : ’électron a environ
8 chances sur 10 de traverser la barriére.

Supposons maintenant que la particule incidente soit un proton (dont la masse est
approximativement ! 840 fois celle de 1’électron). La portée 1/p, devient alors :

<~1->v ,,,,,,, 19? ________ A~ f6 . 107% A (34)

P 18400V, —E) NV, — E

Si nous conservons les mémes valeurs : £ = 1eV, J = 2eV, [ = ] A, nous nous trouvons dans
& c%g-§ ou la portée 1/p, est trés inférieure 4/ ; Ja formule (31) donne alors :
Era

T~ 4x10719 (35)

o

Dans ces conditions, la probabilité pour que le proton franchisse la barriére de potentiel est
négligeable. A plus forte raison, si nous appliquions (31) A des objets macroscopiques, nous
trouverions dgs probabilités tellement faibles qu ‘elles ne peuvent jouer aucun role dans les

. phénomenes physiques.
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c. ETATS LIES; PUITS CARRE DE POTENTIEL

o. Puits de profondeur finic

V(%)

0

FIGURE 4

Puits carré de potentiel.

. Nous nous limiterons ici & I'étude du cas — ¥, < E < 0 (le cas £ > 0 étant
mcorpore dans les calculs du paragraphe b-a précédent).

Dans les régio““<x <-Dn(-Lex< ) m(x>2 o
tivement : 2 5 ErSSHp X > = |, on a respec

px) = By e’ + Bje ¥ (36-a)
QDH(X) - Az eik.\: o+ A/Z e—~ilcx (36—b)
Pux) = By e”™ + Bje r* (36-¢)
avec :
| omE o
= (37)
_ mE + V)
k = \/Wr {38)
Comme ¢(x) doit étre bornée dans la région 7, il faut que : .
B, =0 (39)
Les conditions de raccordement en x = ~g donnent alors :

A, = etz P +.ik
2= o B
A = — o-tivaz P ik
5 € 7k B, (40)
et celles de raccordement en x = a/2 :
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By e N2 ika N2 o ika

B, = Hikp [(p + ik)* e — (p — ik)* e™™]
! 2 2

%3— . «pm27*l«/f~»~ sin ka @1)
1

Mais ¢(x) doit étre aussi bornée dans la région II1. 1 faut donc que B; = 0,
c’est-a-dire :

. 2
Pk oia (42)
p + ik :

Comme p et k dépendent de E, I’équation (42) ne peut étre satisfaite que pour
certaines valeurs de E. Le fait d’imposer a ¢(x) d’8tre partout bornée entraine donc
la quantification de I’énergie. De maniére plus précise, deux cas sont possibles :

(i) si:
mpww:w_ljf . ika .
p + ik © “3)
il vient :
p . (ka
E e 44
Pl ( 2) (44)
Posons'\ )
ko = /2’;_’2% ~ e+ p? (45)
Nous obtenons alors :
2 2 2
S S tgz_@ﬂmmn(f&) (46)
2 <ka> ? “ : <
cos” | — '
2
L’équation (43) est donc équivalente au systéme : N\
o (ka | k
cos (——2—> = 7{—0 (47-a)
# ka
tg <~—2—> >0 {47-b)

Les niveaux d’énergie sont déterminés par l'intersection d’une droite, de pente 1/k,,
avec des arcs de sinusoide (ces derniers sont représentés en tirets longs sur la figure 5).
Nous obtenons ainsi un certain nombre de niveaux d’énergie, dont les fonctions
d’onde sont paires; et effet, si I’on reporte (43) dans (40) et (41), il est ais¢ de verifier

. que B; = B, et que 4, = A}, de sorte que ¢(— x) = @(x).
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e
g\j‘%/<
- ~3
i
7
Py
prod %
/@i*ﬂ
P !

0 ko

A
2n/a 3n/a dnja ko Snja
FIGURE 5

Résolution graphique de Péquation (42), donnant les énergies des états liés d°une particule dans un
puits carré de potentiel. Dans le cas représenté sur la figure, il existe cing états liés, trois pairs (associés
aux points P de la fipure), et deux impairs (points /).

(i) si
ﬁ _y:_‘_i_lf . aika 48
p+ ik © (48)

un calcul du méme type conduit a :

sin <%C—l—> ’ = »éi (49-a)
0
tg <%”l> <0 (49-b)

Les niveaux d’énergie sont alors déterminés par I'intersection de la méme droite que
plus haut avec d’autres arcs de sinusoide (¢f. tirets courts de la figure 5). Les niveaux
ainsi obtenus sont intercalés entre ceux trouvés en (/); on montre facilement que les
fonctions d’onde correspondantes sont impaires.

REMARQUE :
Siky < —, cest-a-dire si :
a

2-};12 i
V, <V, = (50)

2

la figure 5 montre qu’il existe un seul état li¢ de la particule, de fonction d’onde paire.:
Puis, si 1] < ¥, < 4V, il apparait un premier niveau impair, et ainsi de suite

lorsque ¥, augmente, il apparait alternativement des niveaux pairs et impairs.
Si ¥, » ¥, la pente 1/k, de la droite de la figure 5 est trés faible : pour les niveaux
d’énergie les plus bas, on a pratiquement :

-,

* nw

ko= — Gn

a
ou # est un entier, et par suite :
n2n2h2

2ma?

E =

(52)
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f3. LPuits infiniment profond

On suppose V(x) nul pour 0 < x < a, infini partout ailleurs. Posons °

o o e

Draprés la remarque faite a la fin du § 2-a-f de ce complément, ¢(x) doit étre nulle
en.dehors de Pintervalle [0, @], et continue en x = 0 ainsi qu’en x = q. Or, pous
0 x<a: - -

‘(/)(x) = A €ikx A e‘—- ihx (54)
Comme @(0) = 0, on en déduit que 4’ = — 4, ce qui entraine :
@(x) = 2i4 sin kx (55)
De plus, ¢(a) = 0, de sorte que :
nn
k = — (56)

ou n est un entier positif quelconque. Si 'on norme la fonction (55), compte tenu de
(56), on obtient alors les fonctions d’onde stationnaires :

P, x) = /—2 sin <ﬂ7§f> (57)

d’énergies :
2,292

La quaniification des niveaux d’énergies est donc, dans ce cas, particuliérement
simple.

REMARQUES :.

" () Larelation (56) exprime simplement que les états stationnaires sont détermines

par la condition que la largeur @ du puits contienne un nombre entier de demi
longueurs d’onde, n/k. Il n’en est pas de méme lorsque le puits a une pro-
fondeur finie (¢f. § o précedent); la différence entre les deux cas provient du
déphasage a la réflexion de la fonction d’onde sur une marche de potentiel
g (df §2-a-p).
(i1)  On peut facilement vérifier sur (51) et (52) que, si I'on fait tendre la pro-
fondeur ¥, d’un puits fini vers Iinfini, on retrouve les niveaux d’énergie du
puits infinj.

Référer;,ces et conseils de lecture :

Eisbergwg;'d Respick (1.3), chap. 6; Ayant et Belorizky (1.10), chap. 4; Messiah
(1.17), chap. IIT; Merzbacher (1.16), chap. 6; Valentin (16.1). annexe V.
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COMPORTEMENT D'UN PAQUET D'ONDES
DANS UNE MARCHE DE POTENTIEL

1. Réflexion totale : £ < ¥,

2. Réflexion partielle : £ > ¥,

Dans le complément H,, nous avons déterminé les états stationnaires d’une
particule soumise a 'action de potentiels « carrés ». Dans certains cas, par exemple
lorsque le potentiel a la forme d’une marche, les états stationnaires obtenus sont
constitués d’ondes planes indéfinies (incidente, réfléchie et transmise). Bien siir,
comme elles ne sont pas normalisables, de telles fonctions d’onde ne peuvent pas
représenter véritablement un état physique de la particule. On peut cependant les
superposer linéairement pour former des paquets d’ondes normalisables. De plus,
comme un tel paquet d’ondes est directement développé sur les fonctions d’onde
stationnaires, son évolution au cours du temps est trés simple 4 déterminer; il suffit
de multiplier chacun des coefficients du développement par une exponentielle
% bien définie (chap. I, § D-1-b).

Nous nous proposons dans ce complément de construire de tels paquets
d’ondes et d’étudier leur évolution au cours du temps, dans le cas ou le potentiel
présente une « marche » de hauteur ¥; comme sur la figure 1 du complément H,.
Nous pourrons ainsi préciser le comportement quantique de la particule lorsqu’elle
arrive sur la marche de potentiel, en déterminant le mouvement et la déformation
du paquet d’ondes qui lui est associé. Ceci nous permettra par ailleurs de confirmer
divers résultats obtenus dans H; a partir de Pétude des seuls ¢tats stationnaires
(coefficients de réflexion et de transmission, retard a la réflexion,...).

Nous poserons :

Pme
hz ¥y

imaginaire e~ #" de fréquence

et, comme dans le complément H;, nous distinguerons deux cas, suivant que k est’
inférieur ou supérieur a K.

1. Réflexion totale : £ <V

Dans ce cas, les fonctions d’onde stationnaires sont données par les for-
mules (11) et (20) du complément H, (k, étant simplement noté ici k), les coef-
ficients 4,, A}, B, et B de ces formules étant liés par les relations (21), (22) et (23)
de H,.

80

Y _ g, ()

PAQUET D'OMDES DANS UNE MARCHE DE POTENTIEL

Nous allons construire un paquet d’ondes a partir de ces fonctions d’onde
stationnaires, en les superposant linéairement. Nous prendrons uniquement des
valeurs de k inférieures & K, pour que les ondes formant le paquet subissent toutes
une reflexion totale; pour cela, la fonction g(k) caractérisant le paquet d’ondes est
choisie nulle pour k& > K,. Nous allons concentrer notre attention sur la région
négative de 'axe des x, 4 gauche de la barriére de potentiel. Dans le complément H,,
la relation (22) indique que les coefficients 4, et 4 de 'expression (11) d’une fonction
d’onde stationnaire dans cette région ont méme module; nous pouvons donc poser :

All(k)/::: o 21009

A,(k) @)

tg O(k) = —— )

Finalement, le paquet d’ondes que nous allons considérer s’écrit, a 'instant ¢ = 0
et pour x négatif :
[
W(x, 0) = M;W:J& dkg(k)[e™> + ¢~ 2100 g ~ikx] 4
Var Jo

Comme au § C du chapitre I, nous supposons que |g(k)| présente un pic prononcé de
largeur Ak autour de la valeur k = k, < K,.

Pour obtenir I'expression de la fonction d’onde y(x, ) 4 un instant ¢ quel-
conque, il suffit d’utiliser la relation générale (D-14) du chapitre I :

1 ("
lp(xa t) = f dk g(k) ei[kx“m(k)t]
Vo o

Ko
- »__lm__": J\ dk g(k) e ilkx + o (k) 4 20(k)] (5)
0

V2n

ol w(k) = hk?*/2m. Par construction, cette expression est valable uniquement pour
x négatif. Son premier terme représente le paquet d’ondes incident, le second le
paquet réfléchi. Pour simplifier, nous supposerons la fonction g(k) réelle; la condition
de phase stationnaire (¢f. chap. I, § C-2) permet alors de calculer la position x; du
centre du paquet d’ondes incident : il suffit d’annuler la valeur pour k = k, de la
dérivée par rapport 4 k de I'argument de la premiére exponentielle, ce qui donne :

x =92 ko, = ©
t dk e=ko m st

Y
E

#

4 Pe méme, la position x, du centre du paquet réflechi s’obtient en dérivant I'argument

de la deuxiéme exponentielle; en différentiant I’égalité (3), on obtient :

2 _ 12
[1 +tg20]d0:[1 4 Ko - K k]de

k?

S %—Zlf VEE ek %)

K2 — 12
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c’est-a-dire :
2 2
Bogogo ~ Ko 1 g | ty)
k? k? \/ K2 — k2
Il vient donc
daw do ik,
N S et = O 9
X = l Cak kok:k( m ! ®)

Les formules (6) et (9) permettent de préciser le mouvement de la particule, localisée
dans une région de faible extension 4x centrée en x, ou en x,.

Considérons tout d’abord ce qui se passe pour ¢ négatif. Le centre x; du paquet
d’ondes incident se propage de gauche a droite, avec une vitesse constante fik,/m.
D’autre part, on voit sur la formule (9) que x, est positif, c’est-a-dire situé en-dehors
de la région x < 0 ol I'expression (5) de la fonction d’onde est valable; ceci signifie
que, pour toutes les valeurs négatives de x, les diverses ondes du deuxiéme terme de (5)
interferent destructivement : pour ¢ négatif, il n’y a pas de paquet d’ondes réfléchi,
mais seulement un paquet d’ondes incident semblable  ceux que nous avons étudiés
au § C du chapitre 1.

Le centre du paquet d’ondes incident arrive sur la barriére a Pinstant ¢ = 0.
Pendant un certain intervalle de temps autour de ¢ = 0, le paquet d’ondes est
localisé dans la région x =~ 0 ol se trouve la barriére, et sa forme est relativernent
compliquée. Mais, lorsque t est suffisamment grand, on voit sur (6) et (9) que c’est
le paquet d’ondes incident qui a disparu, et on se trouve en présence du seul paquet
d’ondes réfléchi. En effet, ¢’est maintenant x, qui est positif, alors que x, est devenu
negatif : les ondes du paquet incident interférent destructivement pour toutes les
valeurs négatives de x, alors que celles du paquet réfléchi interférent constructivement
pour x = x, < 0. Le paquet d’ondes réfléchi se propage vers la gauche a la
vitesse — Tiky/m opposée A celle du paquet incident avant qu’il ne rencontre la
barriére; sa forme est inchangée* (A une symétrie pres). De plus, la formule (9)
indique que la réflexion a introduit un retard t, donné par :

2m

e 2[30_/9_’2] o 2m
dofdk |, kK2 - K2

Contrairement a ce que prévoit la mecanique classique, la particule n’est pas
réfléchie instantanément ; notons que le retard t est li¢ au déphasage 20(k) entre

(10)

L3

'onde incidente et I'onde réfléchie pour une valeur donnée de k; on remarquera = .

toutefois que le retard du paquet d’ondes n’est pas simplement proportionnel a 0(k,),
comme ce serait le cas pour une onde plane indéfinie, mais a la dérivée do/dk
prise en k = k,. Physiquement, ce retard est dii au fait que, pour ¢ voisin de zéro,
la probabilité de présence de la particule dans la région x > 0 interdite classiquement
n’est pas nulle [onde évanescente, voir remarque (i) ci-dessous] : on peut dire, en
langage imagé, que la particule perd un temps de I'ordre de t dans cette région,
avant de rebrousser chemin. La formule (10) montre que le retard t est d’autant plus

* Nous supposons 4k suffisamment petit pour que I'étalement du paquet d’ondes soit négligeable
pendant Pintervalle de temps considéré.
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important que I’énergie moyenne %g du paquet d’ondes est plus proche de la
hauteur ¥, de la barriére.

REMARQUES :

0] Nous avons mis 'accent ici sut Pétude du paquet d’ondes pour x < 0, mais il est également
possible d’étudier ce qui se passe pourx > 0. En effet, dans cette région, le paquet d’ondes

s’écrit
T
b, ) = —— J dleglR)By(J) o~ ¢ otox (1)
. 2 Yo
ou:r
o) = VK — & 02

Bj(k) est donné par I'égalité (23) du complément H, en y remplacant Ay parl, k, park
et p, par p. Un raisonnement analogue 2 celui du § C-2 du chapitre I montre alors que le
module [i(x, 1] de I’expression (11) est maximal lorsque la phase de la fonction a intégrer
sur k est stationnaire. Or, d’aprés les expressions (22) et (23) de H,, I'argument de B,
est la moitié de celui de 4 1> qui d’aprés (2) est égal 3 — 20(k); par suite, si I'on
développe w(k) et O(k) au voisinage de k = ko, on obtient pour la phase de la fonction
a intégrer sur k dans (11) :

d0] "do] ' kg .
{ - ['&l};‘k:kow [E};Jk=kot}(k o= m - kO)<t - i) ()

[on a utilisé (10) et le fait que g(k) est par hypothése réel |. On en déduit que [W(x, O] est
. ’ . T . Ry . .
maximal dans la région x > 0 pour ¢ = 5*: Iinstant ot le paquet d’ondes fait demi-tour
est donc /2, ce qui permet de retrouver le retard 7 4 1a réflexion obtenu plus haut. On voit

également sur I'expression (13) que, dés que
par :

T 3 I .
t — 3 est supérieur au temps A¢ défini

Ak,
~— Ak At ~ 1 (14)
m

ou Ak est la largeur de g(k), les ondes se déphasent et I'expression (11) de [, 1)| devient
négligeable : I'ensemble du paquet d’ondes reste donc dans la région x > 0 pendant un
intervalle de temps 4t de 'ordre de -

_1/ak
" hkg/m

qui correspond approximativement au temps qu’il met dans la région x < 0 4 se déplacer
d’unefquantité comparable 4 sa largeur 1/4k.

4t

(15)

., Comme Ak est supposé petit devant ky et Ky, la comparaison de (10) et (15) montre que :

At > ¢ (16)

% Le retard 4 la réflexion se traduit donc pour le paquet d’ondes réfléchi par un déplacement
aible devant sa largeur.

* On notera que la phase (13) ne dépend pas de x, contrairement & ce que nous avons trouvé au
chapitre I pour un, paquet d°6ndes libre ; I s’ensuit que, dans la région x > 0, v (x, 1)| ne présente pas de
,pic marqué se déplagant en fonction du temps.
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2. Réflexion partielle : £ >V,

Nous considérons cette fois une fonction g(k), de largeur Ak, centrée autour
d’une valeur k = k, > K,, et qui est nulle pour k& < K,. Le paquet d’ondes est
formé dans ce cas en superposant avec des coefficients g(k) les fonctions d’onde
stationnaires dont les expressions sont données par les formules (11) et (12) du
complément H,; nous prendrons 4, = 0 pour que la particule étudiée arrive sur la
barriére depuis la région négative de ’axe Ox, et nous choisirons 4 . = 1; les
coefficients Aj(k) et A4,(k) s’obtiennent & partir des formules (13) et (14) du

complément H, (dans lesquelles on remplace Ay parl, k park,etk,par NI o)

Pour ¢crire le paquet d’ondes en une seule expression qui soit valable pour toutes
les valeurs de x, on peut utiliser la « fonction-saut » 0(x) de Heaviside, définie
par :

O(x) =0 st x < 0

O(x) =1 si x>0 (7

Le paquet d’ondes étudié s’écrit alors :

+ oo
W(X, t) = 0( - X) -w-l::: J dk g(k) gilkx — o(k)]
2n

Ko
1 “+
+ (= X)—re f dleg(le) Ay (K) ¢~ itk + 00
\/27[ Ko
‘oo -
+ () --]-Z—«f dkg(k) A (k) e/~ Kb x=wti (18)
T o Ko

Cette fois, nous avons trois paquets d’ondes, incident, réfléchi et transmis.
Comme au § 1 ci-dessus, la condition de phase stationnaire donne la position de leurs
centres respectifs x;, x, et x,; A;(k) et A,(k) étant réels, on trouve :

X, = fiko (19-a)
m s

S Tikg (19-b)

m i

Wk — K2 :

=ty (19-c)

Une discussion analogue a celle des formules (6) et (9) aboutit aux conclusions

suivantes : pour t négatif, seul existe le paquet d’ondes incident : pour t positif-..

suffisamment grand, seuls existent les paquets d’ondes réfléchi et transmis (fig. 1).
Remarquons qu’il n’y a de retard ni a la réflexion, ni  la transmission [ceci est dbi
a la réalité des coefficients A4 (k) et 4,(k)].

Les paquets d’ondes incident et réfléchi se propagent avec les vitesses hiky/m
et — Tiky/m respectivement. Supposons Ak suffisamment petit pour que, dans
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V(x)
a
> B X
O or
e
b
O B X
WP
[
g \
O eor
e
— d
/\ 0 o -

FIGURE |

Comportement d’un paquet dondes dans une marche de potentiel, dans le cas £ > J;. Le potentiel
est représenté sur la figure a. Sur la figure b, le paquet d’ondes se dirige vers la marche. La figure ¢
montre le paquet d’ondes pendant la période transitoire ot il se scinde en deux ; les interférences
entre ondes incidentes et réflechies sont responsables des oscillations du paquet d’ondes dans la
région x < 0. Au bout &un certain temps (fig. d), on se trouve en présence de deux paquets d’ondes.
Le premier (paquet d’ondes réfiéchi) revient vers la gauche; sa hauteur est plus faible que celle du
paquet d’ondes incident, et sa largeur est la méme. Le second (paquet d’ondes transmis) se propage
vers la droite; sa hauteur est légérement supérieure 4 celle du paquet d’ondes incident, mais il est
plus étroit.

. , Ak Ak . L L
# Dintervalle | k, — 5 ko + 5 |- on puisse négliger la variation de A;(k) devant

celle de g(k). On peut alors, dans le deuxiéme terme de (18), remplacer A4;(k)
pér A;(k,) et le sortir de I'intégrale. On en déduit facilement que le paquet d’ondes
réfléchi a méme forme, 4 une symétrie pres, que le paquet d’ondes incident ; sa hauteur
est’.cependant inférieure, puisque, d’aprés la formule (13) du complément H,

# A{(ky) est inférieur a 1. Le coefficient de réflexion R est par définition le rapport
entre les probabilités de présence totales de la particule dans le paquet d’ondes
réflechi et dans le paquet incident; on a donc : R = |A1(k0)]2, ce qui correspond
bien a 'équation (15) du complément H, [rappelons que nous avons pris 4 (k) = 1].
La sitwation est différenté pour le paquet d’ondes transmis. En effet, on peut

. encore utiliser le fait que Ak est trés petit pour simplifier son expression : on
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k
= go + (k ~ ko) =2 (20)
9o
avec :
G0 = V16 — K3 @1
Le paquet d’ondes transmis $’écrit alors :
i 1 e [(/ 100 5~ ot t]
W (x, 1) = Ayk,) e'1* »;—/M-:::f dkgky e [ g, =W (22)
21 Jxk,

Comparons cette expression a celle du paquet d’ondes incident

l//i(X, l') - eikox _Ml_m:f dk(](k) ei[(k»-ko)xww(k)t] (23)
K

Von

0

Wi("g“i X, t)

Le paquet d’ondes transmis a donc une hauteur legerement supérieure a celle du
paquet incident : d’aprés la formule (14) du complément H,, A,(k,) est supérieur a 1.
Cependant, sa largeur est plus faible, puisque, si [ (x, t)\ a une largeur 4x, la
formule (24) indique que celle de [y, (x, )| est :

(4x), = 2o 4 25)
ko
Le coefficient de transmission (rapport entre les probabilités de présence totales dans
le paquet transmis et dans le paquet incident) apparait donc comme le produit de
deux facteurs :

T = ~§—’~ 14, (ko) (26)

On voit que :

W, (. )] = Ay(ko) (24)

&

%

Ceci correspond bien 4 la formule (16) du complément H,, puisque 4,(k,) = 1.

Remarquons enfin qu'en tenant compte de la contraction du paquet d’opdes |

transmis sur I’axe Ox, on peut retrouver sa vitesse de déplacement :

ko o 4o _ Pdg @7
m ky, m

t

Références et conseils de lecture :

Schiff (1.18), chap. 5, fig. 16, 17, 18, 19; Eisberg and Resnick (1.3), § 6.3,

fig. 6-8; voir aussi référence (1.32).
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EXERCICES

1. On envoie un jet de neutrons monocinétiques, de masse M,
(M, = 1,67 107" kg), d’énergie E, sur une chaine linéaire de noyaux atomiques
disposés régulierement comme le montre la figure (ces noyaux sont, par exemple,
ceux d’une longue molécule linéaire). On désigne par / la distance de deux noyaux
consécutifs, par d leur taille (4 < /). On dispose au loin un détecteur de neutrons 1
dans une direction faisant 'angle 0 avec la direction des neutrons incidents.

A4

R

a) Décrire qualitativement les phénoménes observés sur D lorsqu’on fait
varier I'énergie F des neutrons incidents,

b) Le taux de comptage présente, en fonction de E, une variation résonnante
autour de £/ = F|. Sachant qu’il n’y a pas d’autres résonances pour I < F,, montrer
que l'on peut en déduire une détermination de [ Calculer / avec 0 = 30°,
E, =13 1072° Joule.

¢) A partir de quelles valeurs de E faudrait-il tenir compte de la dimension
finie des noyaux ?

2. Etat lié d’'une particule dans un « puits en fonction delta »

On considére une particule dont I'hamiltonien H [opérateur défini par la
formule (D-10) du chapitre I] s’écrit -

ou a est une constante positive, dont on donnera les dimensions.

a)?Intégrer Péquation aux valeurs propres de H entre —¢ et + ¢; en faisant
tendre ¢ vers 0, montrer que la dérivée de la fonction propre ¢(x) subit en x = 0 une
discontinuité que I'on calculera en fonction de o, m et @(0).

& & b) Onsuppose que I'énergie E de la particule est négative (état lié) ; o(x) peut

R ’ .
. alors s’écrire :

x <0 o(x) = A, " + A e P>
x>0 ox) = Ay e”* + A, e r*

ol p est une constants que I’'on exprimera en fonction de E et m. En utilisant les

. Irésultats de la question précédente, calculer la matrice M définie par :

T g7
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()=(3)

Ecrire alors que ¢(x) est de carré sommable, et en déduire les valeurs possibles
de I'énergie. Calculer les fonctions d’onde normées correspondantes.

¢) Représenter graphiquement ces fonctions d’onde. Donner un ordre de
grandeur de leur largeur Ax.

d) Quelle est la probabilitée d#(p) pour qu'une mesure de Pimpulsion de la
particule dans un des états stationnaires normés calculés plus haut donne un
résultat compris entre p et p + dp ? Pour quelle valeur de p cette probabilité est-elle
maximale ? Dans quel domaine, de dimension 4p, prend-elle des valeurs notables ?
Donner un ordre de grandeur du produit Ax. Ap

3. Transmission d'une barriére de potentiel en « fonction delta »

On considére une particule placée dans le méme potentiel que dans I'exercice
précédent, mais qui cette fois se propage de gauche a droite sur I'axe Ox, avec
une énergie E positive.

a) Montrer qu’un état stationnaire de la particule peut s’écrire :
si x <0
si x>0

ou k, A et B sont des constantes que l'on calculera en fonction de I’énergie F, de m

et de o (on prendra garde a la discontinuité de %(r?, en x = 0),
X

(p(X) — eikx + A e*ikx
(P(X) = B eikx

b) Onpose — E; = — ma®/2h* (énergie de I’état li¢ de la particule). Calculer,
en fonction du paramétre sans dimension E[E,, les coefficients de réflexion et de
transmission de la barriére, R et T. Etudier leurs variations en fonction de E ;
que se passe-t-il lorsque £ — co ? Interprétation ? Montrer que, si I’on prolonge
I'expression de T pour les valeurs de E negatives, elle diverge lorsque £ —> — E, ;
interprétation ?

4. Onreprend I'exercice 2 en utilisant cette fois la transformation de Fourier.

a) Ecrire I'équation aux valeurs propres de H, et la transformée de Fourier »

de cette équation. En déduire directement ’expression de @(p), transformée de
Fourier de ¢(x), en fonction de p, E, o et ¢(0). Montrer alors qu’une seule valeur
de E, négative, est possible. On ne trouve donc de cette maniére que I’état lié¢ de la
particule, et non ceux ou elle se propage; pourquoi? Calculer alors ¢(x) et montrer
qu’on peut retrouver de cette maniére tous les résultats de I’exercice 2.
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b) L’énergie cinétique moyenne de la particule peut s’écrire (cf. chap. I1I) :

E = 51;,; f— p* |@(p)|* dp

[ss]

Montrer que, lorsque @(p) est une fonction « suffisamment réguliére », on a aussi

2 [t 2
Eo= - f 0¥ L2 4y

o0

Ces formules permettent d’obtenir de deux fagons différentes I'énergie £, pour une
particule dans I’état 1ié calculé en a). Quel résultat obtient-on? On notera que,
dans ce cas, ¢(x) n’est pas « réguliére » en x = 0, ol sa dérivée est discontinue ; il est
alors nécessaire de dériver ¢(x) au sens des distributions, ce qui introduit une
contribution du point x = 0 a la valeur moyenne demandée. Interpréter physique-
ment cette contribution : on considérera un puits carré, centré en x = 0, dont la
largeur a tend vers 0 et la profondeur ¥, vers I'infini (de fagon que al = a), et on
¢tudiera le comportement de la fonction d’onde dans ce puits.

5. Puits composé de deux fonctions delta
On considére une particule de masse m, dont ’énergie potentielle s’écrit
V(x) = — ad(x) — ad(x — ) o> 0

ou / est une longueur constante. 2.2

a) Calculer les états liés de la particule, en posant £ = — 251 -. Montrer que

les énergies possibles sont données par la relation

e Pl = + <1 _%’Q)
u

ou u est défini par u = —2%—%. Donner une résolution graphique de cette équation.

(i) Etat fondamental. Montrer que cet état est pair (invariant par symétrie par
rapport au point x = //2), et que son énergiec Eg est inférieure a ’énergie — E,
introduite/ dans le probléme 3. Interpréter physiquement ce résultat. Représenter
graphiquement la fonction d’onde correspondante.

# (i) Etat excité. Montrer que, lorsque / est supérieure & une valeur que I'on
précisera, il existe un état excité impair, d’énergie K, supérieure & — E.;
rébf@senter la fonction d’onde correspondante. '

“ (i) Expliquer comment les calculs qui précédent permettent de batir un
modele représentant une molécule diatomique ionisée (par exemple H 5) dont les
noyaux sont séparés par la distance /. Comment varient, en fonction de /, les
energies des deux niveaux ? Que se passe-t-il & la limite o0 / —> Q et | —> 0 ?
Si T'on tient ‘compte de la.répulsion des deux noyaux, quelle est Iénergie totale
du systéme? Montrer que la courbe donnant les variations en fonction de / des
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COMPLEMENT K,

cnergies ainsi obtenues permet de prévoir dans certains cas Iexistence d’états
liés de H7, et de déterminer la valeur de /7 2 Péquilibre (on obtient ainsi un modéle
trés €lémentaire de liaison chimique).

b) Calculer les coefficients de réflexion et de transmission de I'ensemble des
deux barriéres en fonction delta. Etudier leurs variations en fonction de /; les
résonances ainsi obtenues se produisent-elles lorsque / est un multiple de la longueur
d’onde de L. de Broglie de la particule ? Pourquoi ?

6. On considére un puits carré de potentiel, de largeur 4, et de profondeur v
(dans cet exercice, on utilise systématiquement les notations du § 2-c-a du complé-
ment Hy). On se propose d’¢tudier les propriétés de ’état 1ié d’une particule dans ce
puits quand sa largeur @ tend vers zéro.

a) Montrer qu’il n’existe effectivement qu’un seul état 1ié dont on calculera

~ Les outils mathémaﬁques
de la mécanique quantique

. : a < , . . .
Pénergic E <on trouve E =~ — o c’est-a-dire une énergie qui varie comme le

carré de 'aire a ¥, du puits).
b) Montrer que p —> O et que 4, = A} =~ B,/2; en déduire que, dans I'état
li, la probabilité de présence de la particule & Pextérieur du puits tend vers 1.

¢) Comment appliquer les considérations précédentes a une particule soumise,
comme dans 'exercice 2, au potentiel V(x) = — « o(x)?

7. On considére une particule soumise au potentiel

Vix) =0 si x>a
Vx) = -V, si 0gx<a,

V(x) étant infini pour-x négatif. Soit ¢(x) une fonction d’onde associée & un état
stationnaire de la particule. Montrer que ¢(x) peut &tre prolongée pour donner une
fonction d’onde impaire correspondant & un état stationnaire pour un puits carré
de largeur 2a et de profondeur ¥} (¢f. complément Hj, § 2-c-a). Discuter en fonctiop
de a et ¥, le nombre d’états liés de la particule ; existe-t-il toujours au moins un tel
etat, comme pour le puits carré symétrique ?

g

8. On considére, dans un probléme & deux dimensions, la réflexion oblique d’une
particule sur une marche de potentiel définie par :

Vix,y) =0 six <0
Vix,y) = I, six >0

Etudier le mouvement du centre du paquet d’ondes. Dans le cas de la réflexion
totale, interpréter physiquement les différences entre la trajectoire de ce centre et ld
trajectoire classique (décalage latéral 4 la réflexion). Montrer que, lorsque ¥, —> -+ oo,
la trajectoire quantique devient asymptote & la trajectoire classique.
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PLAN DU CHAPITRE II

A, ESPACE
DES FONCTIONS D'ONDE
D’UNE PARTICULE

. Structure de ’espace & des fonctions d’onde

a. & est un espace vectoriel
b. Produit scalaire
¢. Opérateurs linéaires

. Bases orthonormées discrétes dans & : { u,(x) }

a. Définition

b. Composantes d’une fonction d’onde sur la base { ()}

¢. Expression du produit scalaire en fonction des composantes
d. Relation de fermeture

. Introduction de « bases » n’appartenant pas a &

a. BExemple des ondes planes
b. Exemple des « fonctions delta »
c. Généralisation : bases « orthonormées » continues

B. ESPACE DES ETATS.
NOTATIONS DE DIRAC

. Introduction
. Vecteurs « kets » et vecteurs « bras »

a. Eléments de & : kets
b. Eléments du dual €* de & : bras
¢. Correspondance entre kets et bras

. Opérateurs linéaires

a. Définitions
b. Exemples d’opérateurs linéaires : projecteurs

. Conjugaison hermitique

a. Action d’un opérateur linéaire sur un bra

b. Opérateur adjoint 4" d’un opérateur linéaire 4

¢. Propriétés de la correspondance entre un opérateur et son
adjoint

d. Conjugaison hermitique dans les notations de Dirac

e. Opérateurs hermitiques

( C. REPRESENTATIONS
DANS L'ESPACE
DES ETATS

. Introduction

a. Définition d’une représentation
b. Butdece §C

. Relations caractéristiques d’une base orthonormée

a. Relation d’orthonormalisation
b. Relation de fermeture

. Représentation des kets et des bras

a. Représentation des kets
b. Représentation des bras

. Représentation des opérateurs

a. Représentation de 4 par une matrice « carrée »
b. Représentation matricielle du ket |y’ > = 4 | ¢ )
c. Expression du nombre { @ | 4 | >

d. Représentation matricielle de 'adjoint 4" de 4
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5. Chapgement de représentation
a. Position du probléme
b. Transformation des composantes d’un ket
c. Transformation des composantes d’un bra
d. Transformation des éléments de matrice d’un opérateur
D. EQUATIONS 1. Valeurs propres et vecteurs propres d’un opérateur
AUX VALEURS PROPRES, a. Définitions
OBSERVABLES. b. Recherche des valeurs et vecteurs propres d’un opérateur
2. Observables
a. Propriétés des valeurs et vecteurs propres d’un opérateur
hermitique
b. Définition d’une observable
c. Exemple : le projecteur P,
3. Ensembles d’observables qui commutent
a. Théorémes importants
b. Ensembles complets d’observables qui commutent (E.C.0.C.)
E. DEUX EXEMPLES 1. Les représentations { [x > }et { |p )}
IMPORTANTS a. Définition
DE REPRESENTATIONS b. Relations d’orthonormalisation et de fermeture
ET D'OBSERVABLES ¢. Composantes d’un ket
d. Produit scalaire de deux vecteurs
e. Passage de la représentation { |r > } 4 Ia représentation { | p > }
2. Les opérateurs R et P
a. Définition
b. R et P sont hermitiques
¢. Vecteurs propres de Ret P
d. R et P sont des observables
F. PRODUIT TENSORIEL 1. Introduction
D'ESPACES D'ETATS 2. Définition et propriétés du produit tensoriel
a. Espace produit tensoriel &
b. Produit tensoriel d’opérateurs
¢. Notations
3. Equations aux valeurs propres dans I'espace produit
a. Valeurs et vecteurs propres d’opérateurs prolongés
. b. Ensembles complets d’observables qui commutent dans &
! 4. Exemples d’application

a. Btats d’une particule 4 une et & trois dimensions
b. Etats d’un systéme de deux particules

a
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CHAPITRE Il LES OUTILS MATHEMATIQUES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE

Ce chapitre est destiné & donner une vue d’ensemble des outils mathématiques de
base utilisés en mécanique quantique. L’exposé qui va suivre s’adresse au lecteur
qui serait peu familier avec ces outils, dans le but de lui faciliter par des rappels
simples I’¢tude des chapitres ultérieurs. Nous ne chercherons pas a présenter ici un
formalisme mathématique complet et rigoureux ; il nous a semblé préférable de nous
limiter a un point de vue pratique, et de regrouper en un seul chapitre les diverses
notions utiles en mécanique quantique, en insistant en particulier sur la commodité
des notations de Dirac pour mener a bien les divers calculs que nous aurons
A effectuer. ‘ '

Dans cet esprit, nous chercherens a simplifier au maximum I'exposé, de sorte
qu’on ne trouvera ici ni les déﬁnitio‘:ﬁs générales ni les démonstrations rigoureuses
qui seraient satisfaisantes pour un mathématicien. Par exemple, il nous arrivera de
raisonner sur des espaces de dimension infiniec comme s’ils étaient de dimension
finie; de plus, beaucoup de termes (fonction de carré sommable, base, etc...) seront
employés avec un sens qui, bien que consacré par I'usage en physique, ne
correspond pas exactement & celui qui leur est attribué en mathématiques pures.

Le § A donne un certain nombre de notions utiles sur I'espace # des fonctions
d’onde; au § B on généralise le concept d’état d’un systéme physique et, en utilisant
les notations de Dirac, on introduit 'espace des états & du systéme. Le § C est destiné
a ¢tudier la notion de représentation. La lecture du § D est particulierement
recommandée au lecteur peu familier avec la diagonalisation d’un opérateur : celte
opération nous servira constamment par la suite. Aprés avoir traité deux exemples
importants de représentations au § E, nous introduisons enfin la notion de produit
tensoriel dans le § F (cette notion sera d’ailleurs illustrée de fagon plus concréte sur
un exemple simple dans le complément D y).

A. ESPACE DES FONCTIONS D'ONDE D’UNE PARTICULE

L’interprétation probabiliste de la fonction d’onde y/(r, 7) dune particule a été donnée
au chapitre précédent : y(r, )|*d’r représente la probabilité pour que, a l’instarit t
la particule soit trouvée dans le volume d°r = dx dy dz autour du point r, La proba-
bilité totale de trouver la particule dans tout I’espace étant égale & 1, on doit avoir .

jd% Wr, o] =1 : (A-1)

ou Pintégrale est étendue a tout ’espace.

Nous sommes ainsi amenés a étudier Iensemble des fonctions de carré
sommable, c’est-d-dire des fonctions pour lesquelles I'intégrale (A-1) converge*,

D’un point de vue physique, il est clair que 'ensemble I? est trop vaste :
étant donné la signification attribuée a ]lp(r, Z)PZ, les fonctions d’onde effectivement
utilisées possédent certaines propriétés de régularité. On peut ne garder que les
fonctions (r, f) partout définies, continues, et méme indéfiniment dérivables
(par exemple, affirmer qu’une fonction est vraiment discontinue en un point donné
de I'espace n’a aucun sens physique, aucune expérience ne permettant d’avoir une

* Cet ensemble est noté I? parles mathématiciens et sa structure est celle d’un espace de Hilbert,

/

A. ESPACE DES FONCTIONS D'ONDE D'UNE PARTICULE

idée sur les phénomenes réels & une échelle trés petite, disons 1073 m); il est égale-
ment possible de se limiter aux fonctions d’onde a support borné (on est sir que la
particule se trouve dans une région finie de I'espace, par exemple le laboratoire).
Nous ne chercherons pas & préciser ici ces conditions supplémentaires dans le cas
général et nous appellerons & I'ensemble des fonctions d’onde, constitué par les
fonctions suffisamment réguli¢res de £* (Z est un sous espace de 2.

1. Structure de B'espaceﬁ F des fonctions d'onde

a. 7 EST UN ESPACE VECTORIEL
Il est facile de montrer que & satisfait toutes les propriétés d’un espace vec-
toriel. Montrons par exemple que :
Si (e F et Y,(x) e F,alors :
Y(@) = () + ALy, e F (A-2)
4y et 4, étant deux nombres complexes quelconques.

Pour montrer que y(r) est de carré sommable, développons [1//(1")]2 :
W@ = |4, * [y, @] + 2 o7 + 252, Y@@ + A 450, 095 (A-3)

Les deux derniers termes de (A-3) ont méme modﬁle, qu’on peut majorer par

Pl 2] [ @ + J,)]7] | )
ll//(r)’2 est donc inférieur & une fonction dont 'intégrale converge, puisque ¥, et /, sont de carré
sommable.

b. PRODUIT SCALAIRE
o.  Définition

A tout couple de deux éléments de &, @(r) et Y(r), pris dans cet ordre, on
associe un nombre complexe, noté (¢, ), qui vaut par définition :

(0.0 = [ 00) w0 (A4)

(@, ¥) est le produit scalaire de y(r) par ¢(r) [cette intégrale converge toujours si @
#et  appartjennent & & ]
B. ¢ Propriétés

W '
Elles découlent de la définition (A-4) :

(@, ) = (¥, 9)* ' (A-5)
(o, ’{1'#1 + A,) = Ai(o, Yy + L0, ¥,) (A-6)
(Lo, + ’12(,02‘»” V) = (e, ¥) + M50, ¥) , (A-7)

Le produit scalaire est linéaire par rapport a la deuxiéme fonction du couple,
antilinéaire par rapport a la premiére. Si (¢, ) = 0, on dit que ¢(r) et Y(r) sont
orthogonales. ;
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(A-8)

est un nombre réel, positif, qui est nul si et seulement si Y(r) = 0.
N

\/(l//, ) s’appelle la norme de y(r) [on peut vérifier aisément que ce nombre
a toutes les propriétés d’une norme]. Le produit scalaire choisi plus haut permet
donc de définir une norme dans & .

Mentionnons enfin (cf. complément A,;) Vinégalité de Schwarz :

W0 < Vb)) Vs, 00) (A-9)

Pégalité étant réalisée si et seulement si les deux fonctions ¥, et ¥, sont pro-
portionnelles.

c. OPERATEURS LINEAIRES

o.  Définition

Un opérateur linéaire 4 est, par définition, un gtre mathématique qui, a toute
fonction y(r) € Z, fait correspondre une autre fonction Y (r) € #, la correspondance
étant linéaire :

..

4

(A-10-a)
Al A (0) + Apro(r)] = Ay At (1) + A, A () (A-10-b)

e - N

Citons quelques exemples simples d’opérateurs linéaires : l'opérateur parité I,
dont la définition est :

Hll/(xa Vs Z) = l//(—“ X, =V, ™ Z)
I'opérateur multiplication par x, que nous désignerons par X, et qui est défini pat :

XY(x, y, 2) = xP(x, y, 2) (A-12)
enfin, I’opérateur dérivation par rapport a x, que nous désignerons par D,, et dont
la définition est :

D 3, 2) = 2D (A-13

[les deux opérateurs X et D, agissant sur une fonction Y(r) e &, peuvent la trags-
former en une fonction qui n’est plus nécessairement de carré sommable].

A(A—l 1))

B.  Produit d’opérateurs

Soient deux opérateurs linéaires 4 et B. Leur produit AB est défini par @

[ B = ADBYe)] | (A-14)

On fait d’abord .agir B sur y(r), ce qui donne ¢(r) = By(r), puis ensuite 4 sur la
fonction ¢(r) ainsi obtenue.
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_ En général AB # BA. On appelle commutateur de A et B Vopérateur
noté [ A4, B] et défini par

(A-15)

Calculons, a -titre d’exemple, le commutateur [X, ij Pour cela, prenons une
fonction (r) quelconque : : L

(.0, w0 = (v =Lt

d d .
= L) — (i) i
X2 Y1) = == (0] )
d d
=X Ylx) — Ylr) — X () = — p(r) {A-16)
Ceci étant vrai quelle que soit ¥(r), on en déduit :
[X,D,] = —1 (A-17)
2. Bases orthonormées discrétes dans Z < {u(r) } .
a.  DEFINITION

Soit un ensemble dénombrable de fonctions de Z, repérées par un indice
discret i (i = 1,2, .., n, ..) ¢

S umeF, umedF, .., ueF,

— L’ensemble { u(x) } est orthonormé si :

(u;, u) = Jd%’ uf(r) ufr) = oy (A-18)

ol §,, symbolé de Kronecker, vaut 1 pour i = j et 0 pour i # J-
— 11 constitue une base* si toute fonction ¥(r) € # peut se développer d’une
facon et d’une seule sur les u,(r) :

ij°

(A-19)

b, 'COM?E“OSANTES D'UNE FONCTION D'ONDE SUR LA BASE {ui(r)}

» Multiplions les deux membres de (A-19) par w¥(r) et integrons dans tout
Pegpace. D’aprés (A-6) et (A-18) il vient** :

* Lorsque I'ensemble { u,(r) } constitue une base, on dit parfois que c’est un ensemble complet
de fonctions. 1} faut bien noter que le mot complet est utilisé avec un sens “différent de celui qu’il
a habituellement en mathgmatiques.

*#% Ep toute rigueur, il faudrait s’assurer qu’on peut intervertir Y, etjd% Nous laisserons systé-

“matiquement de coté ce genre de problémes. :
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i

(1, ) = <uj, 5q ui> X

- Z ¢ 0y = ¢ (A-20)

c’est-a-dire :

¢ = (u, ) = Jd3’” uf(r) i) ' (A-21)

La composante ¢, de y(r) sur u,(x) est donc égale au produit scalaire de y(r)

par u(r). La-base { u (r) } ayant été choisie, il est équivalent de se donner Y(r) .ou

lensemble de ses composantes ¢; sur les fonctions de base. On dit que 'ensemble
des nombres ¢; représente Y(r) dans la base {u ) }.

REMARQUES :

@) On notera I'analogie avec une base orthonormée { e,, e,, e, } de I'espace ordinaire R*

a trois dimensions. Le fait que e, ¢, et e, sont orthogonaux et unitaires peut en effet
s’exprimer par :

e .e = J; (i,j=1,2,3) (A-22)
Tout vecteur ¥V de R® se développe sur les e; :
3 =
V=3 v e (A-23)
i=1
avee
v, =¢;.V (A-24)

Les formules- (A- 18), (A-19) et (A-21) généralisent donc en quelque sorte les formules
bien connues (A-22), (A-23) et (A-24). Tl faut noter cependant que les v, sont des nombres
réels, alors que les ¢; sont des nombres complexes.

(ify  La méme fonction ¥(r) a évidemment des composantes différentes dans deux bases
différentes. Nous étudierons plus loin le probléme du changement de base.

(@il On peut également, dans la base { u,(r) }, représenter un opérateur linéaire 4 par un
ensemble de nombres qui peuvent étre rangés sous forme d’une matrice. Nous 1eprendrons
cette ‘question au § C, aprés avoir introduit les notations’de Dirac. h

N

c. EXPRESSION DU PRODUIT SCALAIRE EN FONCTION DES COMPOSANTES
Soient @(r) et Y(r) deux fonctions d’onde dont les développements s’écrivent :
(P(r) = Z b uyr) v
Y(r) = Z ¢ (A-25)

On peut calculer leur produit scalaire en utilisant (A-6), (A-7) et (A-18) :
98
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(0. 9) = (z biui,chuJ) = &b';}: o
= Y bty 3y |

¢’est-a-dire :

(@ 0) = Y bre;, | (A-26)

i

En particulier :

W, ¥) = X le? : (A-27)

Le produit scalaire de deux fonctions d’onde (ou encore le carré de la norme
d une fonction d’onde) s’exprime donc trés simplement en fonction des composantes
de ces fonctions dans la base { u(r) }.

' REMARQUE :

Soient V et W deux vecteurs de R*, de composantes v; et w;. L’expression ana-
lythue de leur prodult scalaire est bien connue :

V W = Z v; W, ; (A-28)
i=1 '
La formule (A-26) peut donc étre considérée comme une généralisation de (A-28).

d. RELATION DE FERMETURE

La relation (A-1R), dite relation d’orthonormalisation, exprime que les fonc-
tions de ’ensemble { u(r) } sont normées & 1 et orthogonales entre elles. Nous allons
établir maintenant une autre relation, dite relation de fermeture, qui exprime que
cet ensemble constitue une base.

Si{uyr) }est une base dans &, il existe un développement tel que (A-19) pour
toute fonction Y(r) € #. Reporions, dans (A-19), Iexpressmn (A-21) des diverses
composantes ¢, [il faut changer le nom de la varlable d’mtegratlon puisque ¥ ﬁgure
déja dans (A- 19)]

Y(r) ;—_‘ Z ¢ “i\’.l') = 3 (g, Yy uyr)

i e

- [ j Er ur(r) w(rﬂ ult) (A29)

i

¥ %En intervertissant ) et J d3r, on obtient :

i

) = f & wr')[z ul®) u:*(r')] (A-30)

i

3 ul(r)uf(r) est donc tune fonctlon F(r,r') de r et de r’ telle que, pour toute fonc-

tion (r), on ait :
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wmmﬁww)aw (A-31)

L’équation (A-31) est caractéristique de la fonction é(r — r') (¢f. appendice II).
On en déduit :

ufr) uf(K') = 6(r — r') (A-32)

Réciproguement, si un ensemble orthonormé { u,(x) } vérifie la relation de
fermeture (A-32), il constitue une base. En effet, on peut écrire une fonction (x)
quelconque sous la forme :

wm:ﬁwwwaww> (A-33)

En reportant I'expression (A-32) de 5(r — r'), on obtient la formule (A-30), et il
suffit d’intervertir & nouveau sommation et intégration pour revenir a (A-29). Cette
équation exprime alors que y(r) peut toujours étre devcloppce sur les u,(x), ct donne
les coefficients de ce développement. .

REMARQUE :

Nous reprendrons la relation de fermeture avec les notations de Dirac au § C,
et nous verrons qu’on peut en donner une interprétation géométrique simple.

3. Introduction de « bases » n‘appartenant pas a %

Les bases { u,(r) } étudiées plus haut sont constituées de fonctions de carré
sommable. Il peut étre également commode d’introduire-des « bases » de fonctions
n’appartenant ni & &, ni a L?, mais sur lesquelles on peut néanmoins développer
toute fonction d’onde W(r). Nous allons donner des exemples de telles bases et
montrer comment on peut leur étendre les formules importantes établies au
paragraphe précédent.

a. EXEMPLE DES ONDES PLANES

Raisonnons pour simplifier a une dimension. Nous étudions donc des fonctions

de carr¢ sommable, y(x), qui ne dépendent que de la variable x. Nous avons vu
au chapitre I tout 'intérét qu’il y avait a introduire la transformée de Fourler Y(p)

dey(x) : v
1 :

Y(x) = J dp Y(p) P ' (A-34-a)
27Z —

-4l

Y(p) = J wdx W(x) e =it “ (A-34-b)

5

27

Considérons la fonction v,(x) définie par :
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v,(x) = \7-1-: g'rxih (A-35)

v,(x) est une onde plane, de vecteur d’onde p/h. L'intégrale étendue & tout 'axe Ox
de |v,(x))* = 57 diverge. Donc v,(x) ¢ #, . Nous désignerons par { v,(x)} I'en-

semble de toutes les ondes planes, ¢’est-d-dire de toutes les fonctions v,(x) corres-
pondant aux diverses valeurs de p; p, qui varie continliment de —~ o0 4 + co, sera
considéré comme un indice continu permettant de repérer les diverses fonctions de
Pensemble { v,(x) } [rappelons que I'indice i utilis¢ pour 'ensemble { u(r) } étudié
plus haut était discret].

On peut réécrire les formules (A-34) en utilisant (A-35) :

wu%xf dp ¥p) v,(x) | (A-36)
W) = (v, ) __;J dx v}(x) ¥(x) H (A-37)

Ces deux formules peuvent &tre rapprochées de (A-19) et (A-21). L’égalité (A-36)
exprime que toute fonction ¥(x) € #_peut étre développée d’une fagon et d’une
seule sur les v,(x), c’est-a-dire sur les ondes planes. L’indice p variant de fagon
continue et non discréte, la sommation Y figurant dans (A-19) est remplacée par

une intégration sur p. L’égalité (A-37) d(;nne, comme (A-21), la composante J(p)

de Y(x) sur v,(x) sous la forme du produit scalaire* (v,,¥); 'ensemble de ces
composantes, correspondant aux diverses valeurs possibles de p, constitue une

fonction de p, Y(p), qui est la transformée de Fourier de y(x).

Y(p) est donc I'analogue de ¢;. Ces deux nombres complexes, qui dépendent
soit de p, soit de i, représentent les composantes de la méme fonction Y(x) sur les

"deux bases différentes { v,(x) } et { u(x) }.

Ce point apparait également de fagon claire si I’on calcule le carré de la

norme de y(x). D’apres I'égalité de Parseval [App. I, formule (45)], on a en effet :

. <wwr:f ap i) | 7 T @A)

o«

férfgx le qui ressemble & (A-27), & condition de remplacer ¢, par y(p) et Y. par J dp.

Montrons que les v,(x) vérifient une relation de fermeture. En effet, en utilisant
la formule [¢f. appendice 11, égalité (34)] :

L

* Nous n’avons défini le produit scalaire que pour deux fonctions de carré sommable, mais cette
définition s’étend sans difficulté a des cas comme celui-ci.pourvu que I'intégrale correspondante converge.
\ 4
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i

1 T iku [
*j"ﬂ“_ J_ ) dk (4] = 5(“) . (A~39)
on trouve
fmdp v,(X) v¥(x) = =~ f 4P e - x) (A-40)
¢ ° T2 | R

Cette formule est I'analogue de (A-32) avec, cette fois encore, la substitution de

pmx

Calculons enfin le produit scalaire (v,,v,,) pour voir s’il existe un équivalent
de la relation d’orthonormalisation. En utlhsant encore (A-39), on obtient :

(v, v,) = J/Modx vE(x) v,(x) |

— 0

soit :

vy, 0,) = wwf%ff B = o — p) (A-41)

Comparons (A-41) et (A-18). Au lieu d’avoir deux indices discrets i et j et un
symbole de Kronecker ¢,;, on a maintenant deux indices continus p et p’ et une
fonction delta de la différence des indices, (p — p’). Notons que si I’on fait p = p’,
le produit scalaire (v,,v,) diverge; on retrouve bien le fait que v,(x) ¢ %, Bien
que cela constitue un abus de langage, nous appellerons dans la su1te (A-41) une
relation d’« orthonormalisation ». On dit aussi quelquefois que les v,(x) sont
« orthonormés au sens de Dirac ».

La généralisation a trois dimensions ne presente pas de difficultés. On considere

les ondes planes :
A

1 3/2
=R [—— ip.x/h :'@,
v,(r) < = h) € (A-42)

Les fonctions de la base { v,(r) } dépendent maintenant des trois indices continus

P> Py, P, > condensés dans la notation p. On démontre alors aisément les formules
suivantes : :

p(r) = Jd3p W(p) v,(r) ‘ (A-43)
Bie) = () = [ 430) ) (n44)
(0 = [0 50 vt ) (49
[0 s w5 = e 0 (46

A. ESPACE DES FONCTIONS D'ONDE D'UNE PARTICULE

(Up’ p) - é( ) . (A47)

et

qui généralisent (A-36), (A-37), (A-38), (A-40) ot (A-41).

On peut donc considérer que les v (r) constituent une « base continue »,
Toutes les formules établies plus haut pour ta base discréte { u(r) } peuvent étre
stendues 2 cette base continue moyennant les régles de correspondance résumeées
dans le tableau (I1-1). ‘

[ <> P

5 < [

) dy; <> op — p/)w

Tableau (I1-1).

b. EXEMPLE DES « FONCTIONS DELTA »

Introduisons de méme un ensemble de fonctions de r, { £ (r) }, repérées par
P’indice continu r, (notation condensée pour x,, yo, Z,) et définies par :

{ L) = 80 — ¥o) (A-48)

{ &, } represente I’ensemble des fonctions delta centrées aux divers points r,
de I'espace; &, (x) n’est évidemment pas de carré sommable : £ (r) ¢ #

Con51derons alors les égalités suivantes valables pour toute fonct1on Yr(r)
appartenant a %

v = fd Wlro) 3 = 1) (A-49)
Ve = [ dteg 1) v19 | (A-50)
On peut les rééerire d’aprés (A-48), sous la forme :
v = Jd W) &) | (A-51)
bt = (6 V) = JdSr E1(E) W) (A-52)

A

(A- 51) exprime que toute fonction y(r) € # peut se développer d’une fagon et d’'une
seule'suivant les ¢,,(0). (A-52) indique que la composante de (r) sur la fonction &, (r)
(on a ici affaire & des fonctions de base réelles) est précisément la valeur Y(ro) de y (r)
au point r,. (A-51) et (A-52) sont analogues & (A-19) et (A- 21) : on remplace

simplement l’indice discret par I’indice continu r,, et y, par | d°r,.
i
Y(re) est donc I'équivdlent de ¢; : ces deux nombres complexes, qui dépendent
soit de r, soit de i, représentent les composantes de la méme fonction ¥ (r) dans deux

bases différentes { &, (r) } et { u,(r) }.
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La formule (A-26) devient ici :

0. 1) = f Pro (o) Yiro) (A-53)

La définition (A-4) du produit scalaire apparait alors simplement comme 'appli-
cation de (A-26) au cas de la base continue { &, (r) }.

Notons enfin que les £, (r) satisfont a des relations « d’orthonormalisation »

et de fermeture du méme type que celles des v (r); on a en effet [formule (28) de

et :

lappendice IT] :
[ e eaer = [aro ot = x0) ot = v st
= §{r — 1)
(e £) f S~ 1) ofe — ) nss)
= O, — 1p) )

Toutes les formules établies pour la base discréte { u,(r) } ont donc pu étre

généralisées 4 la base continue { £, (r) } moyennant les regles de correspondance
résumées dans le tableau (I1-2).
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0 <> O(rg — 1)

Tableau (I1-2)

REMARQUE IMPORTANTE

L’utilité des bases continues que nous venons d’introduire apparaitra
plus clairement par la suite. Il ne faut pas perdre de vue cependant le point

suivant : d un état physique doit toujours correspondre une fonction d’onde de

carré sommable. En aucun cas vy(r) oué, (r) ne peuvent représenter I’état d’une
particule. Ce sont uniquement des intermédiaires de calcul trés commodes
pour les opérations a effectuer sur les fonctions d’onde ¥(r) qui, elles, sont
susceptibles de décrire un état physique.

Une situation analogue se rencontre en optique classique ou l'onde

plane monochromatique est une idéalisation trés commode mathématiquement

mais jamais réalisable physiquement : méme les filtres les plus sélectifs laissent

toujours passer une bande de fréquence 4v trés petite mais non strictement

nulle. / '
Il en est de méme pour les fonctions £, (r). On peut imagiger une fonc-

tion d’onde de carré sommable, extrémement localisée autpur de r,, par

exemple £O(r) = 69 — 1y) = 69(x — x0)07(y — yo)09(z £ 2z,) ol les 6¥

N S g
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C.

.

sont des fonctions présentant un pic de largeur ¢ et de hauteur l, centré en x,,
+ oo €

Yo OU Zzg, et telles que 8N x — x4)dx = 1 (voir au § 1-b de I'appendice 11
=0

des exemples de telles fonctions). Quande —» 0, £9(r) —» &, (r) qui n’est

plus de carré sommable. Mais en fait, il est impossible de réaliser un état

physique correspondant a cette limite : aussi localisé que soit Iétat physique

d’une particule, ¢ n’est jamais strictement nul.

5}&,&

GENERALISATION : BASES « ORTHONORMEES » CONTINUES
Définition
Généralisant les résultats obtenus dans les deux paragraphes précédents, nous

appellerons base « orthonormée » continue un ensemble de fonctions de x, { w,(r) },
repérées par un indice continu « et satisfaisant aux deux relations suivantes dites
d’orthonormalisation et de fermeture :

(@)

(i)

(0 W) = f Prowi) wile) = 8 — ) (A-56)
Jdoc wy(r) wHr') = é(r — 1) (A-57)
REMARQUES :

Sia = o, (w,,w,) diverge. Donc w,(x) ¢ &
o peut représenter plusieurs indices, comme c’est le cas pour r, et p dans les exemples
ci-dessus.

On peut imaginer des bases comportant a la fois des fonctions u,(r), repérées par un
indice discret, et des fonctions w, (¥} repérées par un indice continu. Dans ce cas,
I’ensemble des u,(r) ne forme pas une base; il faut lui ajouter I'ensemble des w ().

Citons un exemple de cette situation. Reprenons le cas du puits carré étudié au
§ D-2-c du chapitre I (voir aussi le complément H,). Nous verrons plus loin que 'en-
semble des états stationnaires d’une particule dans un potentiel indépendant du temps
constitue une base. Pour E < 0, nous avons des niveaux d’énergie discrets, auxquels
cofrespondent des fonctions d’onde de carré sommable repérées par un indice discret.
Mais ce ne sont pas les seuls états stationnaires possibles. L’équation (D-17) du cha-
pitre I admet également, pour toute valeur £ > 0, des solutions bornées, mais s’étendant
dans tout I'espace et donc de carré non sommable.

Dans le cas d’une base « mixte », discréte et continue, { u,(r), w,(r) }, les relations
d’orthonormalisation s’écrivent :

(uyu)) = 0y
W w,) = oo — a) (A-58)
wu;w ) = O
Quant ala relatlon de fermeture elle devient :
Y ufr) ufr) + J do wyr) wir) = o(r — r) (A-59)
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B.  Composantes d’une fonction d’onde y(r)

On peut toujours écrire :

W) = j P ) S - ) (A-60)

[

En reportant Pexpression de d(r — 1) donnée par (A-57) et en admettant qu’on peut

intervertir fcﬁr’ et Idcx, on obtient :

o) = J do [ J £ W) w(r'i] e

soit : | Y(r) = Jda cfo) wy(r) } (A-61)

avec | (@) = (w,. ) = Jd W) () | (A-62)

(A-61) exprime que toute fonction d’onde (r) se développe d’une fagon et d’une
seule sur les w,(r), la conposante c(«) de ¥(r) sur w (r) étant égale d’apres (A-62)
au produit scalaire (w,, ).

El

y. Expression du produit scalaire et de la norme en fonction des composantes

Soient ¢@(x) et ¥(r) deux fonctions de carré sommable dont on connait les
composantes sur les w,(x) :

p(r) = Jdcx b(o) w,(r) (A-63)
Y(r) = Jdoc’ o) Wa'(l") (A«64)

Calculons leur produit scalaire :

0 ¥) = f Pr o) Y

= J da J do’ b*(a) o) f d>r wir) w,r) (A-65)

La derniére intégrale est donnée par (A-56) :
(o, ¥) = Jdocjdcxf b¥(a) (@) S — o)

c’est-a-dire :
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(@, ¥) = fdfx b*(e) (o) (A-66)

En particulier :

(W) = fdoc |e(en)f? (A-67)

Toutes les formules du § A-2 se généralisent donc, suivant les régles de cor-
respondance du tableau (I1-3).

i <> O

> e fdoc Tableau (I1-3)

5. <> 8o — o)

tj

Les formules les plus importantes établies dans ce § A sont rassemblées dans
le tableau (11-4). En fait, il n’est pas nécessaire de les retenir sous cette forme : nous
verrons que lintroduction des notations de Dirac permet de les retrouver tres
simplement.

Tableau (11-4)

Base discréte { u,(r) } Base continue { w,(r) }

Relation
d’ortho- (u; uj) = (Sij
normalisation

(Wa’wou) = 6(06 - OC/)

Relation S ufr) uf(r) = o —r) Jd“ w,(r) wir') = o — ')
de fermeture ;

Développement
d’une fonction Y(r) = ), ¢ ufr)

) = f do () w0
; d’onde ¥(r)

Expression ‘
¥ des composantes |¢; = (u;,¥) = Jd3r k() Y(r)|cl@) = w,.¥) =j~d37 wim Y(r)
sl de x//(l‘)

Produit scalaire (@.¥) = Z b¥c; (@, ¥) = jdo‘ b¥(o) c(a)

Carré de la norme 4 W, ) = Z IC:IZ W, ¥) = Jd“ |C(°‘)I2
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CHAPITRE 1i LES OUTILS MATHEMATIQUES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE
1

B. ESPACE DES ETATS. NOTATIONS DE DIRAC

1. Introduction

Au chapitre I, nous avons énoncé le postulat suivant : I'état q,\i/antique dune
particule est défini, & un instant donné, par une fonction d’onde Y(r)/Linterprétation
probabiliste de cette fonction d’onde exige qu’elle soit de carré/éommable, ce qui
nous a conduits A I’étude de Pespace 7 (§ A). Nous avons alors t;éuvé, en particulier,
qu’une méme fonction Y(r) peut étre représentée par plusieurs ensembles distincts
de composantes, correspondant chacun au choix d’une base [;éibleau (I1-5)]. On peut
interpréter ce résultat de la maniére suivante : la donnée/de { ¢; }, Y(p) ou c(e)
(si 'on a spécifié auparavant quelle base on utilise) caractérise tout aussi bien I'état
d’une particule que celle de la fonction d’onde ¥(x). Drailleurs, () elle-méme
apparait, dans le tableau (II-5), sur le méme plan que { ¢; }, ¥(p) et c(@) : la
valeur Y(r,) que prend la fonction d’onde au point r, de ’'espace peut étre considérée
comme sa composante suivant une fonction déterminée &,,(r) d’une base particu-
liere [base des fonctions delta, ¢f. (A-48)].

Base Composantes de Y(r)
u,(r) c, b= 1,2, .,m, ..
0, () S )
e (1) Y
W (F) cfot)
Tableau (11-5)

Nous nous trouvons donc dans une situation analogue a celle que 'on connait
bien pour I'espace ordinaire R* : la position d’un point dans I'espace peut étre
repérée par un ensemble de trois nombres, qui sont ses coordonnées par rapport
4 un systéme d’axes défini a I'avande; si on change ‘de repére, au méme point
correspondra un autre ensemble de coordonnées. Mais la notion de vecteur

géométrique et le calcul vectoriel permettent de s’affranchir de la référence a un -

systéme d’axes, ce qui simplifie considérablement les formules et les raisonnements.

C’est une démarche de ce type que nous allons entreprendre ici : tout état
quantique d’une particule sera caractérisé par un vecteur d’état, appartenant a un
espace abstrait &,, appelé espace des états d’une particule. Le fait que 'espace &

soit un sous espace de I? entraine que &, est un sous espace d'un espace de Hilbert.. :

Nous allons définir les notations et les régles du calcul vectoriel dans &,.

En réalité, 'introduction des vecteurs d’état et de I’espace des états n’apporte
pas seulement une simplification du formalisme. Elle permet aussi sa généralisatior.
En effet, il existe des systémes physiques dont la description quantique ne peut pas

se faire & partir d’une fonction d’onde : nous verrons aux chapitres IV et IX que c’est

le cas, méme si I’on a affaire 4 une seule particule, lorsque I'on tient compte des
degrés de liberté de spin. Par conséquent, le premier postulat que nous poserons
au chapitre III sera le suivant : [’état quantique d’'un systéme physique quelconque
est caractérisé par un vecteur d’état, appartenant a un espace & qui est l'espace des
états du systéme. : ! ‘
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Nous allons donc, dans le reste de ce chapitre, développer le calcul vectoriel
daps &. Les notions que nous allons introduire et les résultats que nous obtiendrons
sont valables quel que soit le systéme physique considéré. Toutefois, pour illustrer
ces notions et résultats, nous les appliquerons au cas simple d’'une particule
(sans spin), puisque c’est celui que nous avons etudié jusqu’ici.

Nous commengons, dans ce paragraphe, par définir les notations de Dirac, qui
vont s’avérer trés commodes pour les manipulations formelles que nous aurons
a faire.

2. Vecteurs « kets » et vecteurs « bras »
a. ELEMENTS DE &: KETS
o, Notation

Un élément quelconque, ou vecteur, de Pespace & est appelé vecteur-ket, ou
plus simplement ket. On le note par le symbole l 5, en mettant a Uintérieur un signe
distinctif permettant de caractériser le ket correspondant par rapport a tous les
autres, par exemple : | .

En particulier, puisque la notion de fonction ‘d’onde nous est maintenant
familiére, nous allons définir I'espace &, des états d’une particule en associant
4 toute fonction de carré sommable Y(r) un vecteur-ket | Yy ded, :

A

Y) e F <> | Y > ed, (B-1)

Nous transposerons ensuite dans &, les differentes opérations que nous avons intro-
duites pour #. Bien que % et &, soient isomorphes, nous les distinguerons
soigneusement pour éviter les confusions et ménager les possibilités de généralisa-
tion mentionnées au § B-1 ci-dessus. Insistons sur le fait quil n’ap arait plus
dans | ¥ > de dépendance par rapport a r, mais seulement la lettre ¥ qui rappelle
a quelle fonction il est associé¢ : y(r) sera interprétée (§ E) comme I'ensemble des
composantes du ket | y ) sur une base particuliére, r jouant le role d’un indice
[¢f. § A-3-b et tableau (II-5)]. Par conséquent, la procédure que nous adoptons

. pour définir un vecteur consiste a le caractériser au départ par ses composantes

dans un systéme.d’axes privilégié, qui sera par la suite ramené sur le méme plan
que tous les autres systémes d’axes.
Nous. désignerons par &, 'espace des états d’une particule (sans spin) a une

des Qﬁonctidns d’onde dépendant de la seule variable x.
o

B. Produit scalaire

“ A tout couple de deux kets 1 @ > et |y ) pris dans cet ordre, on associe un
nombre complexe, qui est leur produit scalaire (| @ >, | ¥ ), satisfaisant aux diverses
propriétés décrites par les équations (A-5), (A-6) et (A-7); nous réécrirons plus loin
ces formules, dans la notation de Dirac, aprés avoir introduit la notion de « bra ».

Dans &, le pr@ﬁui‘t scalaire de deux kets coincidera avec celui qui a été défini
plus haut pour les fonctions d’onde associées.
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b. ELEMENTS DU DUAL &* DE & . BRAS

ao. Définition du dual &*

Rappelons tout d’abord ce qu’est une Jonctionnelle linéaire définie sur les
kets | ¥ > 'de &. Une fonctionnelle linéaire x est une opération linéaire qui, & tout
ket ] ¥ >, associe un nombre complexe :

[V>ed 2 nombre x| ¥
x(4, l l//1 > + Ay ’ W, D) = /119((’ ‘//1 >) + /125((’ l//z >) (B-2)

I ne faut pas confondre fonctionnelle linéaire et opérateur linéaire. 1l s’agit dans les
deux cas d’opérations linéaires, mais a tout ket la premiére associe un nombre complexe,
alors que la deuxiéme associe un autre ket.

On peut montrer que I'ensemble des fonctionnelles linéaires définies sur les

kets | ¥ > € & constitue un espace vectoriel, que I'on appelle espace dual de & et que
'on note &*.

B. Notation bra pour les vecteurs de &*

Un élément quelconque, ou vecteur, de Pespace &* est appelé vecteur-bra;

ou plus simplement bra. On le note par le symbole ( ‘ Par exemple, le bra { x|
désigne la fonctionnelle linéaire y et nous utiliserons dorénavant la notation ( y | ¢ >

pour désigner le nombre obtenu en faisant agir la fonctionnelle linéaire {xle&*sur
leket [y >e & :

Wv)=Cxlwy (B-3)

En anglais, le symbole ¢ | > s’appelle « bracket » (crochet), d’ot Porigine de la
dénomination bra pour la partie gauche { [, ket pour la partie droite | > de ce symbole.

c. CORRESPONDANCE ENTRE KETS ET BRAS

a. A tout ket correspond un bra’
L’existence d’un produit scalaire dans & va nous permettre de montrer mainte-

nant qu’a tout ket ] @ > € &, on peut associer un élément de & *, c’est-a~dire un bra, .

que I’on notera ¢ ¢ |.

En effet, le ket | ¢ > permet de définir une fonctionnelle linéaire celle qui,
a tout ket [ ¥ > € &, fait correspondre (de fagon linéaire) un nombre complexe égal
au produit scalaire (| ¢ », |y ») de | > par | @ >. Soit { ¢ | cette fonctionnelle linéaire ;
elle est donc définie par la relation '

Colvy>=(o> |y |¥ (B-4)

B. Cette correspondance est antilinéaire

Dans P'espace &, le produit scalaire est antilinéaire par rapport au premier
vecteur. Ceci s’écrit, dans la notation (B-4) : b
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Qu ey + A [0 [ ) = 25 @, > [¥D) + 25 0,0, | ¥ D)
= Ao |+ Ao, | gD
= W <o [+ 25 DY) (B-5)

Il ressort de (B-5) que le bra associ¢ au ket A, | @, > + 4, | ¢, > est le bra
ARG I + /1;§<(P2|:

Ay | Q>+ A, l Py ) => Mf{< (Pé I + /1? (o, l (B-6)

La correspondance ket == bra est donc antilinéaire.

REMARQUE :

Si 1 est un nombre complexe, et | > un ket, A [ > est un ket (& est un espace
vectoriel). On est amené parfois a le noter [ A >

Ay =21v> (B-7)
.

Il faut alors prendre garde au fait que { Ay | représente le bra associé au ket
La correspondance entre ket et bra étant antilinéaire, on a donc :

A | = 2%y | (B-8)
Y. Notation de Dirac pour le produit scalaire

Nous disposons maintenant de deux notations distinctes pour désigner le
produit scalaire de [ > par [@ > 1 ([ >, | ¥ D) oud ¢ |, { @ | étant le bra associé
au Ket | ¢ >. Dorénavant nous utiliserons uniquement la notation ¢ ® | ¥, dite de
Dirac. Le tableau (I1-6) résume, en notations de Dirac, les propriétés du produit
scalaire, déja données au § A-1-b.

-/ Colyy =<y |o)* ' (B-9)
&'Q Coladn + 205> =4 <o > + 4, o Py (B-10)
<’11(/)1+12(P2|‘//>:’{T<(P1|‘p>+/1’§<(/’zll//> (B-11)

\ y | ¥ > réel, positif; nul si et seulement si | > = 0 - (B-12)

Tableau (11-6)

A tout bra correspond-il un ket ?

Si a tout ket correspond un bra, nous allons voir sur deux exemples choisis dans &,
qu’on peut trouver des bras auxquels ne correspondent pas de kets. Nous montrerons ensuite
pourquoi cette difficulté n’est pas génante en mécanique quantique.

) Contre-exemples choisis dans %

Nous raisonnerofis pour simplifier 4 une dimension.
. “ : + oo

Soit £¥)(x) une fonction réelle suffisamment réguliére, telle que dx &9(x) = 1, et

ayant la forme d’un pic de largeur ¢, de hauteur 1/¢, centré en x = x, [voir la BE 1; E9(x) est i)ar
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exemple une des fonctions considérées au § 1-b de 'appendice II]. 8i ¢ + 0, 9 (x)e 7, (le carré ‘ Etudions maintenant le bra { v{ | associé a | o) >. Pour tout |y>eé,, ona:
de sa norme est de ordre de 1/¢); désignons par |£¥) ) le ket correspondant : o
1 .
EO(x) <= | E0 (B-13) v(” [y ) = @) ~ w'::-fj dx e~ P y(x) B-21)
25h Y - 12
Quand L —> oo, { v {4 > a une limite : la valeur W(py) de la transformée de Fourier Wip
#® de Y(x) pour p = py. Donc( v | tend, lorsque £, —> o, vers un bra parfaitement défini (v, | :
a%0
) Lim ('] = <oy € 62
i
I
i
i —— . : -
r FIGURE | Si|yyed,, (o) = 1//(1)0) (B-22)
1 © . . .
e I ( ) est une fonction présentant um pic en . ) o !
E x% x, (de largeur ¢ ot de hauteur 1/¢) et Ici encore, aucun ket ne correspond au bia < Upo ‘
0 é dont Dintégrale entre — oo ef + oo est
FX égaled 1. i)  Solution physique aux difficultés précédentes
: p q [
Cette dissymétrie de la correspondance entre kets et bI‘dS‘ est liée, comume le montrent les
exemples précédents, A Iexistence de « bases continues » pour &, : les fonctions constituant ces
. ples p
yed,,ona: « bases » n'appartiennent pas & &, et on ne peut donc pas leur dssocwr un ket de &, ; pourtant,
+o leur produit scalaire avec une fonctxon quelconque de # | est défini, ce qui permet de leur associer
é(b) l ¥ = (E9 ) = f dx E9(x) y(x) B-14) une fonctionnelle linéaire dans &, c’est-a-dire un bra appartenant & £%. La raison pour laquelle
X X0 wre . . N ., . .
° —w® on utilise de telles « bases continues » tient 4 leur commodité pour certains calculs pratiques.

La méme raison (elle apparaitra plus clairement dans la suite) améne ici a rétablir la symétrie
entre kets et bras en introduisant des « kets généralisés », définis & partir de fonctions qui ne sont
Li%l Eox) = £,(x) ¢ & (B-15) ' pas de carré sommable, mais dont le produit scalaire avec toute fonction de # existe : nous
’ travaillerons donc dans la suite avec des « kets » tels que |£, > ou | v,, >, associés & &, (x)
ou v, (x). Il ne faut pas oublier que ces « kets » généralisés ne peuvent pas, 4 strictement parler,

Faisons maintenant tendre ¢ vers zéro. ID’une part :

[le carré de la norme de £(x), qui est de I'ordre de 1/s, diverge quand & —> 0]; donc :

Lim l é;s) S¢E (B-16) 1eplesentcr des états physiques; ce sont seulement des intermédiaires de calcul commodes pour
e 0 * certaines opérations que I’on aura 2 effectuer sur Jes véritables kets de I'espace &, qui, eux,
D’autre part, 'intégrale (B-14) tend, lorsque ¢ —> 0, vers une limite parfaitement définie caractérisent des états quantiques effectivement réalisables.
¥(x,) [puisque,pour & suffisamment petit, on peut remplacer dans (B- 14) ¥(x) par y(x,) et le Cette fagon de procéder pose un certain nombre de problémes mathématiques que Uon
sortir de I'intégrale]. Par suite, (£ ¥ ] tend vers un bra que nous noterons (&, ] ™ I est la peut éluder en adoptant le point de vue physique suivant : | ey 0 (OU ] , ») désigne en fait
fonctionnelle linéaire qui fait correspondre, & tout ket [ W) de &, la valeur y(x,) pnsc au point x,, | €95 (ou | v D) ot & est une longueur trés petite (ou L une longueur trés grande) devant toutes
par la fonction d’onde associ¢e : ’ celles qui mterv1ennent dans le probleme étudié; dans tous les calculs intermédiaires ou

Y

apparaissent | €& > (ou | v’ )), on ne passe jamais & la limite ¢ = 0 (ou L —> ), de sorte
quwon travaille toujours dans & .. Le résuitat physique obtenu 4 la fin du calcul sera trés peu
Si|yded, , (& D> = dlx) B-17) » sensible a la valeur de e, pourvu que celle-ci soit suffisamment petite par rapport a toutes les
autres longueurs : on pourra alors négliger ¢, ¢’est-a-dire poser & = 0 dans le résultat (la procédure
est analbgue pour L).

On pourrait alors objecter que, contrairement & { &, (x) } et { v, (x) }, { £D(x) } et
1 L L Ao des b ) ol :
WB(x) — _einosth <+ (B-18) v{EX(x) } ne sont pas vraiment des bases dans &, dans la mesure ou elles ne satisfont pas
Po \/Enh 2 2 7 rlgoureusement a la relation de fermeture. En falt elles y obéissent de fagon approchée.

Lim (&9 = C&,| e 6F

On voit donc que le bra { £, | existe, mais qu’il ne lui correspond pas de ket.
Considérons de méme une onde plane tronquée en dehors d’un intervalle de largeur L :

la fonction v‘L’(x) sannulant rapidement (tout en restant continue et dérivable)a I extérieur de cet
intervalle. Nous noterons | p'& > le ket associé¢ a v{;}(x) :

p(x) e F, e |V > €6, (B-19)

En effet, on voit par exemple que I'expression jdxo éfg(x) 5‘2(x’) est une fonction de (x — x) qui
Gt X

Sz W

peut constituer une excellente approximation de d(x — x’} : sa représentation graphique est

. . 1 .
pratiquement un triangle de base 2e, de hauteur —, et centré en x — x’ = 0 (appendice II,
e

Le carré de la norme de v, qui vaut pratiquement L/27h, diverge si L —> co. Donc :
po> 4 pratid / & § 1-c-iv); si ¢ est négligeable devant toutes les longueurs du probléme, la différence avec ox — x')

I;i‘f.} l v(pLo) dY¢&, (B-20) | . sera mapprec1able physiquement.
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" De fagon générale, le dual &* de I'espace des états & ne lui est pas isomorphe,
sauf bien sfir si & est de dimension finie* : si a tout ket | > de & correspond un
bra { ¥ | dans &*, la réciproque n’est pas vraie. Toutefois, nous conviendrons
d’utiliser, en plus des vecteurs appartenant a & (dont la norme est finie), des
kets généralisés de norme infinie mais dont le produit scalaire avec tout ket de & est
fini. Ainsi, & chaque bra { ¢ | de &* correspondra un ket. Mais les kets généralisés
ne représentent pas des états physiques du systéme.

3. Opérateurs linéaires

a. DEFINITIONS

Ce sont les mémes que celles du § A-1-c.
Un opérateur linéaire A fait correspondre a tout ket | ¢ > € & un autre

ket | ' > € &, la correspondance étant linéaire :
V' =AY (B-23)
A4 | Vi A+ A, ‘ Wy 0) = A A * Yy + 4,4 I 22 (B-24)

Le produit de deux opérateurs linéaires 4 et B, noté AB, est défini de la fagon
suivante :

(AB) [y = AB| ¥ ) (B-25)

B agit d’abord sur |y > pour donner le ket B | > ; 4 agit ensuite sur le ket B [/ ).
En général AB # BA. Le commutateur [ 4, B] de A et B est par définition :

[4, B] = AB — BA (B-26)

Soient deux kets | @ > et |y >. On appelle élément de matrice de A entre o>
et | ¥ >, le produit scalaire : ,

ColA]y)) (B-27)

Cest, par suite, un nombre qui dépend linéairement de | ¥ > et antilinéairement
de | ¢ ).

b. EXEMPLES D'OPERATEURS LINEAIRES : PROJECTEURS

o. Remarque importante sur les notations de Dirac

Nous commencons & apercevoir, d’aprés ce qui précéde, la simplicité et la’

commodité du formalisme de Dirac. En effet, on note { ¢ | une fonctionnelle -

linéaire (un bra), et < ¢, | ¥, > le produit scalaire de deux kets | y/; > et |y, >
Le nombre que la fonctionnelle linéaire { ¢ | associe & un ket quelconque | v
s’écrit alors simplement en juxtaposant les symboles { ¢ |et | ¥ > : (@ |y >; cest
le produit scalaire de | > par le ket | ¢  correspondant a { ¢ | ("ot intérét d’avoir
une correspondance biunivoque entre kets et bras).

* On sait que le dual de ’espace de Hilbert I?1ui est isomorphe ; cependant, nous avons pris pour
espace # des fonctions d’onde un sous-espace de L?*, ce qui explique pourquoi #* est « plus grand »
que #.
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Supposons maintenant que nous écrivions { ¢ | et | ¥ > dans P'ordre inverse :

[ > <o (B-28)

Si nous nous en tenons a la régle de juxtaposition des symboles, cette expression
représente un opérateur. En effet, prenons un ket quelconque \ ¥ > et considérons :

XS AVY (B-29)

Nous savons déja que { ¢ | x > est un nombre complexe; par conséquent, (B-29)
est un ket, obtenu en multipliant |  » par le scalaire ¢ | x . | > { ¢ |, appliqué
a un ket quelconque, donne un autre ket : c’est un opérateur.

On voit donc que [ordre dans lequel se succédent les symboles a une importance
cruciale. 11 0’y a que les nombres complexes dont on peut changer la place sans
dommage, a cause de la linéarité de I'espace & et des opérateurs que nous utiliserons ;
en effet, si A est un nombre :

[y > A =2]>
Ch | 2= 2Ly
ALy =24 |y >
Ko |d|y> =0l ly>=Co|¥y)1"

Mais, pour les kets, bras et opérateurs, il faudra toujours bien prendre garde-de
respecter feur ordre dans Iécriture des formules : c’est 1a le prix de la simplicité
dans le formalisme de Dirac.

(ou A4 est un opérateur linéaire)
(B-30)

B.  Projecteur P, sur un ket | >
Soit | ¥ » un ket normé a I'unité :

(Y ly>=1" (B-31)
Considérons I'opérateur P, défini par :

Py= 1Yo ] (B-32)
et appliquons-le & un ket | ¢ > quelconque :

Pyl =05 le) (B-33)

> P,,agissant sur un ket quelconque | @ >, donne un ket proportionnel a | ¥ >; le

coefficient de proportionnalité ( ¥ | @ » est lé produit scalaire de | ¢ > par | ¢ .-
4 La signification « géométrique » de P, est donc claire : c’est 'opérateur de
« Projection orthogonale » sur le ket | ¢ >..
, + Cette interpretation est confirmée par le fait que P, = P, (projeter deux fois
(de shite sur un vecteur donné est équivalent & projeter une seule fois). En effet :

Pr=P,P, = |y >y |y>y] (B-34)

Dans cette expression, { | ¥ > est un nombre, qui vaut d’ailleurs 1 [formule (B-31)].
Donc : L : )

P$=Y¢><¢\=Iﬂ (B-35)
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y.  Projecteur sur un sous-espace ‘

Soient | @, >, | @2 Vs s | @, >, q vecteurs normes, orthogonaux les uns
aux aufres :

Coiloy =90y 5 Li=1 2, q (B-36)

Désignons par &, le sous-espace de & sous-tendu par ces g vecteurs.
Soit £ Popérateur linéaire défini par :

;Mx‘i|%><¢ﬁ (B-37)

Calculons P

]

=
RS

i
g

Y led Coile;> <o)l (B-38)

1 j=1

1l

i

ce qui donne, en utilisant (B-36) :

) @ 4
P} =3 3 | ;> oyl 65 =

i=1j=1 i

=

o> <ol = P, (B-39)

N

wd
1

I

P, est donc un projecteur. Il est facile de voir que P, projette sur le sous-
espace &,. En effet, quel que soit |y >ed:

AP

i=1

R ALD (B-40)

B, agissant sur | > donne la superposition linéaire des projections de |y ) sur les

divers | ¢, », c’est-a-dire la projection de |'¥ > sur le sous-espace &,.

4. Conjugaison hermitique

a. ACTION D'UN OPERATEUR LINEAIRE SUR UN BRA

Jusqu’a présent, nous avons défini Paction d’un opérateur linéaire™ 4
uniquement sur les kets. Nous allons voir maintenant que on peut définir également
J’action de A sur les bras. ,

Soit ¢ ¢ | un bra bien déterminé, et considérons 'ensemble de tous les kets | ¢/ .
A chacun de ces kets on peut associer le nombre complexe { ¢ | (4 |4 ), déja défini
plus haut comme I'élément de matrice de A entre | ¢ > et |y ). Comme A est linéaire
et que le produit scalaire dépend linéairement du ket, le nombre { ¢ | (4 | ¢ ») dépend

linéairement de | ¥ ». Nous pouvons ainsi, @] et A étant fixés, associer a tout

ket | ¥ > un nombre qui dépend linéairement de | ¢ ». La donnée de< ¢ | et A définit
donc une nouvelle fonctionnelle linéaire sur les kets de &, c’est-a-dire un nouveau
bra appartenant a £*. Nous noterons ce nouveau bra { ¢ | A. La relation définis-
sant { ¢ | A s’écrit donc :

[?57m5w>:<w\M\wQJ A (B-41)
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L opérateur 4 associc i tout bra { @ | un nouveau bra < ¢ | A. Montrons que la
correspondance est lincaire. Considérons pour cela une combinaison linéaire des

bras (¢, | et{ @, | ¢
Cx =4 <oy | + 4, < e, | (B-42)

(ce qui signifie que {x [ ¥ ) = 4 < ¢, | > + A, <@, [P 0). Onadapres (B-41) -
x|y =l
A oy [ (A + A Cop [ (AD)
=0y Ko | Dy + A Coa | DY (B-43)
|y > étant quelconque, on en déduit :
<X1A = (4 {9y ‘ + A, (@, b/l
:/11<(P1'A“’f‘ Az<(f’2}A (B-44)
L’équation (B-41) définit donc une opération linéaire sur les bras. Lebrad o |4
est le bra résultant de Paction de Popérateur linéaire A sur le bra { ¢,
REMARQUES

(i)  Avecla définition (B-41) de { ¢ | A, on voit que Ja place de la parenthése dans le
symbole définissant I’élément de matrice de 4 entre | @ » et | ¥ ) n’a pas
d’importance. Aussi désignerons-nous désormais cet ¢lément de matrice par
la notation ( ¢ | 4 | ¥ > :

ColAlpy =Kol D]w)>=old]¥)) (B-45)

(i) Lordre relatif de { ¢ | et A est tres important dans. la notation { ¢ | A’
(cf. § 3-b-o précédent). Il faut écrire (p|Aectnon A e | Eneffet,{ ¢ | 4 agissant
sur un ket | > donne un nombre (Al >; @ | Aestdoncbien un bra.
Par contre 4 ¢ @ |, agissant sur un ket W Y, donnerait 4 { ¢ | ¢ , c’est-a-dire
un opérateur (I'opérateur 4 multiplié par le nombre { @ |y »). Nous n’avons pas
défini d’objet mathématique de cette sorte : A { @ |'n’a donc pas de signi-
fication. '

b. OPERATEUR ADJOINT A" D'UN OPERATEUR LINEAIRE A

Nous allons voir maintenant que la correspondance entre kets et bras,

étudiée au § B-2-c, permet d’associer, 4 tout opérateur linéaire 4, un autre opérateur

linéaire A", appelé opérateur adjoint (ou conjugué hermitique) de 4.
Soit en effet ] Y > un ket quelconque de &. L’opérateur A4 lui associe un autre
ket | ') = Ay > deé (fig. 2).

Au ket | ¥ ) correspond un bra |3 de méme, & [ Y correspond { ¥ |.
Cette correspondance entre’ kets- et bras permet alors de définir l'action de
Popérateur A* sur les bras : au bra { ¥ | correspondant au ket | >, l'opérateur At
associe le bra ( /' | correspondant au ket | ') = 4 |y >; onnote : (Y | =<y |4
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[y 4 s Jyd =4l
é FIGURE 2
) Définition de  Dopérateuwr ad-
joint A" d’un opérateur 4 a partir
, de la correspondance entre kets et
<‘I’J At <‘/’|”"<‘//|A7 bras.
Montrons que la relation { ¢’ | = { | A" est linéaire. En effet, au bra

Ay iy |+ 2, iy | correspond Te ket A% [, > + A% |, > (la correspondance entre
bra et ket est antilinéaire). L’opérateur 4 transforme A% |y >+ A% |, D
en A | >+ 54y, > = 24|y + A% |5 >. A ce ket correspond enfin le bra
AW+ A, s | = Ay iy | AT+ 4, (i, | A% On en conclut que : .

(4 <Yy ‘ + A, Y, ’)AT = A Py I AT+ 2, < v, l A (B-46)

+ , . , . "
A" est donc un opérateur linéaire, défini par la formule :

I = A e [ = o (B-47)

On déduit aisément de (B-47) une autre relation importante satisfaite par
opérateur A'. En effet, on peut toujours écrire, d’aprés les propriétés du produit
scalaire :

¥ o> =Co |y H* (B-48)

| > étant un ket quelconque de &. En utilisant les expressions (B-47) pour |y >
et (' |, on obtient :

vl ed = Cola]y>r | (B-49)

relation valable quels que soient | ¢ > et | ¢ >.

REMARQUE SUR LES NOTATIONS

Nous avons déja mentionné plus haut une notation qui peut préter a

confusion : [ 24 > et {4y |, ou A est un scalaire [formules (B-7) et (B-8)]. .

Le méme probléme se rencontre a propos des notations |Ayyet Ay [,
ol A est un opérateur linéaire. | 4 ¥ > est une autre notation pour désigner

leket A |y > :
Ay = 4]y (B-50)
{ A ¥ | estle bra associé au ket | 4y ». En utilisant (B-50) et (B-47), on voit que :
CAY | =Ly l4a (B-51)

Lorsqu’on fait sortir un opérateur linéaire 4 du symbole bra, il faut le rem-
placer par son adjoint A" (et le faire sortir & droite).
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c. PROPRIETES DE LA CORRESPONDANCE ENTRE UN OPERATEUR ET SON ADJOINT

En utilisant (B-47) ou (B-49), on démontre aisément que :°

AN = 4 (B-52)
@A = 1A (ol A est un nombre) (B-53)
(A + B) = A" + B! (B-54)

Calculons enfin (4B)'. Considérons pour cela le ket | ¢ > = AB |y ) Eeri-
vons-le | @ ) = A |y >, enposant : | x> = B[ ). Alors :

Co| =LY |AB) =y | A= | BA
car (x| = <y | B*. On en déduit :

| (B = B | (B-55)

II' faut bien noter que l’g(drt) change quand on prend l'adjoint d'un produit
d’opérateurs.
REMARQUE
Comme (4" = A, on peut écrire, d’apres (B-51):
(Ao [ =Co|UA) =04

On peut donc réécrire le membre de gauche de (B-41) sous la forme { A'p | ).
De méme, le membre de droite de cette méme équation peut-€tre mis, avec la
notation (B-50), sous la forme ( ¢ | 4 >. D’ott 'équation suivante, utilisée
quelquefois pour définir 'opérateur adjoint 4% de 4 :

CA'o Y > =ColAd) (B-56)

¢ d. CONJUGAISON HERMITIOQUE DANS LES NOTATIONS DE DIRAC

Nous avons introduit au paragraphe précédent la notion d’opérateur adjoint
en utilisant la correspondance entre kets et bras. On dit d’un ket | » et du bra { |
corresporidant qu’ils sont « conjugués hermitiques » I'un de l'autre. L’opération
de conjugaison hermitique est représentée par des fléches ondulées sur la figure 2;
ony voit qu’elle associe 4* a A. C’est la raison pour laquelle A" est aussi appelé
opérateur conjugué hermitique de A.

.. L’opération de conjugaison hermitique change I'ordre des objets auxquels
‘ 23n\;;:f;1’appli;fue. Ainsi nous voyons sur la figure 2 que 4 |y > devient { ¥ | A : le
“ket |y > est changé en { ¥ |, 4 en 4" et, de plus, I'ordre est inversé. De méme, nous

avons vu en (B-55) que le conjugué hermitique d’un produit de deux opérateurs était

égal au produit des conjugués hermitiques pris dans 1’ordre inverse. Montrons enfin
que : ; ~

(u> <ol =[v><ul (B-57)
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(on remplace | u » par Cu |, (v | par | v ) et on change ordre). En effet, appliquons
la relation (B-49) & 'opérateur | u » < v |. Il vient :

Pl uy <o o> =[<Co (ud> <o) o]* (B-58)
Or, si 'on utilise la propriété (B-9) du produit scalaire :
[Col(ud> <ol v d] = Colud <Colwd* =l Cule)
=y l(vy<u o> (B-59)

En comparant (B-58) et (B-59), on en déduit (B-57).

1l reste & trouver ce que donne 'opération de conjugaison hermitique sur une
constante. On voit sur (B-6) et (B-53) que cette opération transforme simplement 4
en A* (conjugaison complexe). Ceci est bien en accord avec le fait que
Coluye = <ol

Donc, le conjugué hermitique d’un ket est un bra, et vice versa; celui d’un
opérateur est son adjoint; celui d’un nombre, son complexe conjugué. Dans les
notations de Dirac, 'opération de conjugaison hermitique est tres simple a effectuer;
il suffit d’appliquer la régle suivante :

REGLE

Pour obtenir le conjugué hermitique (ou l'adjoint) d’une expression
quelconque comportant des constantes, des kets, des bras, des opérateurs, il
faut : '

— Remplacer | les constantes par leurs complexes conjuguées
les kets par les bras associés
les bras par les kets associés
les opérateurs par leurs adjoints
— Inverser l'ordre des facteurs (la place des constantes n’a néanmoins pas
d’importance).

EXEMPLES

Alu|A|vd|w) (Y| est un opérateur (en effet A et (u |4 |v) sont
des nombres). L’adjoint de cet opérateur s’obtient en utilisant la régle précédente w
| > (w|<{v|A"|u)A* que I'on peut encore écrire oA ud > (w

en changeant la place des nombres A* et (v | A" |u ).

De méme A |u ) (y|w) est un ket (Aet {v|w) sont des constantes). Le

bra conjugué est  w | v"> (u | A*, que I'on peut encore écrire A* { w vy Cul

e. OPERATEURS HERMITIQUES
Un opérateur 4 est dit hermitique s’il coincide avec son adjoint, c’est-a-dire si :
A =4 , (B-60)

En portant (B-60) dans (B-49), on voit qu'un opérateur hermitique satisfait
a la relation :
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(ylaley =ColAlyH* , : (B-61)
valable quels que soient | @ > et | ¢ .
Enfin, (B-56) devient pour un opérateur hermitique

CA@ |y =LCo|Ad> (B-62)
Nous reviendrons plus loin en détail sur les opérateurs hermitiques & propos
du probléme des valeurs propres et vecteurs propres; de plus, nous verrons au
chapitre IIT que les opérateurs hermitiques jouent un role fondamental en mécanique

quantique. ,
Si I'on applique la formule (B-57) au cas ot [u ) = [0 ) = | ¥ >, on voit que
le projecteur P, = | > { | est hermitique :
Pl=|y><y|="P, (B-63)
REMARQUE :

Le produit de deux opérateurs hermitiques 4 et Bn’est hermitique que si [ 4, B] = 0.
Eneffet, si 4 = A" et B = BT, on déduit de (B-55) que (4B)f = BtAT = BAyzquin’est égal
A AR que si [4, B] = 0.

C. REPRESENTATIONS DANS L'ESPACE DES ETATS

1. Introduction

a. DEFINITION D'UNE REPRESENTATION °

Choisir une représentation, c'est choisir une base orthonormée, discréte ou
rcontinue, dans Uespace des états &. Les vecteurs et opérateurs sont alors représentés
dans cette base par des nombres : composantes pour les vecteurs, ¢léments de
matrice pour les opérateurs. Le calcul vectoriel introduit au § B devient alors le

_ calcul matriciel sur ces nombres. Le choix d’une représentation est en principe
&

arbitraire{ en réalité, il dépend évidemment du probleme étudié: dans chaque cas,
on J'effectue de fagon a simplifier au maximum les calculs.

by 4 BUT DE CE PARAGRAPHE C

%= " Nous allons reprendre avec les notations de Dirac, et pour des espaces &
quelconques, toutes les notions introduites aux § A-2 et A-3 sur les bases discretes
et continues relatives a & .

Nous allons écrire en notations de Dirac les deux relations caractéristiques

d’une base -=relation ‘d"orthonormalisation et de fermeture. Puis nous montrerons

- comment, a partir de ces deux relations, on peut résoudre tous les probléemes

concrets relatifs & une représentation et au passage d’une représentation a une autre.
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2. Relations caractéristiques d'une base orthonormée

a. RELATION D'ORTHONORMALISATION

Un ensemble discret, { |, > }, ou continu, {|w, > }, de kets est dit ortho-
normé si les kets de cet ensemble satisfont 2 la relation d’orthonormalisation :

| Culuyd =5y (C-1)

ou

|l wad = 00— o) | (C-2)

On voit que, pour un ensemble continu, {w, | w, > nexiste pas : les | W »
ont une norme infinie et n’appartiennent donc pas a &. On peut néanmoins dévelop-
per les vecteurs de & sur les \ w, >, et il est par suite intéressant d’admettre les ! W, >
comme kets généralisés (on pourra se reporter aux discussions des §§ A-3 et B-2-¢).

b. RELATION DE FERMETURE

Un ensemble discret, { |u; > }, ou continu, {|w,> }, constitue une base
si tout ket | > appartenant a & se développe d’une fagon et d’une seule suivant les
|u; > oules | w,>:

> =3 e u > , (C-3)

i

25 jdfx c(a) | w, > (C-4)

Supposons de plus la base orthonormée. Multiplions alors scalairement ‘es -

deux membres de (C-3) par {u; |, et ceux de (C-4) par {w, | Nous obtenons,
en utilisant (C-1) ou (C-2), les expressions des composantes ¢; ou c(a)

i

Cu vy =¢ | (©5)

Cwg |9 > = @) (C-0)

Remplagqns alors dans (C-3) ¢; par {u; |y >, dans (C-4) c(o) par {w, [y >
> =Y elu> =2 ulv>lu>

i

=;\m><m|w>=<z|m><w0jw> | ()

122

MM%JMCMMQSJM<%W>WQ

mfm‘%><wA¢>x<jM\m><wANW> (©

[en effet, dans (C-7) nous pouvons mettre le nombre { u; | > apres le ket Lu, s

de méme, dans (C-8) nous pouvons mettre le nombre { w; | W > aprés le ket | w, >
Nous voyons ainsi apparaitre deux opérateurs,}:l u; » {y; Iet do ] w, > < wal,

qui, agissant sur tout ket !lﬁ) appartenant a &, redonnent le méme ket “P >.
| > étant quelconque, on en déduit :

P{ui} = Z ‘ u; > < U, | ::ﬂ (C~9)
N i

Py, = jdoc | w, > < w, | =" (C-10)

ou 1 désigne Popérateur identité dans &. La relation (C-9), ou (C-10), est appelée

relation de fermeture. Réciproquement, montrons que les relations (C-9) et (C-10)
expriment que les ensembles { | u; > } et {|w,> } constituent des bases. En effet,
pour tout ‘ W > appartenant a &, on peut écrire :

> =T > = Py 0> = Dlud Curlv

=Y ¢ |u > (C-11)
avec o
e = <ujy> (C-12)
De méme
\¢>=Ww>=Pmﬂw>=thm>0mW>
= jd(x o) | we > (C-13)
T ) = m D (C-14)

Ainsi, tout ket | > peut se développer d'une maniére et d’une seule sur les |u; >
ou sur les | w, . Chacun de ces deux ensembles forme donc une base, discrete ou
continue. Noué%o‘yons aussi que la relation (C-9), ou (C-10), permet de retrouver
immédiatement, sans effort de mémoire, les expressions (C-12) et (C-14) des compo-
santes ¢; et c(®).
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CHAPITRE Il LES OUTILS MATHEMATIQUES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE e -
|
REMARQUES : ‘
; Cu [y
() Nous verrons plus loin (§ E) que, dans le cas de espace #, les relations (A-32) et (A-57) ! ' u ‘ W) (C-16)
se déduisent aisément de (C-9) et (C-10). ! )
(if)y  Interprétation géométrique de la relation de fermeture. :
Dlaprés la discussion du § B-3-b précédent, 3 |u; > (u;| est un projecteur : le Cuy I Vo

i
projecteur sur le sous-espace &' sous-tendu par [u1 Do luy D, |u,.> .o 51 les ‘ u;
forment une base, tout ket de & peut se développer sur les | u; »;le sous-espace & est alors
confondu avec I'espace & lui-méme. Il est par suite normal que | ;> ;| soit égal &

Dans la base continue { | w, > }, le ket \ 1/./ > est représen@ pa;r1 uneolgﬁr:;i(i
i continue de nombres, ¢(a) = {w, | ¥ >, c’Qst»a»dlr@ par une foricltjlzn O(,S:icgles 5)3 !
Foperateu identité : projeter sur & un ket qui appartient & & ne modifie pas ce ket. Le alors tracer un axe vertical sur lequel on repére les diverses valeurs possible

. . . o 2 , ces valeurs correspond un nombre, { w, | ¥ >
méme raisonnement peut étre fait 4 propos defdoc [we> < w, | ~ A chacune de ce b

On peut maintenant trouver un équivalent de la relation de fermeture pour .
I'espace & trois dimensions de la géométric ordinaire R3. Si e, e,, e, sont trois vecteurs : . . (C-17)
orthonormés de cet espace, et P,, P,, P, les projecteurs sur ces trois vecteurs, le fait a4 | KW, ‘ Vo
que { e, e,, e, } forme une base dans R? s’exprime par la relation ! :

P+ Py 4Py =1 (C-15)

Par contre, { e,, e, } constitue un ensemble orthonormé mais non une base de RZ.

Ceci se traduit par le fait que le projecteur P, -+ P, (qui projette sur le plan sous-tendu

par e, et e,) n’est pas égal & 1; par exemple : (P, + P,)e, = 0. b. REPRESENTATION DES %RAS
. B

Soit ¢ ¢ | un bra quelconqué. Dans la base { | u; > }, on peut écrire :

. B _ _ " (C-18)
Le tableau (I1-7) résume les seules formules fondamentales qui doivent étre : (o ‘ =<9 ' T=<eo ‘ Py ; <o \ ;2 <, ' ‘
retenues pour pouvoir effectuer tous les calculs dans la représentation u; , ; ) I te
ou { |w 5} P P (> ! ¢ | se développe d’une fagon et d’une seule sur les bras <Zfi ; ICZ C(imeST:t‘(ﬁ
* T de (@ |, (@ |u;>, sont les complexes conjugues des composantes < i] ¢
i . ] . “du ket > associé a { ¢ |. .
Representation { |u; ) } Representation { | w, ) } | O‘n(pobtiendrait de méme, dans la base { | w, > } :
Cuglupy = o, ey = 0~ o) K <(,)\:wlﬂ:<<p‘pw:Jda<<p_l,wa><wal (C-19)
. [ ‘ . : ' O-
P{“i} = Z ’ u; )< U; I =1 P(Wa} = JdOC | w, > < w, l =1 s " Les composantes de (o ’, < (p\i W, 2, Sor.lj[ ‘lez co‘mplexes conjugues des comp
i 5 tes b(o) = { w, | @ > duket | ) associca @ . :
L o Ngu)s av<ons ‘convenu de ranger verticalement les composantes d'un ket£
) . s commen
Tableau (I1-7) » Avant d’indiquer la fagon de ranger les composantes d’un b}”d, monjtron(s1 50 e
la relation de fermeture permet de retrouver simplement I'expression pre '
scalaire de deux kets en fonction de leurs composantes. On peut en effet toujours
fnettre T entre ¢ ¢ | et | > dans I'expression du produit scalaire :
3. Représentation des kets et des bras N N i ' I o l Yo =<9 m | vy =<9 | P“{ui)] Vo €20
| A AU I B D =Y e lu Culyy = Xbre, (20
a. REPRESENTATION DES KETS A l '
De méme :
Dans la base { | u; > }, le ket | ¢ > est représenté par I'ensemble de ses compo- Colyy=Co|T|¥>=Lo|Pu,l¥>
santes, c’est-a-dire par I'ensemble des nombres ¢; = (u; | ¢ >. On range tous ces e B *(o) clor (C-21)
nombres verticalement pour former une matrice & une colonne (et en général une = ‘[da Colw,yw, | > = |dab (2) (@)
infinité¢ dénombrable de lignes) : .
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Rangeons horizontalement les composantes { ¢ f u; > du bra (¢ [y pour
former une matrice ligne (4 une ligne et une infinité de colonnes) :

Kolu > Coluy ). Colu) . ) (C-22)

Avec cette convention, o } ¥ > est le produit, au sens des matrices, de la matrice
colonne représentant [ ¥ > par la matrice ligne représentant < ¢ | On obtient bien
alors une matrice & une ligne et une colonne, c’est-a-dire un nombre.

Dans la base { ] w, > }, il y a une infinité continue de composantes { ¢ ' w, >
pour { ¢ ] On tracera un axe horizontal pour repérer les diverses valeurs deaoc.
A chacune de ces valeurs correspondra une composante < @ |w,> de (o =

— > (C-23)

REMARQUE :
X Da.l?s une représentation donnée, les matrices représentant un ket }1//) et le
ra associé i [ sont hermitiques conjuguées I'une de Pautre (au sens des matrices).

On passe en effet d une matrice a I'autre en intervertissant lignes et colonnes et en pre-
nant le complexe conjugué de chaque élément.

4, Représentation des opérateurs

a. REPRESENTATION DE A PAR UNE MATRICE « CARREE »

Etant don.nc un opérateur linéaire A4, nous pouvons, dans une base { [u; >}
ou { |w, >}, lui associer une série de nombres définis par :

(C-24)

ou (C-25)

Ces nombres dépendent de deux indices et seront donc rangés en une matrice

«carree » ayant une infinité dénombrable, ou continue, de lignes et de colonnes;

la 1conventio.n lllabituelle est que le premier indice repére les lignes et le second les
colonnes. Ainsi, dans la base { | u; > },Popérateur 4 est représenté par la matrice :

A11 AlZ"'Alj"'
Ay Ay ... Ay,

(C-26)
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On voit que la jéme colonne est constituée par les composantes dans la base {|u; >}
du transformé 4 | u; > du ket de base | u; >.

Pour une base continue, on trace deux axes perpendiculaires; 4 un point
d’abscisse o' et d’ordonnée o correspond le nombre A(x, o) :

o A, o) (C-27)

Utilisons la relation de fermeture pour calculer la matrice représentant
I'opérateur 48 dans la base { iul >}

Cug | ABu;y = Cu | AUB | u, >
; = (| AP, B | u; >
‘ = 0w | Al w > | Blug ) (C-28)
k
/ La convention prise plus haut pour ranger les ¢léments 4,;[ou A(a, «') | est donc bien

cohérente avec celle relative au produit de deux matrices : (C-28) exprime en effet
que la matrice représentant 'opérateur AR est le produit des matrices associées 4 A4
et B.

b. REPRESENTATION MATRICIELLE DU KET | Wy = Al

Le probléeme est le suivant : connaissant les composantes de ’l//> et les
¢léments de matrice de 4 dans une représentation donnée, calculer les composantes
de ['> = A |y ) dans la méme représentation. ‘

Dans la base { | u; > }, les coordonnées ¢} de |4 » sont données par :

o ci=u [ > = Cu | A (C-29)
11 suffit alors d’insérer la relation de fermeture entre A et‘] i > pour obtenir :
» s C;T}'<ui"4ﬂ|w>:<“i|AP{uj)l'//>
i = 2w Alu)> Cuyly>
j

=Y Ay, (C-30)
J

Y . . ~
; Pour la base { | w, > }, on obtiendrait de la méme fagon :

o) = Cw [ Y > = Cw, [ A
= jdal <,}ft)a§A | Wa’"> < Woz’ ' w>

¥

o= dex’A(a, «) é(a') (C-31)
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L’écriture matricielle de \ ' > = A |y ) est donc trés simple. On voit, par exemple
sur (C-30), que la matrice colonne représentant llﬂ’) est égale au produit de la
matrice colonne représentant | > par la matrice carrée représentant A :

, .
Cy ‘ All Alz Alj fcy
!
<) Ay Ay oo Ay e c,
: (C-32)
7
G| = 141 Ap A'ij
¢
e, EXPRESSION DU NOMBRE (¢ | A [y

En insérant la relation de fermeture deux fois, entre { ¢
entre 4 et \ W > d’autre part, on obtient :
— pour la base { |u; > } :

Co| Al =@ | Py APy, | ¥
= 2o u> Cuf Aluy Cugl >

et A d’une part,

= ?_;bf AU Cj (C~33)

— pour la base { |w, > } :
ColAlyy =@ |PugAP ¥

=Hdada’<<ﬂ\wa><walfllwar><wa'|l//>

= deoc do b*a) Ao, o) e(e) - (C-34)

Ces formules s’interprétent matriciellement de la fagon suivante : { ¢ | 4 l// >
est un nombre, c’est-a-dire une matrice a une ligne et une colonne, qu’on obtient
en multipliant dans ’ordre la matrice colonne représentant | ¥ > par la matrice carrée
représentant 4 et par la matrice ligne représentant { ¢ \ Par exemple, dans la basé

{|“i>}:
Ay A oo Ay (G
\ Ayy Ay o Ay o | 2
ColAly>=@mrbr. b )| - : : ©39)
. ?J
A11 Ail Al] :
128
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REMARQUES !

@) On montrerait de la méme fagon que le bra { ¢ | 4 est représenté par une matrice ligne,
produit de la matrice carrée représentant. 4 par la matrice ligne représentant { ¢ I
[deux premieres matrices du deuxiéme membre de (C-35)]. On voit de nouveau
I'importance de 'ordre des symboles : Pexpression 4 { ¢ ‘ conduirait en effet & une opéra-
tion matricielle non définie (produit d’une matrice ligne par une matrice carrée).

(ify  Du point de vue matriciel, 'égalité (B-41) qui définit ¢ | A ne fait que traduire associati-
vité du produit des trois matrices figurant dans (C-35).

(iify  Avec les conventions précédentes, Py > <y | est représenté par une matrice carrée.

En effet -
3 Ed ES
¢y TR Y S T P
N W .3
c, P Y SN Y SR
(et o o) == (C-36)
£ T
. : - I

C’est dornc bien un opérateur, alors que { \ ¥ 5, produit d’une matrice colonne par une
matrice ligne, est un nombre.

d. REPRESENTATION MATRICIELLE DE L'ADJOINT A" DE A

En utilisant (B-49), on obtient aisément :

(Af)ij = {u; ‘ A \ U; > =< U \ A \ u; ¥ = AT;’ (C-37)
ou encore ’
At o) = Cw, | A wy > = (W, | A | w, > = A%, ) (C-38)

Donc, les matrices représentant A, et A" dans une représentation donnée sont
hermitiques conjuguées I'une de 'autre, au sens des matrices : on passe de ['une
_a lautre par une conjugaison complexe suivie d'une symétrie par rapport a la diagonale
principale.
Si A est hermitique, A" = A, et 1'0n peut alors remplacer (4");; par A4
dans (C-37), et A(a, «’) par A(a, o) dans (C-38) :

f4, = A% (C-39)
Ao, o) = A*(@', ) ' (C-40)

Un opérateur hermitique est donc représenté par une matrice hermitique, ¢’ést-a-dire

@elle que deux éléments quelconques symétriques par rapport d la diagonale principale

«sofif complexes conjugués l'un de l'autre. En particulier, pour i = j ou o = o,
(C-39) et (C-40) deviennent :

Ay = A% (C-41)

Ao, @) = A¥(B, @) S (C-42)

Q%. Les éléments diagonaux d’une matrice hermitique sont donc toujours des nombres réels.
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5. Changement de représentation

a. POSITION DU PROBLEME

Dans une représentation donnée, un ket (ou un bra, ou un opérateur) est
représenté par une mairice. Si 'on change de représentation, ¢’est-a-dire de base,
le méme ket (ou bra, ou opérateur) sera représenté par une matrice différente.
Comment ces deux matrices sont-clles reliées?

Nous supposerons ici pour simplifier que I'on passe d’une base orthonormée
discréte { |u; > } 4 une autre base orthonormée discréte { |1, > }. Au § E, nous
étudierons un exemple de passage d’une base continue 3 une autre base continue.

Le changement de base est défini par la donnée des composantes {u; | 7,

de chacun des kets de la nouvelle base sur chacun des kets de ancienne. Nous
poserons :

Sae=up | 4> (C-43)
S est la matrice de changement de base. Si S désigne son hermitique conjuguée :
(S = (Sa)* = i |ui> (C-44)

Les calculs qui suivent se font trés aisément, et sans effort de mémoire, en
utilisant les deux relations de fermeture :

<u;~Zl“><u!~ (C-45)
Py - Z |6, > <t | = (C-46)
et les deux relations d’orthonormalisation :
Cui|ug> =6y (C-47)
|t > =6y (C-48)
REMARQUE :

vérifie :
S'S = 88" =1 (C-49)
ou J est ]a matrice unité. En effet :
(S'S)y = Z SiiSu = Z Colu > Culy )
=t |t > = dy (C-50)
De méme :
(SS ZS,kSkJ %<ui1tk><t,‘|uj>
= (ugu; > =4 (C-51)
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La matrice de changement de base S est unitaire (complément C;)); en effet, elle ’

b.  TRANSFORMATION DES COMPOSANTES D'UN KET

Pour obtenir les composantes ¢ £ | > d’un ket | > dans la nouvelle base
a partir de ses composantgs Cu; | > dans ’ancienne base, on insére tout simplement

(C-45) entre { 1, | et |
<tkllp>“:<tkm’l//> 7::;<tk|1){u,')‘w>
:::Z,<tk‘ui><ui“p>

= YL v (©52)

On démontre de méme les formules inverses & ’aide de (C-46) :

<“i\¢>$<”i\ﬂlw>::<“ilp(zk)“//>
=5 Cu |6 v

=3 Sy ([ > | (C-53)
k
. TRANSFORMATION DES COMPOSANTES D'UN BRA

Le principe du calcul est exactement le méme. Par exemple :
Colty =< T a0 = U Pug
= S Py o
= | u > Sy (C-54)
d.  TRANSEORMATION DES ELEMENTS DE MATRICE D'UN OPERATEUR

Si, dans { 1, | 4| f; >, on insére (C-45) entre (1, | et A d’une part, et entre 4
et | t, > d’autre part, on obtient :

it A“z>:<tk\P(u,-)A P{uj)ltt> ]
v :Z<tk\ui><ui|Atuj><uj‘tl> (C-55)
i,J
soit
& Ay :;Z S;i Ay Sy (C-56)
i
%ff‘éme

:<“ilA\”j>:<”i‘P{rk}AP(r,>|“j>
oo =Y e Al Ctlu
k1

C-57
=Y Sy Au Sij (C-57)
k.1

[
w
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CHAPITRE 1! LES OUTHLS MATHEMATIQUES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE

D. EQUATIONS AUX VALEURS PROPRES. OBSERVABLES

Valeurs propres et vecteurs propres d’'un opérateur
a. DEFINITIONS

On dit que | ¥ > est vecteur propre (ou ket propre) de 'opérateur linéaire A si :
[ alv> =iy |

ou 4 est un nombre complexe. Nous allons étudier un certain nombre de propriétés
de I'équation (ID-1), équation aux valeurs propres de lopérateur linéaire A. Cette
équation n’a en général des solutions que lorsque A prend certaines valeurs, dites
valeurs propres de A. L’ensemble des valeurs propres s’appelle i spectre de A.
Notons que, si \ W > est vecteur propre de A avec la valeur propre A, o [y >
(ol o est un nombre complexe quelconque) est aussi vecteur propre de A4 avec la
méme valeur propre : k o

A | YY) = od [y = ad [ > = 2o | )

(D-1)

(D-2)

Pour s’affranchir de cette indétermination, on ppurrait convenir de normer a 1 les vecteurs
propres : ’

Cylyd> =1 (D-3)
Mais ceci ne Iéve pas complétement Pindétermination, puisque €' | ¢ >, avec 0 réel quelconque,

a méme norme que | >. Nous verrons dans la suite que, en mécanique quantique, les prédictions
physiques obtenues & partir de | > ou e |y > sont les mémes.

La valeur propre A est qualifiée de non-dégénérée (ou simple) lorsqu’il lui
correspond un vecteur propre unique & un facteur multiplicatif pres, ¢’est-a-dire
lorsque tous les kets propres associés sont colinéaires. Au contraire, §'il existe au
moins deux kets linéairement indépendants qui soient vecteurs propres de A avec
la méme valeur propre, celle-ci est dite dégénérée; son degré (ou ordre) de dégéné-
rescence est alors le nombre de vecteurs propres linéairement indépendants qui lui
sont associés (le degré de dégénérescence d’une valeur propre peut étre fini ou
infini). Si 4 est dégénérée d’ordre g, il lui correspond donc ¢ kets indépendants

[¥i>(@=1,2,..¢9) tels que : ) .-
ALY =41y “' (D-4)
Mais alors tout ket | > de la forme :
> =3 clw (D-5)

i=1

est vecteur propre de 4 avec la valeur propre 4, quels que soient les coefficients ¢;;

en effet : ’
AWy = S e alv> =43 ol =il (-6

Par conséquent, ’ensemble des kets propres de 4 associés a A constitue un espace
vectoriel de dimension g (qui peut étre infinie), appelé sous-espace propre de la valeur
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propre A. En particulier, il est équivalent de dire que 4 est non-dégénérée ou que son
degré de dégénérescence est g = 1. ‘

Pour illustrer ces définitions, prenons I'exemple d’un projecteur (§ B-3-b) : P, = [y > < |
(avec { ¥ | ¥ > = 1). Son équation aux valeurs propres §'écrit :
P, | o= A | ¢
Lo led =24 0> (D-7)
Le ket dii premier membre est toujours colinéaire a | ¥ >, ou nul. Par conséquent, les vecteurs
propres de P, sont : d’une part, | > lui-méme, avec pour valeur propre A = 1; d’autre part,
tous les kets | ¢ > orthogonaux a | ¥ >, pour lesquels la valeur propre associée est 4 == 0. Le spectre
de P, comprend donc seulement deux valeurs : 1et 0. La premiére est simple, la deuxieme dégé-

nérée d’ordre infini (si 'espace des états considéré est: de dimension infinie); le sous-espace
propre associé & A= 0 est le supplémentaire® de |y > (voir § D-2-c).

Soit

REMARQUES :
(i)  Enprenant le conjugué de chacun des membres de I'équation (D-1), on obtient :

(YAt = 4% (| (D-8)
Donc, si | > est ket propre de 4 avec la valeur propre A, on peut aussi dire
que { [ est bra propre de 4" avec la valeur propre A*. Insistons cependant
sur le fait que, sauf dans le cas ol A est hermitique (§ D-2-a), on ne peut
a priori rien dire sur { ¥ | 4.
(iiy  Entoute rigueur, on devrait résoudre I’équation aux valeurs propres (ID-1) dans 'espace &,
Cest-a-dire ne considérer que les vecteurs propres | Y > ayant une norme finie. En fait,
nous serons amenés a utiliser des opérateurs pour lesquels les kets propres ne remplissent
pas cette condition (§ E); nous admettrons donc que les vecteurs solutions de (D-1)
puissent étre des « kets généralisés ».

b. RECHERCHE DES VALEURS ET VECTEURS PROPRES D'UN OPERATEUR

Ftant donné un opérateur linéaire 4, comment trouver toutes ses valeurs
propres, et les vecteurs propres correspondants? Nous nous intéressons ici a cette
question d’un point de vue purement pratique. Nous allons raisonner dans le cas
ou I’espace des états est de dimension finie N, et nous admettrons que les résultats

. peuvent étre généralisés & un espace des états de dimension infinie.

Choisissons une représentation, par exemple { ‘ u; > }, et projetons équation

vectorielle (D-1) sur les différents vecteurs de base orthonormés |u; > :

Cugl ) =2lu| ) (D-9)
En insérdnt la relation de fermeture entre A et | ¥ >, on obtient :

LAy Cuplv Dy = Au [y (D-10)

J

i

& * Dans un espace vectoriel &, deux sous-espaces &, et &, sont dits supplémentaires si tout ket
W, de & peut sécrire | Y > = [W, > + | ¥, > ot | ¥, D et | ¥, ) appartiennent respectivement & &,
et &,, ct si &, et &, sont disjoints (pas de ket non nul commun : la décomposition | ¢ > = (V> + ¥
est alors unique). Il-existe en fait une infinité de sous-espaces &, supplémentaires d’un sous-espace &,
donné. On peut déterminer &, en lui imposant d’8tre orthogonal & &, : c’est ce que nous supposerons
dans tout cet ouvrage ol le mot « orthogonal » sera sous-entendu aprés supplémentaire.

Exemple : dans #fespace ordinaire & 3 dimensions, si &, est un plan P, &, peut étre une droite
quelconque non contenue dans P. Le supplémentaire orthogonal est la droite passant par l'origine et

~§§s
ol

" orthogonale a P.

1133


www.goodprepa.tech

www.goodprepa.tech

CHAPITRE 1l LES OUTILS MATHEMATIOQUES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE

Avec les notations habituelles :

Cu; | Yo o=q
<“i|A’uj>':“: Ay (D-11)
les équations (D-10) s’écrivent :
L Ay ¢ = A (D-12)
J .
ou
2.4 = 20,]e;= 0 (D-13)

J

On peut considérer (ID-13) comme un systéme d’équations dont les inconnues sont
les ¢;, composantes du vecteur propre dans la représentation choisie. Ce. systéme
est linéaire et homogeéne.

o. L’équation caractéristique

Le systeme (D-13) comporte alors N équations (i = 1, 2, ..., N)a Ninconnues c;
(j=1,2,.., N), Comme il est linéaire et homogéne, il admet une solution autre
que la solution triviale (tous les ¢; nuls) si et seulement si le déterminant des coef-
ficients est nul. Cette condition s’écrit :

Det [/ — Al =0 (D-14)

ol o/ est la matrice N x N d’¢léments A, et I la matrice unité.

L’équation (D-14), dite équation caractéristique (ou équation séculaire),
permet de déterminer toutes les valeurs propres de I'opérateur 4, c’est-a-dire son
spectre. On peut expliciter (D-14) sous la forme :

A11 = A A12 A13 AJN

Ayy Ay — A Ayy . Ay
) . . ) =0 (D.15)

(i

Ayy Anz Ayz - Ayy — 4

Cette équation est de degré N en 4; elle aura par suite N racines, réelles ou imagi-ff

naires, distinctes ou confondues. Il est d’ailleurs facile de montrer, en effectuant un
changement de base quelconque, que I’équation caractéristique est indépendante de
la représentation choisie. Donc, les valeurs propres d’un opérateur sont les racines
de son équation caractéristique.

B.  Détermination des vecteurs propres

Choisissons maintenant une valeur propre A,, solution de I’équation caracté-

ristique (D-14), et cherchons les vecteurs propres correspondants. Nous allons ‘

distinguer deux cas :

134
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(i) Plagons-nous d’abord dans le cas ou A, est une racine simple de I'équation
caractéristique. On peut alors montrer que le systéme (ID-13) comporte en fait,
lorsque A = Ay, (N — 1) équations indépendantes, la Néme étant conséquence des
précédentes. Or nous avons N inconnues; il y a donc bien une infinité de solutions,
mais tous les ¢; peuvent étre déterminés de fagon unique en fonction de 'un d’entre
eux, disons ¢,. En effet, si 'on se fixe ¢;, on obtient pour les (N — 1) autres ¢; un
systéme de (N — 1) équations linéaires, inhomogénes (le « second membre » de
chaque équation est constitué par le terme en ¢,), et de déterminant non nul [les
(N — 1) équations sont indépendantes]. La solution de ce systéme est de la forme :

¢ =0f ¢ (D-16)
puisque le systéme initial (ID-13) est linéaire et homogéne; af est bien sir égal a 1
par définition, et les (N — 1) coefficients cx;’ pour j # 1 sont déterminés & partir des
éléments de matrice A;; et de A,. Les vecteurs propres associés a 4, ne different les
uns des autres que par la valeur choisie pour ¢ ; ils sont donc tous donnés par :

[Wole) > = o) eu;> =cy | o) (D-17)
avee |
(Vo> =Y o] |u;> (D-18)

Donc, lorsque 4, est une racine simple de I’équation caractéristique, il lui correspond
un seul vecteur propre (4 un facteur multiplicatif pres) : ¢’est une valeur propre non
dégénéree.

(i) Lorsque A, est une racine multiple d’ordre ¢ > 1 de I'équation caracté-
ristique, deux éventualités peuvent se produire :

— en général, le systéme (D-13) comporte encore, lorsque 4 = Ay, (N — 1)
équations indépendantes. A la valeur propre 1, ne correspond alors qu’un seul
vecteur propre. L’opérateur 4 n’est pas diagonalisable dans ce cas : les vecteurs
propres de A ne sont pas en nombre suffisant pour qu’on puisse construire avec eux

. seuls une base de I’espace des états.

— il peut toutefois se produire que le systéme (D-13) comporte, lorsque 4 = 4,
seulement (N —~ p) équations indépendantes (p étant un nombre supérieur 4 1, mais
qui ne peut étre plus grand que g). A la valeur propre A, correspond alors un sous-
espace prdpre de dimension p, et 1, est une valeur propre p fois dégénérée. Supposons
par exemple que, pour A = Ay, (D-13) comporte (N — 2) équations linéairement
mgfependantes Ces équations permettent de calculer les coefficients ¢; en fonction
de deux d’entre eux, par exemple ¢, et ¢,, qui sont arbitraires :

o W= By + 90, ; (D-19)
(évidemment : B9 = 9 = 1; v = B = 0); tous les vecteurs propres associés a 4,
sont alors de la forme :
2 R .
‘ Yolep €3) > ="¢; ‘ '/’(1) > o | 7% (D-20)
.. avec .
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o> =2 B8] |u;>
J
) .
|‘/’0 ::Z,V?luj>
i

(D-21)

Les vecteurs | Yo(c,, ¢;) > constituent bien un espace vectoriel 4 deux dimensions,
ce qui est caractéristique d’une valeur propre doublement dégénérée.

Lorsqu’un opérateur est hermitique, on peut montrer que le degré de dégeénc-
rescence p d’une valeur propre A est toujours égal a sa multiplicité ¢ comme racine
de I'équation caractéristique. Comme dans la suite nous n’étudierons dans la
plupart des cas que des opérateurs hermitiques, il nous suffira de connaitre la
multiplicité de chaque racine de (D-14) pour obtenir immeédiatement la dimension
du sous-espace propre correspondant. Dans un espace de dimension finie N, un
opérateur hermitique a donc toujours N vecteurs propres linéairement indépendants
(nous verrons plus loin qu’ils peuvent étre thoisis orthonormés) : cet opérateur est
alors diagonalisable (§ D-2-b).

2. Observables

a. PROPRIETES DES VALEURS ET VECTEURS PROPRES
D'UN OPERATEUR HERMITIQUE

Nous considérons ici le cas, trés important en mécanique quantique, ou
Iopérateur A est hermitique :

At = 4 (D-22)

(i) Les valeurs propres d’un opérateur hermitique sont réelles.

En multipliant scalairement par | > I'équation aux valeurs propres (D-1),
on obtient :

('Dw2:3)

Qo AWy = 1<h 19>
Mais ( | 4 | > est un nombre réel si 4 est hermitique ; en effet : \
Y LAy =y latyy =4l (D-24)

ot la derniére égalité est due a I'hypothése (D-22). (|4 [y ) et (¥ | ¥ > étant

réels, I'équation (D-23) implique que A doit I'étre également. y -

Si A est hermitique on peut, dans (D-8), remplacer 4 par A" et A par 4*, puisque
nous venons de montrer que A4 est réel. On obtient ainsi :

(Y4 =2y] L

ce qui montre que ¢ Y | est aussi bra propre de 4 avec la valeur propre réellg A
Donc, quel que soit le ket | ¢ > : ‘

CylAley =ily|o>

On dit que, dans (D-26), on a fait agir I'opérateur hermitique 4 a gauche.

(D-26)
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(if)  Deux vecteurs propres d'un opérateur hermitique correspondant d deux valeurs
propres différentes sont orthogonaux.

Considérons deux vecteurs propres |y > et | ¢ > de Popérateur hermitique 4

Ay =24y (D-27-a)
Aoy =nle> (D-27-b)
Comme 4 est. hermitique, on peut écrire (ID-27-b) sous la forme :
Cold=nlo| , (D>-28)
Multiplions’ alors (D;27-a) par { ¢ | 2 gauche et (D-28) par | ¥ > a droite :
Colalyy =iol¥> (D-29-2)
Colalyy =undoli (D-29-b)
En retranchant membre & membre les équations (D-29), on trouve :
Gh—wleld>=20 (D-30)

Par conséquent, si (1 — ) # 0, | o) et | ¥ > sont orthogonaux.

b. DEFINITION D"UNE OBSERVABLE

Lorsque & est de dimension finie, nous avons vu (§ D-1-b) qu’il est toujours
possible de former une base avec les vecteurs propres d’un opérateur hermitique.
Lorsque & est de dimension infinie, il n’en est plus forcément ainsi. C’est pourquoi il
est utile d’introduire une notion nouvelle, celle d’observable.

Considérons un opérateur hermitique 4. Nous supposerons pour simplifier
que I’ensemble de ses valeurs propres forme un spectre discret : {a,;n=12 .1}
et nous indiquerons ensuite quelles sont les modifications a apporter lorsque tout
ou partie de ce spectre est continu. Le degré de dégénérescence de la valeur propre a,
sera désigné par g, (si g, = 1, a, est en fait non-dégénérée); nous noterons
| Wi> (i = 1,2, ..4g,) g, vecteurs linéairement indépendants choisis dans le sous-
espace propre &, de a,, :

Al =a, > 5 i=12..4, , (D-31)
Nous venons de démontrer que tout vecteur appartenant a &, est orthogonal
a tout vecteur d’un autre sous-espace &, associé¢ a a,, # a,; donc : “

(Y giy =0 pourn # n'eti, jquelconques (D-32)

, A Pintérieur de chaque sous-espace &,, on peut toujours choisir les | ¥, > de
fagon qu’ils soient orthonormés, ¢’est-a-dire de fagon que :
% o,

Eouileiy = oy (D-33)

Si l'on fait un tel choix, on aboutit a un systéme orthonormé de vecteurs
propres de A : les | Y} > vérifient en effet les relations :

’ < W; ' Wri:>i= 5nr5'5‘ii’A"’
obtenues en regroupant (D-32) et (D-33).

b
b

(D-34)
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Par définition, Popérateur hermitique A est une observable si ce systéme
orthonormé de - vecteurs forme une base dans Vespace des états. Ceci peut
g’exprimer par la relation de fermeture :

i Z [y il =1

(D-35)

REMARQUES .

(i) Lesg,vecteurs | > (= 1,2,...,9,) qui engendrent le sous-espace propre &,
de a, étant orthonormés, le projecteur P, sur ce sous-espace &, peut s’écrire
(¢f- § B-3-b-y)

In ) ;
P, = 510 < D-362)
i=1
L’observable A est alors donnée par :
A=Ya, P, (D-36-b)

(on vérifie aisement que I'action des deux membres de cette égalité sur tous
les kets | ) > donne le méme résuliat).

(if)  L’égalité (D-35) peut étre généralisée aux cas ol le spectre de valeurs propres est continu
en utilisant les régles données dans le tableau (11-3). Prenons par exemple un opérateur
hermitique dont le spectre est constitus d’une partie discréte { a, (degré de dégéné-
rescence g,) } et d’une partie continue a(v) (supposée non-dégénérée) :

Ay =a,|yi> 3 n=12.
i =12,..4,
A,y =aW) | ¥,> 5 v <y <,

On pourra toujours choisir ces vecteurs de fagon qu’ils forment un systéme « orthonorme »:

(D-37-a)
(D-37-b)

< d/rlx l lpllx: > = 51111’51'1"
<l//v‘l//v'> = 5(\) - V/)
Cyily,> =0 (D-38)
Nous dirons que A4 est une observable si ce systéme forme une base, c’est-a-dire si :
gn va ¥
Sl [ el =1 (0-39)

n o i=1 vy

c. EXEMPLE : LE PROJECTEUR P,

Montrons que P, = | > (| (avec (i | > = 1) est une observable. Nous

avons déja indiqué (§ B-4-e) qu’il est hermitique, et que ses valeurs propres sont 1 et 0
(§ D-1-a) ; la premiére est simple (vecteur propre associé : | ¥ »), la seconde infiniment
dégénérée (vecteurs propres associés : tous les kets orthogonaux a |/ )).

Considérons un ket quelconque | ¢ > de I'espace des états. On peut toujours
lécrire sous la forme :

138

o> =P, |o)+ (A= P)led
P, \ @ est ket propre de P, avec la valeur propre 1. En effet, comme P, = P,

PP, 0> = Pilo> =P, o) (D-41)
(ﬁ]/w- Py | ¢ > est aussi ket propre de P,, mais avec la valeur propre 0. En effet :

P —P)ley =@y~ PDle)= (D-42)

Tout ket | ¢ > peut donc Eétre développé sur des kets propres de P, ; donc,
' P, est une observable.
Nous verrons au § E-2 deux autres exemples importants d’observables.

3. Ensembles d’observables qui commutent
a. THEOREMES IMPORTANTS
o. Théoréme 1

Si deux opérateurs A et B commutent, el 1 ] W > est un vecteur propre de A,
B | > est aussi vecteur propre de A, avec la méme valeur propre.
En effet, s ! ¥ > est vecteur propre de A, ona:

Ay =aly) (D-43)
Appliquons B aux deux membres de cette égalité :
BA|Y ) =a Bly> (D-44)

Comme A et B commutent par hypothése, on a aussi, en remplagant au premier
membre BA par 4B :

AB ) = aB )

Cette égalité exprime que B | ¥ > est vecteur propre de A, avec la valeur propre a;
le théoréme est donc démontreé.
Deux cas peuvent alors se presenter :

(D-45)

(i) Si a est une valeur propre non-dégénérée, tous les vecteurs propres qui lui
sont asséciés sont par définition colinéaires, et B \ Y > est nécessairement propor-
tionnel a | ¥ >. Donc | ¥ ) est aussi vecteur propre de B.

# ( (if) Sia est une valeur propre dégénérée, on peut seulement dire que B | ¥ >
appartient au sous-espace propre &, de A, correspondant a la valeur propre a.

¥Donc, .quel que soit | ) e &,,ona :
PO

Bly)eé, (D-46)

On dit que &, est globalement invariant (ou stable) sous P’action de B. Le th¢oréme I
peut donc étre énopce sous une seconde forme :

Théoréme I' : Si deux opérateurs 4 et B commutent, tout sous-espace propre
de A est globalement invariant sous laction de B. T
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B. Théoréme 11

Si deux observables A et B commutent, et si |, > et | ¥, > sont deux vecteurs
propres de A de valeurs propres différentes, l'élément de matrice { , ’ B'] W, > est
nul.

En effet, si | {7, > et |, > sont des vecteurs propres de A, on peut écrire :

A | Wy == al,l Wy

Ay = ay [, (D-47)
Draprés le théoréme 1, le fait que 4 et B commutent entraine que B |, > est vecteur
propre de A, avec la valeur propre a,. B | W, > est donce (¢f. § D-2-a) orthogonal
a [y, > (vecteur propre de valeur propre a; # a,), ce qui peut s’écrire :

(Y[ Bly,> =0 (D-48)

Le théoréme est donc démontré. On peut d’ailleurs en donner une autre
démonstration, sans faire intervenir le théoréme I : 'opérateur [A, B] étant nul,
ona: ‘

(g | (AB — BA) [y = 0 (D-49)
En utilisant (D-47) et hermiticité de 4 [¢f. équation (D-25)], on obtient :
Uy [AB sy = ay | B |

<l//1|BA]lﬁ2>::a2<lﬁ1|B‘lﬁz> (D-50)
et 'on peut réécrire (D-49) sous la forme :
(ay — a)) { Yy 'B|‘//7> = 0 (D-51)

Comme par hypothése (a; — a,) n’est pas nul, on en déduit (D-43).

Y. Théoréme fondamental 111

Si deux observables A et B commutent, on peut consiruire une base orthonormée
de l'espace des états constituée par des vecteurs propres communs d A et B. .

Considérons deux observables, A‘_,:ét B, qui- commutent. Afin de simplifier les
notations, nous allons supposer que leur spectre est entiérement discret. Puisque 4

est une observable, il existe au moins un systéme orthoriormé de vecteurs propres .
de A4 qui forme une base dans 'espace des états &. Nous noterons ces vecteurs lup> :*

Alu}> =a,lu}> 3 n=12,..
g P=1,2 .4, | (D-52)

g, est le degré de dégénérescence de la valeur propre a,, c’est-a-dire la dimension ™

du sous-espace propre &, correspondant. Nous avons :
< url; ’ ur;i> = 5nn’ 6ii’ (D*53)

Quelle est I’allure de la matrice représentant B dans la base { | 4, > } ? Nous savons
(cf. théoréme 11) que les éléments de matrice ( u) | B | u,. > sont nuls lorsque n # »’
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(par contre, nious ne pouvons rien dire a priori sin = n’ et i # i’). Rangeons les
vecteurs de base | u, > dans Pordre :

1,1 2 g . 1 4 . 1

Ll o, [ ud >, fufty 5 [ug s s Jud) | u3 >, e
Nous obtenons alors pour B une matrice « diagonale par blocs », ¢’est-a-dire de la
forme :

e &, | &
s 0 0 |0
= R
&, 0 /// 0 |0
el 0o | 0 240 (D-54)
o 0] 0

(seules les parties hachurées contiennent des éléments de matrice non-nuls).
Le fait que les sous-espaces propres &, soient globalement invariants sous l'action
de B (cf. § o) apparait clairement sur cette matrice.

Deux cas peuvent alors se présenter :

(i) Lorsque g, est une valeur propre non-dégénérée de 4, il existe un seul
vecteur propre \ u, » de 4, de valeur propre a, (Pindice i dans \ u, > est alors inutile) :
Ja dimension g, de &, est égale & 1. Dans la matrice (D.54), le « bloc » correspondant
se réduit alors a une matrice 1 x 1, ¢’est-d-dire & un simple nombre. Dans la
colonne associée & | u, », tous les autres eléments de matrice sont nuls. Ceci traduit
le fait (¢f. § a-i) que | u, > est un vecteur propre commun a A et B.

(i) Lorsque a, est une valeur propre dégénérée de 4 (g, > 1), le « bloc »
représentant B dans &, n’est en général pas diagonal : les ‘ u' > ne sont pas en général
vecteurs propres de B.

‘ On peut toutefois remarquer que, I'action de 4 sur chacun des g, vecteurs | u; >
se réduisant 2 une simple multiplication par a,,la matrice représentant la restriction
de A4 a Vintérieur de &, est égale a g,/ (ol [ est la matrice unité g, x ¢,). Cela traduit

» le fait qu'un ket quelconque de &, est vecteur propre de 4 avec la valeur propre a,,.

Le choix, dans &, ,d"une base telle que { | uld;i=1,2,..,49,} est doncarbitraire :
qu%.lle que soit cette base, la matrice représentant 4 dans &, est toujours diagonale
etfégale 4 a, 1. Nous allons utiliser cette propriété pour obtenir une base de &,
constituée de vecteurs qui soient aussi vecteurs propres de B.

. ¥ % La matrice représentant B dans &,, lorsque la base choisie est
i o , . :
{uldsi=1,2,0 8.}
a pour ¢éléments : )
B = Cuy | Blul> (D-55)

Cette matrice est hermitique (B = ), puisque B est un opérateur hermitique.
" Elle est donc diagonalisable, c’est-a-dire qu’on peut trouver dans &, une nouvelle
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base { |vi>;i=1,2,..,9,} sur laquelle B sera représenté par une matrice dia-
gonale : ’

Co | Blo)> = pMs, (D-36)
Cela signifie que les nouveaux vecteurs de base dans &, sont vecteurs propres de B :
B ’ viy = g | vl (D-57)

Comme nous I'avons vu plus haut, ces vecteurs sont automatiquement vecteurs
propres de A4 avec la valeur propre a, puisqu’ils appartiennent a &,. Insistons sur le
fait que les vecteurs propres de A associés a des valeurs propres dégénérées ne sont pas
Jorcément vecteurs propres de B, ce que nous venons de montrer, c’est qu’il est
toujours possible de choisir, dans chaque sous-espace propre de A, une base de
vecteurs propres communs d A et B.

Si nous effectuons cette opération dans tous les sous-espaces &, , nous obtenons
une base de &, formée de vecteurs propres communs & 4 et B. Le théoréme est donc
déemontré.

REMARQUES :

(1) A partir de maintenant, nous désignerons par [u > les vecteurs propres

communs & 4 et B.
Alut >
B|u,,p :b[ui> (D-58)

n.p

]
2
=
%

Les indices n et p qui figurent dans | u, ., » permettent de repérer les valeurs
propres a, et b, de 4 et B; l'indice supplémentaire i sert éventuellement a
distinguer les différents vecteurs de base qui correspondent aux mémes
valeurs propres «, ¢t b, (§ b ci-dessous).

(#i) La réciproque du théoréme III est trés simple a démontrer : s’il existe une
base de vecteurs propres communs a 4 et B, ces deux observables commutent.
En effet, de (ID-58), on déduit aisément :

AB |u} > =b, A]u,,p>-b a, lu ,p>

BA | unfp >=a, B| un,p =y bp | u np D (D-59)

et, en retranchant ces égalités :

[A4,B)|u,>=0 (D-60) -

Cette ¢galité est valable quels que soient i, n, p; comme par hypothése les
vecteurs | u,’, > forment une base, (D-60) entraine que [4, B] = 0. ,

(i) 1l nous arrivera, dans la suite, d’avoir a résoudre I’équation aux valeurs
propres d'une observable C telle que :

C=A4A+ B avec [4,B] =0 (D-61)

ou A et B sont aussi des observables.
Lorsqu’on connait une base { |u >} de vecteurs propres communs
a A et B, le probléme est résolu. En eITet on voit immédiatement que | u,’ p
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est auss1 vecteur propre de C, avec pour valeur propre a, + b,. Le fait que
{|u,’, > } constitue une base est évidemment essentiel : il permet par exemple
de montrer aisément que toutes les valeurs propres de C sont de la forme
a, + b
n 12

b. ENSEMBLES COMPLETS* D'OBSERVABLES QUI COMMUTENT (E.C.0.C.)%*

Considérons une observable 4, et une base de & constituée de vecteirs propres
{ ul > de A. Si aucune des valeurs propres de 4 n’est dégénérée, les divers vecteurs
de base de & peuvent étre repérés par la valeur propre a, (I'indice i dans | ul > est
dans ce cas inutile). Tous les sous-espaces propres &, étant alors de dimension 1,
la donnée de la valeur propre détermine de maniére unique le vecteur propre
correspondant (3 un facteur multiplicatif prés). En d’autres termes, il existe une
seule base de & formée avec des vecteurs propres de 4 (nous ne considérons pas
comme distinctes deux bases dont les vecteurs sont proportionnels); on dit alors que
I'observable /A4 constitue a elle seule un E.C.0.C. -

Si au contraire certaines valeurs propres de 4 sont dégénérées (il suffit que
I'une d’elles le soit), la situation est différente : la donnée de a, ne suffit plus
toujours a caractériser un vecteur de base, puisqu’aux valeurs propres dégénérées
correspondent plusieurs vecteurs indépendants. Dans ce cas, la base des vecteurs
propres de 4 n’est évidemment plus unique : on peut, en effet, prendre n’importe
quelle base a I'intérieur de chacun des sous-espaces propres &, de dimension supé-
ricure a 1.

Prenons alors une autre observable B qui commute avec 4, et construisons
une base orthonormée de vecteurs propres communs a A et B. Par définition,
A et B forment un E.C.O.C. si cette base est unique (a un facteur de phase prés
pour chacun des vecteurs qui la constituent), c’est-a-dire si, a chacun des couples
possibles de valeurs propres { a,,b, } il correspond un seul vecteur de la base.

REMARQUE :

Au § a, nous avons construit une base df vecteurs propres communs a 4 et B en
résolvant I’équation aux valeurs propres de Balntérieur de chaque sous-espace propre &,,.
Pour que 4 et B constituent un E.C.0.C,, il faut et il suffit que, a Pintérieur de chacun
de ces sous-espaces, les g, valeurs propres de B soient toutes distinctes : comme tous
les vecteurs de &, correspondent & la méme valeur propre a, de 4, les g, vecteurs l vl >
peuvent alors éire distingués par la valeur propre de B qui lcur est associée. Notons bien
qu nest pas nécessaire que toutes les valeurs propres de B soient non- dégénérées : des
vecteurs | v, > appartenant a deux sous-espaces &, distincts peuvent avoir la méme valeur
propre pour B, D’ailleurs, si toutes les valeurs propres de B étaient non-dégénérées, il
suffirait de prendre B seul pour avoir un E.C.O.C.

" Si, pour au moins .un des couples possibles {a,,b, }, il existe plusieurs

‘vecteurs indépendants qui soient vecteurs propres de 4 ‘et B avec ces valeurs propres,

* Le mot complet est employé ici dans un sens qui n’a rien 4 voir avec ceux signalés dans la note
du § A-2-a, p. 97. Cet emploi du mot complet est consacré par 'usage en mécanique quantique.

** Pour bien comiprendre les notions importantes introduites dans ce paragraphe, il est recom-
mandé au lecteuf de s’appuyer sur un exemple concret tel que celui qui est developpe dans le complément Hy,

" .(exercices corrigés 11 et 12).
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Pensemble { 4, B } n’est pas complet. Ajoutons-lui alors une troisiéme observable C
qui commute a la fois avec 4 et avec B. On peut reprendre le méme raisonnement
qu'au § a ci-dessus, en le généralisant : lorsqu’au couple { a,,b, } correspond un
seul vecteur, celui-ci est forcément vecteur propre de C; s’il en existe plusieurs, ils
forment un sous-espace propre &, ,, dans lequel il est possible de choisir une base
constituée de vecteurs qui soient aussi vecteurs propres de C. On construit ainsi,
dans Iespace des états, une base orthonormée formée de vecteurs propres communs
ad,BetC. A, Bet Cforment un E.C.O.C. si cette base est unique (a des facteurs prés),
c’est-a-dire si la donnée d’un ensemble possible de valeurs propres { a,, b,, c, }
de A4, B, C caractérise un seul des vecteurs de cette base. Si ce n’est pas le cas, on
ajoutera éventuellement & A4, B, C une observable D qui commute avec chacun de
ces trois opérateurs, et ainsi de suite. De maniére générale, nous sommes donc
conduits a poser : :
Par définition, un ensemble d'observables A, B, C... est appelé ensemble complet
d’observables qui commutent si:

(i) toutes les observables A, B, C... commutent deux d deux,

(ii) la donnée des valeurs propres de tous les opérateurs A, B, C... suffit
a déterminer un vecteur propre commun unique (3 un facteur multiplicatif prés).

On peut encore dire, ce qui est équivalent :
Un ensemble d’observables A, B, C... est un ensemble complet d'observables qui
commutent s'il existe une base orthonormée de vecteurs propres communs, et si celie
base est unique (aux facteurs de phase prés).

Les E.C.O.C. jouent un réle important en mécanique quantique. Nous en
verrons de nombreux exemples dans la suite (voir en particulier le § EMZ-S).

REMARQUES :

(B Si {A,B} est un E.C.O.C,, on peut obtenir un autre E.C.0.C. en lui
adjoignant n’importe quelle observable C, i condition bien sir qu’elle
commute avec 4 et B. Cependant, on convient généralement de s’en tenir a
des ensembles « minimaux », ¢’est-a-dire qui cessent d’étre complets lorsqu’on
en exclut une quelconque des observables.

(i) Soit {4, B,C..} un ensemble C(;mplet d’observables qui commutent.

Puisque la donnée des valeurs propres a,, b,, c,,... suffit a caractériser un ket
. (53
de la base correspondante (& un facteur prés), on note parfois ce ket

| @y, b,y » '
(@i)y Pour un systéme physique donné, il existe plusieurs ensembles complets

d’observables qui commutent. Nous le verrons déja, sur un cas particulier,

au § E-2-d.

E. DEUX EXEMPLES IMPORTANTS A et e
DE REPRESENTATIONS ET D'OBSERVABLES

Dans ce paragraphe, nous allons revenir a I'espace # des fonctions d’onde
d’une particule, ou plus exactement a P'espace des états &, qui lui est associé, et que

nous définissons de la fagon suivante. A toute fonction d’onde y(r), on fait cor-
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respondre un ket |y ) appartenant a &,; cette correspondance est lineaire. De plus,
Je produit scalaire de deux kets coincide avec celui des fonctions qui leur sont
associées :

Colwy = [er ot v (B-1)
&, est alors I'espace des états d’une particule (sans spin).

Nous allons définir et étudier, dans cet espace, deux représentations et deux
opérateurs particuliérement importants, puisque nous lgs assotierons, au chapitre I,
a la position et a Pimpulsion de la particule considérée. Ils vont de plus nous
permettre d’appliquer et d’illustrer les notions que nous avons introduites dans les
paragraphes précédents.

1. Les représentations {|r>} et {|p >}

a. DEFINITION

Aux § A-3-a et A-3-b, nous avons introduit deux « bases» particuliéres
de 1 { £, (r) Jet {v,(0) }. Flles ne sont pas constituées de fonctions appartenant
aF:. ’

Eor) = Ox — o) (E-2-a)

v, (0) = Q)2 e® ‘ (E-2-b)

Cependant, toute fonction de carré sommable suffisamment réguliére peut Etre
développée sur I'une ou I'autre de ces « bases ».

C’est pourquoi nous supprimerons les guillemets et ferons correspondre un
ket a4 chacune des fonctions de ces bases (cf. § B-2-¢). Le ket associé a £, (r) sera
simplement noté | ry >, et celui associé & v, (r), | Po »

) == |15 > (E-3-a)
Opo() <> | o (E-3-b)

A partir-des bases { &, (r) } et { v,,(r) } de &, nous definissons ainsi dans &,
deux représentations : la représentation {|r, > } et la représentation { Lpo >}
Un vecteur de base de la premiére est caractérisé par trois « indices continus »
xg yo et z, qui sont les coordonnées d’un point dans I'espace a trois dimen'siops; .
56ur la seconde, les trois indices sont aussi les composantes d’un vecteur ordinaire.

RELATIONS D'ORTHONORMALISATION ET DE FERMETURE.

Calculons { ¥, | rp ». Par définition du produit scalaire dans &, :

0&%>a%&cmqgm=am~w) (E-4-a)
ol on a utilisé la relation (A-55). De méme :
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P85 = [ 030) 06) = o000 = 00 o

d’aprés (A-47). Les bases que nous venons de définir sont donc orthonormeées au
sens large.

Le fait que I"ensemble des | r, > ou celui des | p, > constitue une base dans &,
peut s’exprimer par une relation de fermeture dans &;, qui s’écrit de manicre
analogue a (C-10), a condition toutefois de sommer sur tr01s indices au lieu d’un
seul.

On a donc les relations fondamentales :

Cro |ty = 0t — 1) (3) | <bo B> = om0 — Bo) ()
Jd:’ro |ro > (x| = 1 (b) | fd:’po | po > < by | =T () (E-5)
C. COMPOSANTES D'UN KET

Considérons un ket | i > quelconque, correspondant 4 la fonction d’onde y(x).
Les relations de fermeture précédentes permettent de I'écrire sous 'une des deux
formes :

iw>:ﬂmw%>uuw>  ®6a)
Id/>xjd3po|po><po|t#> (E-6-b)
On peut calculer les coefficients < o | > et < po | ¥ > par les formules -
<mlw>:ffr§y>wn (E-7-a)
ﬂmW>=Jﬁr%®¢® (7)
On trouve alors : ‘
Cro [0 = vy (E-50)
(oW = o) (E-8-b)

ol Y(p) est la transformée de Fourier de Y(r).

La valeur Y(x,) de la fonction d’onde au point v, apparait donc comme la compo-
sante du ket | > sur le vecteur de base | ¥, > de la représentation { |1, > }; la
« fonction d’onde dans I'espace des impulsions » i(p) s’interpréte de fagon analogue.
La possibilité de caractériser 1 ¥ > par Y(r) est donc simplement un cas particulier
des résultats du § C-3-a. :
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Par exemple, pour | ¢ » = | p, >, la formule (E-8-a) donne : ;
Cro [ B> = vpfty) = ()32 5™ (E-9)
Pour | ) = |ry ), le résultat est bien en accord avec la relation d’orthonormali-
sation (E-5-a) 1 -
(g | 1h > = Eulrg) = S(rg — 15) , (E-10)

Maintenant que nous avons réinterprété la fonction d’onde Y(r) et sa trans-
formée de Fourier /(p), nous allons noter | ¥ > et | p >, au lieu de |r, > et |pg >
les vecteurs de base des deux représentations que nous étudions ici. Ainsi, les
formules (HE-8) s’écriront :

Cr g =g (E-8-a)
Cp D = Yip) (E-8-b)
et les relations (E-5) d’orthonormalisation et de fermeture : 7
= (r — 1) (a) Cplp > =0 —p) ()

jd3r|r><r| =1 (b) Jd3pip><p‘ = (d) (E-5)

Bien entendu, r et p sont toujours considérés ici comme deux ensembles d’indices
continus, { x, y, z } et { p,,p,,p, } permettant de repérer les kets de base des repré-
et {|p) } respectivement.

Soit alors une base orthonormée { u,(x) } de #. A chaque u(r) on associe un ket |u,> de &,.
L’ensemble { | u; > } forme une base orthonormée dans &,; il vérifie donc la relation de
fermeture :

Z‘qu><ui.lm‘ﬂ (E-11)

Prenons 1’élément de matrice de chacun des deux membres de (E-11) entre | ¥ > et |1’ ) :

2rfuy Ly ) (B-12)
D’aprés (E-8-a) et (E-5-a), cette égalité s’écrit :
S ufr) utl) = o —r) (E-13)

/ i
La, relation de fermeture sur les {u (r) } [formule (A- 32)] est donc simplement la traduction,
dans la représentation { | r) }, de la relation de fermeture vectorielle (E-113.

PRODUIT SCALAIRE DE DEUX VECTEURS

Nous avons défini le produit scalaire de deux kets de &, comme étant celui
des fonctions d’onde associées dans # [équation (E-1)]. A la lumiére du § ¢
précédent, cette definition apparait simplement comme un cas particulier de la
formule (C-21). En effet,- on retrouve (E-1) en insérant la relation de fermeture

"(ESb)entre<<p]et]x,Z/>.
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<(Pll//>-‘-“«fd3r<</)|r><r!tﬁ> (E-14)

et en interprétant comme en (E-8-a) les composantes (r |y > et {r|¢ >
Si 'on se place dans la représentation { | p > }, on redémontre une propriété
bien connue de la transformation de Fourier (appendice I, § 2-c) :

<<p|xp>:fd3p<(pfp><p|w>\

_ f P 5*0) W) (E-15)

e. PASSAGE DE LA REPRESENTATION {|r )} A LA REPRESENTATION { lp >}

I s’effectue selon la méthode indiquée au § C-5, la seule différence venant ©
du fait que nous avons affaire ici & deux bases continues. Le passage d’une base
a lautre fait intervenir les nombres :

Crlp> = plrd* = Q2nn) 32 P (E-16)

Un ket donné | ) est représenté par {r | > = y(r) dans la représentation
{|r>}, etpar<ply ) = (p) dans la représentation { | p > }. Nous savons déja
[formule (E-7-b)] que y(r) et Y (p) sont reliées par la transformation de Fourier.
C’est bien ce que donnent les formules de changement de représentation :

<rw>=jd3p<r;p><pw>

soit :

Y(r) = 2nk)~>? Jd3p " Y(p) (E-17)
Inversement : |

<plw>=Jd3r<p!r><r|w>
Cest-a-dire :

V(p) = (2nh) 2 J Pr e ) (E-18)

En appliquant la formulé générale (C-56), on peut passer aisément des
¢léments de matrice (1’| 4 |r) = A(r’,r)d’un opérateur 4 en représentation { | r) }

aux éléments de matrice {p’ | A |p > = A(p’, p) du méme opérateur en représen-

tation { |p > }:

AP, p) = (2nh) ™3 Jd% Jd%' en™ ) e )

Une formule analogue permet de calculer A(x', r) a partir de A(p’, p).

(E-19)
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2. Les opérateurs R et P

a. DEFINITION

Soit | ¢ » un ket quelconque de &, et {r | > = Y(x) = Y(x, y, 2) la fonction
d’onde correspondante. Par définition de Popérateur X, le ket :

W'D =Xy

est représenté, sur la base { |r ) }, par la fonction {r [y’ ) = ¢'(r) = Y/'(x, y, 2)
Jtelleque :

Y'x, v, 2) = x Y, y, 2) (E-21)

En représentation {|r ) }, I'opérateur X coincide donc avec I'opérateur
multiplication par x. Bien que nous caractérisions X par la facon dont il transforme
les fonctions d’onde, c’est un opérateur agissant dans Pespace des états £,. On
introduit de maniére analogue deux autres opérateurs, ¥ et Z. Nous définissons
donc X, Y et Z par les formules : :

(E-20)

| Xy =x{r|y> (E-22-a)
<r|Y]l//>::y<r|z//> (E-22-b)
el Z Yy =2z r|y> (E-22-¢)

ou les nombres x, y, z sont précisément les trois indices repérant le ket |r ).
X, Y et Z seront considérés comme les « composantes » dun « opérateur vecto-
riel » R : pour P'instant, il s’agit la simplement d’une notation condensée, suggérée
par le fait que x, y, z sont les composantes du vecteur ordinaire r.

La manipulation des opérateurs X, Y, Z est particuliérement simple en repré-
sentation { |r ) }. Par exemple, pour calculer I'¢lément de matrice { ¢ | X | >,
il suffit d’intercaler la relation de fermeture (E-5-b) entre { ¢ | et X, et d’utiliser
la définition (E-22) :

<<p1x1w>=jd3r<<p|r><r|xw>

~ [ o) x wto (-23)

{1,;
s On définit de méme 'opérateur vectoriel P par ses composantes Py, P, P,,
dént P’action, en représentation { | p > }, est donnée par :

¢

f

v o

(E-24-a)
| Py =p, <ol U (B-24-b)
CplP Yy =p,{p|yYy> (E-24-c)

oup,,p,,p;sont les trois indices qui apparaissent dans le ket |p .
Cherchons comment 'opérateur P agit en représentation { |r ) }. Il suffit
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pour cela (§ C-5-d) d’utiliser la relation de fermeture (E-5-d) et la matrice de chan-
gement de base (E-16) :

<r[z..>%m¢>mfdapmpxplpxlw

(E-25)

== (2nh) ™32 fdap e«ﬁp,rp;c . )

On_reconnait alors, dans (E-25), la transformée de Fourier de p, Y(p), c’est-a-dire

h. o . .
e ¥ (r) [appendice 1, relation (38-a) |. Donc :

el Py =Tvcelys (B26)

En représentation { |r > }, 'opérateur P coincide avec I'opérateur différentiel 2 h

appliqué aux fonctions d’onde. Le calcul, en représentation { [r>}, d'un element
de matrice tel que ( @ | P, |y ) s’effectue donc de la maniére suivante :

<(/>|lelﬁ>f:fd3r<¢lﬁ"><rll’x|¢>

= Jaer ot [ 22 vy e

On peut également se placer dans la représentation { |r > }, et calculer Tes
commutateurs entre les opérateurs X, Y, Z, P_, P,, P, Par exemple

Kr|[X, Py ) = x| (XP, mPX)’l//)

:x<r|P|tp>»~—»—-~—- [XI!//)
“ =ﬁx* |w>~m~m<ww>
= ih(rlt//) (E-28)

Ce calcul étant valable pour | ¥ ) quelconque et pour n’importe quel ket de base |r >

on en conclut que* :

[X,P,] = ihw (E-29) )

On trouve de la méme fagon tous les autres commutateurs entre les composantes .

de R et celles de P. Nous écrirons le résultat sous la forme :

[Ri’Rj} =0
P,P] =0 ij=1,2,3 (E-30)
[P;.P; J

[R,.,Pj] = ihd

ij

* Le commutateur [X, P,] est un opérateur, et I'on devrait en toute rigueur écrire [Xx, P.] = ih1.
Nous confondrons désormais de plus en plus souvent I'opérateur 1dent1te T avec le nombre 1, sauf lorsqu’il
sera important de faire la distinction.

o
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ou Ry, R,, Ry, et Py, P,, P, désignent respectivement X, ¥, Z et P, , P, P,.
Les formules (E-30) sont appelees relations de commutation canoniques.

5
4
b. R ET P SONT HERMITIQUES N&K/Z/

Pour montrer par exemple que X est un opérateur hermitique, il suffit
d’utiliser la formule (E-23) :

ColX |y = fd% o) x Y)

SIGECE ot |

=YX o (E-31)

D’apres le.§ B-4-e, I'égalité (E-31) est caractéristique d’un opérateur hermitique.
Des démonstrations semblables prouvent que Y et Z sont aussi hermitiques.
Pour P, P, et P,,on peut utiliser la représentation { } p > }, et les calculs sont alors
I analogues aux précédents.

II est intéressant de retrouver que P est hermitique 4 partir ‘de I'équation (E-26), qui
donne son‘action en représentation { |r) }. Reprenons par exemple la formule (E-27) et intégrons
par parties : : RN

+ o

<<p1P W>~f de dzf dx fp*(ﬁ”)“aa} ver)

o sl o}

L’intégrale qui donne le produit scalaire { ¢ | > étant convergente, ¢*(r) y(x) tend vers zéro
quand x — o0 ; le terme intégré est donc nul, et :

Colplvs = =2 [er vy o0
i h 5 *
~[Hfer vrw Lo

PTArS: )

"
&
On voit que la présence du nombre imaginaire i est essentielle : Popérateur d1ﬂerentlel~é—;,

agi‘%éant sur les fonctions de &, n’est pas hermitique, a cause du changement de signe qu’introduit

! 0 ho
Pintégration par parties; par contre, i-— I’est, comme —-—
in @g par p p‘ I N

@ FEL

c. VECTEURS PROPRES DE R ET P

Considérons I'action de l'opérateur X sur le ket |r, »; d’aprés (E-22-a),
nous avons : e,

<ryX§ro>_x<ryr0 > =x O — 1) =x, O — rg) = x {1 |1y > (E-34)
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Cette egalité exprime que les composantes, en représentation { |r >}, duket X |r, >
sont égales a celles du ket | ¥, », multipliées par x,; on a donc :
Xeg D> = xo |15 (E-35)

Un raisonnement analogue nous montre aisément que les kets | ro > sont également
yectfzurs propres des opérateurs Y et Z; en supprimant indice zéro qui devient alors
inutile, on peut écrire :

X|r>::x{r>m

Yiey=y|r) (E-36)
Ziry=z|r)

Les kets | r ) sont donc les kets propres communs & X, Y et Z; nous justifions ici
la notation | r ) choisie plus haut : chaque vecteur propre est repéré par un vecteur r,
dont les composantes x, y, z représentent trois indices continus correspondant aux
valeurs propres de X, ¥, Z.

Des arguments semblables peuvent étre développés pour "opérateur P en se
plagant, cette fois, en représentation { \ p > }; on obtient alors :

P.lpy=p.lp>
P> =p,[p> (E-37)
P lp>=p,|p>

REMARQUE :
On peut aussi -démontrer ce résultat en partant de 'équation (E-26) qui

donne 'action de PP en représentation { | r > }; en utilisant (E-9), on trouve :

h o h B L.
(r'Px|p>::mi_a-;<r|p>:mi (2nh) 3/Zehpf

9
0x
=p, Quh)y~¥?ei™ = p (r|p) (E-38)

Toutes les composantes du ket P_|p) en représentation {|r) }

s’obtiennent en multipliant celles de | p > par la constante p, : | p > est ket °

propre de P, avec la valeur propre p,.

d. R ET P S8ONT DES OBSERVABLES

Les relations (E-5-b) et (E-5-d) expriment que les vecteurs { |r ) } et les
vecteurs { | p > } constituent des bases dans &,. Donc, R et P sont des observables.
' De plus, la donnée des trois valeurs propres x,, y,, z, de X, Y, Z détermine de
mani¢re unique le vecteur propre correspondant | r, > : en représentation { [r ) },

ses coordonnées sont §(x — x)0(y — yo)d(z — z,). L’ensemble des trois opé-
rateurs X, Y, Z constitue donc un E.C.O.C. dans &..
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On montrerait de méme que les trois composantes P, P,, P, de P constituent
elles aussi un E.C.0.C. dans &,.

Notons que, dans &,, X ne constitue pas a lui seul un E.C.O.C. : l'indice x,
étant fixé, y, et z, peuvent prendre des valeurs réelles quelconques, de sorte que
chaque valeur propre x, est infiniment dégénérée. Par contre, dans I'espace des
états &, d’un probléme & une dimension, X constituerait un E.C.O0.C. : la valeur
propre x, déterminerait de maniére unique le ket propre ['xo > correspondant, ses
coordonnées étant 6(x — x,) en représentation { | x > }.

REMARQUE :

Nous avons trouvé deux E.C.O.C. dans &,,{ X, ¥, Z } et { P, P,, P, }. Nous en
rencontrerons d’autres plus loin. Signalons par exemple ensemble { X, P,, P, } : ces
trois observables commutent [équations (B-30)]; d’autre part, si 'on se fixe les trois
valeurs propres Xxo, po, et po,, il leur correspond un seul ket, la fonction d’onde associée
s’écrivant :

1 i-(poy.v+ Po. 2)
Vsosponupo, (% V> 2) = O(x = Xo) = el ’ (E-39)

F. PRODUIT TENSORIEL D'ESPACES D'ETATS™

1. introduction

Nous avons introduit ci-dessus Pespace des états d’un systeme physique
4 partir de la notion de fonction d’onde pour une particule. Cependant nous avons
raisonné sur des fonctions d’onde, tantdt & une, tantdt & trois dimensions. Or il est
clair que I'espace des fonctions de carré sommable n’est pas le méme suivant qu’il
s’agit de fonctions d’une variable y(x) ou de trois variables ¥(x) : &, et &, sont donc
des espaces différents. Toutefois &, apparait essentiellement comme une généralisa-
tion de &, . Existe-t-il une relation plus précise entre ces deux espaces ?

Nous allons, dans ce paragraphe, définir et étudier I'opération de produit
tensoriel d’espaces vectoriels™* et lappliquer a des espaces d’états. Elle nous
fournira en particulier une réponse a la question qui vient d’€tre posée : on peut
construire &, a partir de &, et de deux autres espaces, &, et &,, qui lui sont

isomorphes (§ F-4-a ci-dessous).

De la méme fagon, nous aurons a nous préoccuper plus loin (chapitres IV
et IX) de Pexistence, pour certaines particules, d’un moment cinétique intrinseque
ou spin : outre Ies degrés de liberté externes (position, impulsion), que I'on traite

T partir dés observables R et P définies dans &,,il faudra tenir compte de degres

de liberté internes, et introduire des observables de spin agissant dans un espace
dq@zﬁyétats de spin &,. L’espace des états & d’une particule a spin apparaitra alors
comme le produit tensoriel de &, et &,.

¥ & Enfin, la notion de produit tensoriel d’espaces d’états permet de résoudre
Je probléme suivant. Soient deux systémes physiques isolés, (S;) et (S,) (ils sont
par exemple suffisamment éloignés I'un de I'autre pour que leurs interactions soient

* Ce paragraphe F n’est pas indispensable a la lecture du chapitre 111. On pourra le reprendre
ultérieurement au momefff-ou il faudra, utiliser le produit tensoriel (compléments Dy et Dyy ou cha-

pitre IX). :

** Cette opération est quelquefois appelée « produit kroneckérien ».
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parfaitement négligeables) ; les espaces des états correspondant a (S;) et (8,) sont
respectivement &, et &,. Supposons maintenant que nous considérions I'ensemble
de ces deux systémes comme formant un systéme physique unique (S) (ce qui
devient indispensable lorsqu’ils sont suffisamment proches pour interagir). Quel
est alors Pespace des états & du systéme global (S)?

On voit donc combien les définitions et résultats de ce paragraphe sont utiles
en mécanique quantique.

2. Définition et propriétés du produit tensoriel

Soient deux* espaces, &, de dimension N, et &, de dimension N,
(N, et N, pouvant étre finis ou infinis). Vecteurs et opérateurs de ces espaces seront
affectés d’un indice, (1) ou (2), suivant qu’il s’agit de &, ou &,.
a. ESPACE PRODUIT TENSORIEL &
a.  Définition

Par définition, I’espace vectoriel & est appelé produit tensoriel de & et &, :

£=6 846, (F-1)

@(1) > appartenant & &, et | x(2) » appartenant a &,
on associe un vecteur de &, note**;

lo()> @ [ 2(2)> (¥-2)

que I'on appelle produit tensoriel de | p(1) > et | x(2) >, cette correspondance vérifiant
les conditions suivantes :

(i) Elle est linéaire par rapport & la multiplication par les nombres complexes :

[AleM>] @ [x@> = [e) > @ | 22 >]
L)) @ [1]2x2>] = plleM> @ |x>] (F-3)

(ii) Elle est distributive par rapport a 'addition vectorielle :

o> ® [1 712> + | 1:2>] = e(D)> @ | 1:D > + | o)) ® | 12(2)>
o>+ | e(D>]® |22

“Wo

= o (1)>® [ 12> + 9> @ 22> (F-4) »

(iif) Lorsqu’on a choisi une base dans chacun des espaces &, et &5, { | u(1) > }
pour &, et { | v,(2) > } pour &,, 'ensemble des vecteurs | u,(1) > ® | v,(2) ) constitue
une base dans &. Si N, et N, sont finis, la dimension de & est par conséquent N;N,.

* Les définitions suivantes s’étendent sans difficulté au produit tensoriel d’un nombre fini d’es-
paces.

** Ce vecteur peut &tre noté indifféremment | @(1))> ® | x(2)> ou | x(2)> ® [o(1)> : Pordre
des deux vecteurs est sans importance.

154

‘F. PRODUIT TENSORIEL D'ESPACES D'ETATS

B. Vecteurs de &

(/) Considérons d’abord un vecte
que soient | @(1) > et | (2) >, on peut les décomposer sur les bases { | u(1) > } et
{ | v,(2) > } respectivement :

[o()> = 3 a;| u1) >
| 22) > =3 bi| 02) > (F-5)
i

D apres les proprietes enome(,s au § o, le développement du vecteur | (1) > ® | x(2) >
sur la base { |u,(1)> @ | v,(2) ) } s'éerit :

()Y ® | 2(2) >—La*b}u(l>®|v, (F-6)

Donc, les compo,mntes d'un vecteur produit tensoriel sont les produits des
composantes des deux vecteurs.du produit.

(if) 1l existe dans & des vecteurs qui ne sont pas des produits tensoriels d’un
vecteur de & par un vecteur de &,. En effet, puisque { { u{l)> ® | v,(2) > } constitue
par hypothese une base dans &, le vecteur le plus général de & a pour expression :

|W>“7611|“ )>® |02 ¥-7)

Ftant donnés N,N, nombres complexes ¢; , quelconques, on ne peut pas toujours
les mettre sous la forme de produits, 4,6,, de N, nombres a; par N, nombres b,.
Donc, il n’existe pas en général de vecteurs | (1) > et | ¥(2) > dont ] ¥ > soit le produit
tensoriel. Cependant, un vecteur quelcongue de & peut toujours étre décomposé en
une combinaison linéaire de vecteurs produits tensoriels, comme le montre la for-
mule (F-7).

Y. Produit scalaire dans &

L’existence de produits scalaires dans &, et &, permet d’en définir également
un dans &. On deﬁmt d’abord le produit scalalre de| () x2)>=| () > ® | x(2) >

par | @'(1) y'(2)> = | o' (1)> ® | x'(2) > en posant :
Co'tl) 12 |<P 21(2)> =o' () o) > <A@ | 2(2) > (F-8)

Pour deux vecteurs quelconques de &, il suffit.alors d’utiliser les propriétés
foﬁﬁamentales du produit scalaire [equatnons (B-9), (B-10) et (B-1 1)], puisque chacun
de c¢s vecteurs est une combinaison linéaire de vecteurs produ1ts tensorlels

% On remarque en particulier que la base { [ #,(1) v,(2))> =] u,(1))> ® | v,(
est orthonormee si chacune des bases { | u,(1) ) } et { [,(2) > } Pest egalement

Cu(l ) Uz’(z) ’ “i(l) 01(2) > =Lu(l) | u(1)><v,(2) l v (2) >
= 00y (F-9)

155


www.goodprepa.tech

www.goodprepa.tech

CHAPITRE Il LES OUTILS MATHEMATIQUES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE \

b. PRODUIT TENSORIEL D'OPERATEURS

(i) Considérons d’abord un opérateur linéaire A(1) défini dans &,. On lui
associe un opérateur linéaire A(1) agissant dans &, que I'on appelle prolongement
de A(1) dans &, et qui est caractérisé de la maniére suivante @ lorsque l'on
applique A(1) & un vecteur produit tensoriel | (1) > ® | x(2) >, on obtient par
définition :

AD[ o)) @ [ 22)>] = [AD) o) >] @ | 2(2) > (F-10)

L’hypothése que A(1) est linéaire suffit alors a le déterminer complétement.
En effet, un vecteur [1//) quelconque de & peut étre écrit sous la forme (F-7).
La définition (F-10) permet alors de connaitre 'action de A(1) sur |y ) :

AW Yy = e [AD | u) ] @ | v(2) > (F-11)

il

On obtient de fagon analogue le prolongement l§(2) d’un opérateur B(2) défini
initialement dans & ,.

(i) Soient maintenant A(1) et B(2) deux opérateurs linéaires ag?ssant
respectivement dans &, et &,. Leur produit tensoriel A(1) ® B(2) est 'opérateur
linéaire de & défini par la relation suivante qui décrit son action sur les vecteurs
produits tensoriels :

[4D) @ BO][|o(1)> @ [ x> ] = [AD ][> ] @ [BQ) | x(2)>]  (F-12)

Ici aussi, cette définition est suffisante pour caractériser 4(1) ® B(2).

REMARQUES :

€] Les prolongements d’opérateurs sont des cas particuliers de produits tensoriels : si 1)
et 1(2) sont les opérateurs-identités dans &, et &, respectivement, A(1) et B(2) peuvent

s’écrire :
Ay = A @102
B2y =1(1) ® B(2) (F-13)

Inversement, le produit tensoriel A(1) ® B(2) coincide avec le produit ordinaire
des deux opérateurs A~(]) et B2)de & :

A ® BQ) = A)B2) (F-14) .

(i) 1l est facile de montrer que deux opérateurs tels que A(1) et B(2) commutent dans & :

[A(1), B2)] =0 (F-15)

1l suffit pour cela de vérifier que 4(1) B(2) et B(2) A(1) donnent le méme résultat lorsqu’on

les fait agir sur un vecteur quelconque de la base { | uH > ® [ uy@> 1}

AWBR) [u1)) @ |0(2) Y = AD[| () > ® [BQ) | 5(2) >]]

) = [4(D) |u(1)>] ® [BQ) | u2)>] (F-16)
BQAW) [u 1)) ® | 52> = B[4 |u(D)>] @ [5,2)>]
= [4M) () 3] ® [BQ) |u)] (F-17)
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(iiiy  Le projecteur sur le vecteur produit tensoriel | o(1) x(2) > = lo(l)> ® | x(2) >, qui est un
opérateur agissant dans &, s’obtient par produit tensoriel des projecteurs sur [ o) >

et | x(2)> ¢
| (D) x(2) > Co(1) 2(2) | = o) <o) | ® | 12> x| (F-18)
Cette relation découle immédiatement de la définition du produit scalaire dans &.

(iv)  Tout comme pour les vecteurs, il existe des opérateurs de & qui ne sont pas produits
tensoriels d’un opérateur de &, par un opérateur de &,.

c. NOTATIONS

On utilise généralement en mécanique quantique des notations simplifiées
par rapport & celles que nous avons définies ci-dessus. Nous les adopterons ici,
mais il est important de bien les interpréter a la lumiére de ce qui précede.

On supprime d’abord le symbole ® indiquant le produit tensoriel, et on
juxtapose simplement les vecteurs ou opérateurs que I'on multiplie tensoriellement :

W)Y [22))> signifie | (D)) ® [ 1(2)) (F-19)
A(DBQR) signific  A(1) ® B(2) (F-20)

De plus, on note de la méme maniére le prolongement dans & d’un opérateur
de &, ou &, et cet opérateur lui-méme :

A(D) signific ~ A(1)  ou  A(D) (F-21)

Il n’y a pas de confusion possible en ce qui concerne (F-19) : nous n’avons en
effet jamais écrit encore deux kets a la suite I'un de I'autre comme ici. Remarquons
en particulier que I'expression | > | ¢ >, ot | ¢ ) et | ¢ > appartiennent au méme
espace &, n’est pas définie dans cet espace : elle représente un vecteur de l'espace
produit tensoriel de & par lui-méme.

Au contraire, les notations (F-20) et (F-21) sont 1égérement ambigués, surtout
la derni¢re qui confond en un seul symbole deux opérateurs différents; cependant,
on saura les distinguer en pratique par le vecteur auquel est appliqué ce symbole :
suivant qu’il s’agira d’un vecteur de & ou de &, on aura affaire a AN(I) oua A(1) au
sens strict. Quant a la formule (F-20), elle ne pose pas de probléme lorsque &, et &,
sont différents, puisque nous n’avions jusqu’a présent défini que des produits
d’opérateurs agissant dans le méme espace. On peut d’ailleurs considérer A(1) B(2)
comme un produit ordinaire d’opérateurs de &, si 'on interpréte A(1) et B(2) comme
désignant en fait /f(l) et §(2) [équation (F-14)].

Equations aux valeurs propres dans l'espace-produit

Les vecteurs de € qui sont des produits tensoriels d’un vecteur de &, par un
vecteur de &, jouent dans ce qui précéde un rdle important. Nous allons voir
qu’il en est de méme des prolongements d’opérateurs de &, et &,.

EN
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a. VALEURS ET VECTEURS PROPRES D'OPERATEURS PROLONGES

o. Equation aux valeurs propres de A(1)

Considérons un opérateur A(1), dont nous connaissons, dans &, tous les
Gtats propres et valeurs propres. Nous supposerons par exemple le spectre de A(1)
entierement discret :

AD e, =a, [ D> 5 i=12 .9, (F-22)

Nous voulons résoudre, dans &, I’équation aux valeurs propres du prolongement
de A(1) :

AD Yy =2[¢> 5 [¥>eé (F-23)

~ On voit immédiatement, d’apres (F-10), que tout vecteur de la forme
NOD | 2(2) > est vecteur propre de A(1) avec la valeur propre g,, quel que
soit | x(2) >; en effet :.
AD [@uD > [ 1) > = [AM) [ @i >] | 1(2) >
= a, | ol | 7)) (F-24)
Montrons que, lorsque A(1) est une observable dans &,, on obtient ainsi

toutes les solutions de (F-23). L’ensemble des | ¢ /(1) » forme alors une base dans & ;
par conséquent, le systéme orthonormé des vecteurs | y!!> tels que :

[ty = oD |v,2)> . (F-25)
ot { | 4(2) > } est une base de &, forme aussi une base dans &. On connait donc une
base orthonormée constituée de vecteurs propres de A(1) dans &, { | Yy, ce qui
signifie que 'équation (F-23) est résolue.

On en tire les conclusions suivantes :

— Si A() est une observable dans &, c’est aussi une observable dans &.
Ceci résulte du fait que le prolongement de A(1) est hermitique et que { ] iy
constitue une base dans &.

— Le spectre de A(1) est le méme dans & que dans &, : ce sont les mémes
valeurs propres a, qui interviennent dans (F-22) et (F-24).

— Toutefois, une valeur propre a, qui était g, fois dégénérée dans &, a dans.§
le degré de dégénérescence N, x g,. En effet, le sous-espace propre associé a a,
est sous-tendu dans & parles kets |, > = | (1) > |v,(2)) avecnfixéeti = 1,2, ..., g,;

[ =1,2,.., N, Donc, méme si a, est simple dans &, elle est dégénérée (N, fois)

dans &.

Le projecteur sur le sous-espace propre correspondant & une valeur propre a, s’écrit,
dans & [of. (F-18)] :

ZI [ <t = X ol <ol | © | 02) > < 5,(2) |
i il

= 2o <ol ® 1) (F-26)

en utilisant dans &, la relation de fermeture relative a la base { [ 0,(2) » }. Cest donc le prolon-
gement du projecteur P(1) = " | 9i(1) > { ¢i(1)|associé & a, dans &,.

i
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B.  Equation aux valeurs propres de A(1) + B(2)

Nous aurons trés souvent par la suite 4 résoudre, dans un espace produit
tensoriel tel que &, des équations aux valeurs propres pour des opérateurs de la
forme :

C= A1) + BQ) (F-27)

ot A(l) et B(2) sont des observables dont les valeurs et vecteurs propres sont
connus dans &, et &, respectivement :

AN [ (1) > = a, | o, (1)

B | 1,2 = b, | 1,2 > (F-28)
[pour simplifier I'écriture, nous supposons les spectres de A(1) et B(2) discrets et
non-dégénérés dans &, et &, .

A(1) et B(2) commutent [formules (F-16) et (F-17)], et les | ¢,(1) > | 2,(2) >,
qui forment une base dans &, sont vecteurs propres communs a A(1) et B(2) :

AM L euD D | 1D > = d, | 01 > | 1,(2) >

it
i

B 0D [ 1,0 = b, [ (1) > | 1,2 > (F-29)
1ls sont aussi vecteurs propres de C : '
Clo D> [ 1,2 = (a, + by) [ o) [ 2,0 (F-30)

ce qui résout immédiatement I’équation aux valeurs propres de C.

Donc : les valeurs propres de C = A(1) + B(2) sont sommes d’une valeur propre
de A1) et d’'une valeur propre de B(2) ; on peut trouver une base de vecteurs propres de C
qui sont produits tensoriels d’un vecteur propre de A(1) et d’un vecteur propre de B(2).

REMARQUE !

L’équation (F-30) montre que les valeurs propres de C sont toutes de la forme
Chp = @, + b, 8’1l n’existe pas deux couples différents de valeurs de n et p donnant la
méme valeur a c,,, celle-ci est non-dégénérée (rappelons que nous avons supposé a, et b,
non-dégénérées dans &, et &, respectivement); le vecteur propre de C correspondant est
nécessairement le produit tensoriel | ¢,(1) > | %(2) > Si au contraire la valeur propre ¢,
est par exemple deux fois dégénérée (il.existe m et ¢ tels que ¢, = ¢,,), on peut seulement

affirmer que tout vecteur propre de C correspondant a cette valeur propre s’écrit :

Aol > 14,2 > + | enD) ) 11, (F-31)

ou A et 4 sont des nombres complexes quelconques; dans ce cas, il existe donc des vecteurs
propres de C qui ne sont pas des produits tensoriels.

b ENSEMBLES COMPLETS D'OBSERVABLES QUI COMMUTENT DANS &

Nous allons finalement montrer que, si I'on a choisi un E.C.0.C. dans chacun
des espaces &, et &,, on en obtient immédiatement un dans &.
Pour fixer les‘idées, supposons que A(1) constitue a elle seule un E.C.O.C.

- dans &,, et que celui de &, comporte deux observables, B(2) et C(2). Cela
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signifie (cf. § D-3-b) que toutes les valeurs propres a, de A(1) sont simples dans & :
AW [ (1)) = a, | @, (1) (F-32)

le ket | @,(1) > étant unique a un facteur prés; par contre, dans &,, certaines des
valeurs propres b, de B(2) sont dégénérées, de méme que certaines de celles (c,)
de C(2); toutefois, la base de vecteurs propres communs a B(2) et C(2) est unique
dans &, car il existe un seul ket (4 un facteur pres) qui soit vecteur propre de B(2)
et C(2) avec des valeurs propres b, et ¢, fixées :

{B(2) @) > = b, | 1,/(2) >
C) | 1@ > = ¢ [ 12>
| £,{2) > unique & un facteur pres (F-33)

Dans &, chacune des valeurs propres a, est dégénérée d’ordre N, (cf. § F-3-a);
done, A(1) ne forme plus & elle seule un E.C.O.C. De méme, il existe N, kets
linéairement indépendants qui sont vecteurs propres de B(2) et C(2) avec les valeurs
propres b, et ¢, respectivement, et ’ensemble { B(2), C(2) } n’est pas non plus
complet. Cependant, nous avons vu au § F-3-a que les vecteurs propres communs
aux trois observables A(1), B(2) et C(2), qui commutent, sont les

| uD1p2) > = [ 0D > | 1,A2) )

A [ @, (1) 72> = a, | @) 12D
B(z) ’ ([)"(1) X[)r(2)> = hp l ([)"(1) Xl"'(z) >
C) | 1) 22> = ¢, LoD 2,(2)0 (F-34)

Le systeme { | ¢,(1)x,(2) > } constitue une base dans &, puisqu’il en est ainsi de
{1 ) Fet | %,/(2) > } dans & et &, respectivement. De plus, si 'on se fixe un
ensemble de trois valeurs propres { a,, b,, ¢, }, il Iui correspond un seul
vecteur [ @, (D1,(2) > A, B(2) et C(2) constituent donc un E.C.O.C. dans &.

Le raisonnement précédent se généralise sans difficulte @ en réunissant
deux ensembles d’observables qui commutent, complets dans &, el &, respectivement,
on obtient un ensemble complet d’observables qui commutent dans &.

4. Exemples d'application

a. ETATS D'UNE PARTICULE A UNE ET A TROIS DIMENSIONS
o. Espaces des états

Reprenons, a la lumiére de ce qui précéde, le probleme posé dans I'intro-
duction (§ F-1) : comment &, et &, sont-ils relies ?

&, est I'espace des états d’une particule a une dimension, c’est-a-dire I’espace
des états associé aux fonctions d’onde ¢(x). Dans &, ’observable X étudiée au § E-2
constitue a elle seule un E.C.0O.C. (§ E-2-d); ses vecteurs propres sont les kets de base
de la représentation { | x > }. Un vecteur | ¢ > de &, est caracterisé, dans cetie
représentation, par une fonction d’onde @(x) = { x | @ »; en particulier, au ket de
base | x, » correspond ¢, (x) = d(x — Xo). :

X0

160

F. PRODUIT TENSORIEL D'ESPACES D'ETATS

On peut introduire de méme des espaces &, et &, & partir des fonctions
d’onde y(v) et w(z). L’observable Y forme un E.C.O0.C. dans &, de méme que Z
dans &,; les vecteurs propres correspondants sont les kets de base des représenta-
tions { |y > Jet { |z) } de &, et &, respectivement. Un vecteur | x> de &, (ou]|w)
de &,) est caractérisé en représentation { |»>} (ou {|z>}) par une fonction
x(y) =y ‘ ¥ (ou w(z) = {(z l w >> . la fonction correspondant au ket de base
|70 (0u | zg ») est a(y — yo) (ou d(z — ).

Formons alors le produit tensoriel :
B =6, QE,®E, (F-35)

On obtient une base dans &, par produit tensoriel des bases {lxy L {ly>}
et {|z> };nous la noterons { | x, y, z ) }, avec

| p,20 = [x>[y>]2) (F-36)
Les kets de cette base sont vecteurs propres simultanés des opérateurs X, ¥ et Z
prolongés dans &, :

X‘x,y,z) :x’x,y,z>

Yix,y,z)=y|xyz2)

Zlx,p,z2) =z lx,y,2> (F-37)
Done, &, coincide avec &, espace des états d’une particule a trois dimensions,

et|x,y, z)yavee|r):
|X,y,z>zlr>:|x>]y> z) (F-38)

ol x, y, z sont précisément les composantes cartésiennes de 1.

11 existe dans &, des kets ‘ o x oy=le>|1> ] w » qui sont des produits
tensoriels de trois kets, un de &, un de &, et un de &,. Leurs composantes dans la
représentation { |-r » } sont alors [¢f. formule (F-8)] :

V (rlo x o) =<xloXyla>Cz|o (F-39)

Les fonctions d’onde associées sont donc factorisées : @(x) x(y) o(z). Cest le cas
pour les vecteurs de base eux-mémes : '

{r t;?r0> = O(r — ¥y) = 0(x — x5) &y — yo) Sz — z,) (F-40)

Notons bien que I'état le plus général de &, n’est pas de cette forme. 1l s’¢crit :

¥

v > = de dydz W(x,y.2) [ x, 32> (F-41)

i
Dans ¥(x, y,z) = { X, ), 2 | ¥ >, les dépendances en x, y, et z ne se factorisent pas en
général : les fonctions d’onde associées aux kets de &, sont toutes les fonctions
d’onde & trois variables.

Les résultatsedu.§ F-3 permettent alors de comprendre pourquoi X, qui
constitue a Iui seul un E.C.O.C. dans &, n’a plus cette propriété dans &,

“(¢f. § B-2-d) : les valeurs propres de son prolongement dans &, sont les mémes
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que dans &, mais elles deviennent infiniment dégénérées du fait que &, et &, sont
de dimension infinie. A partir d’un E.C.0.C. dans &,, &, et &,, on en construit
pour &, : { X, Y, Z } par exemple, mais aussi {P..Y,Z} puisque P, forme un E.C.O.C
dans &,,0u { P,,P,,Z }, etc... ,

B.  Application importante

Lorsqu’on veut résoudre dans &, 'équation aux valeurs propres d’un opéra-
teur H tel que :

H=H, + H, + H, (F-42)

on H,, H, et Iiz sont les prolongements d’observables agissant respectivement
dans &,,&, et &,, on peut utiliser le raisonnement du § F-3-a- B (en pratique, on
gapercevra que H,, par exemple, est le prolongement d’une observable de &,
parce qu’il sera construit seulement a partir des opérateurs X et P,). On cherche
d’abord les valeurs et vecteurs propres de i, dans &, H, dans &, et H, dans g,

Holo,> = Ex| 0,0
Hyly,> =8 10,
H o,y =E|w> (F-43)

Les valeurs propres de I sont alors toutes de la forme :

Emrr = B¢ EY ot (F-44)

et un vecteur propre correspondant a E™”" est le produit tensoriel | @, > l xp > | o, >
(la fonction d’onde associée a ce vecteur est le produit

0,00 1, 0(2) = <x @,y |1, (2l w,)).

C’est une situation de ce type qui a été envisagée dans le complément F, $2),
pour justifier 'étude de modéles a une dimension. Il s’agissait alors d’opérateurs
différentiels agissant sur les fonctions d’onde :

R
H= =54+ V) : (F-45)

Es)

se décompose comme en (F-42) dans le cas particulier ou le potentiel peut s’écrire :

V) = ¥i(x) + V() + Wa(2) (F-46)

b. ETATS D'UN SYSTEME DE DEUX PARTICULES

Considérons un systéme physique constitu¢ de deux particules (sans spin),

que nous distinguerons en les numérotant (1) et (2). On peut, pour le décrire.

quantiquement, généraliser la notion de fonction d’onde que nous avons introduite
dans le cas d’une particule : un état du systéme sera caractérisé, a un instant donné,
par une fonction de six variables d’espace Y(r;, ¥,) = Y(xy, i, 215 %2 V2, z,). L’inter-
prétation probabiliste d’une telle fonction d’onde relative & deux particules s’énonce
de la fagon suivante : la probabilité d2(r, r,) pour que, a I’instant considéré, la
particule (1) soit trouvée dans le volume d 3, = dx; dy, dz; situé au point ry et la
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particule (2) dans le volume d?r, = dx, dy, dz, autour de r,, est donnée par :
AP, v,) = C|(r;, v,)]* dry d°r, (F-47)
La constante de normalisation C s’obtient en imposant que la probabilité totale
soit égale 4 1 (conservation du nombre des particules; ¢f. § B-2 du chapitre I} :
1 .
ol fdzs"l &ry Wlry, r,)|? (K-48)

—

ce qui implique que Y(r,, ¥,) est de carré sommable (4 six dimensions).

Considérons alors 'espace &, des états de la particule (1). On peut y définir la
représentation { | r, > } et les observables X, ¥;, Z;. De méme, dans I'espace &,
des états de la particule (2), on introduit la représentation { l'r, > } et les obser-
vables X,, Y,, Z,. Effectuons le produit tensoriel :

Bee, = 60, ® 6, (F-49)
IL’ensemble des vecteurs :

Ii‘l,r2>‘mlr1>|ﬁ'2> (F-50)
forme une base dans &,,,. Par conséquent, tout ket | ¥ > de cet espace peut
s’écrire :

|y > = Jd’*rl Pry Yy, r,)| 1,1, (F-51)
avec

Yy, 1) = (o, vp [ ) (F-52)

De plus, le carré de la norme de | > vaut :
<Yl = Jda”l d’ry | Ylrg, 1) (F-53)

Pour qu’il soit fini, il faut que ¥(r,, r,) soit de carré sommable. Donc, a chaque

ket de &,,,, est associée une fonction d’onde Y(r,, r;) @ l'espace des états d'un

* systéme de deux particules est le produit tensoriel des espaces correspondant d chacune

des particules. On obtient un E.C.O.C. dans &,,, en réunissant par exemple X, ¥;, Z,
et X,,Y,,Z,.

Sup_posons que P’état du systéme soit décrit par un ket produit tensoriel :

> =¥ ¥ (F-54)
L4 fonction d’onde correspondante est alors factorisée :
¥ 'ﬂ} Y, r) = 1,1 I gy =y | 12 RE | Wy = () Y,(ry) (F-55)

Dans ce cas, on dit qu’il n’y a pas de corrélations entre les deux particules. Nous analyserons plus
loin (complément D) les conséquences physiques d’une telle situation.

Les considérations de ce § b peuvent étre généralisées : lorsqu’un systéme
physique est constitué.de la réunion de deux ou plusieurs systémes plus simples,
son espace des états est le produit tensoriel des espaces correspondant a chacun

™ des systémes composants.

( Voir bibliographie page suivante).
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" COMPLEMENTS DU CHAPITRE 1)

A, By, Cyy @ rappels de quelques définitions et
résultats mathématiques utiles (niveau élémen-
taire), destinés aux lecteurs peu familiers avec
ces notions; serviront de référence dans la
suite (surtout By,).

Ay INEGALITE DE SCHWARZ

B, : RAPPEL DE QUELOUES PROPRIETES UTILES
DES OPERATEURS LINEAIRES

Gyt OPERATEURS UNITAIRES

Dy ETUDE PLUS DETAILLEE Dy By : complétent le § E du chapitre II :
DES REPRESENTATIONS {[r )} ET {|p)} Dy, : reste au niveau du chapitre II et peut-
étre lu aussitot apres.
By : adopte un point de vue plus général
et un peu plus formel, et introduit en particulier
I'opérateur de translation; peut-8tre réservé
pour une étude ultérieure.

E, : QUELOUES PROPRIETES GENERALES
DE DEUX OBSERVABLES Q ET £
DONT LE COMMUTATEUR EST EGAL A ih

Fy : OPERATEUR PARITE Fy
rement important en mécanique quantique;
en méme temps, illustration simple des notions
du chapitre 11 ; conseillé pour ces deux raisons.

. étude de Popérateur parité, particulic-

G, : APPLICATION DES PROPRIETES G,, : application simple du produit tensoriel

DU PRODUIT TENSORIEL ; (§ ¥ du chapitre II); peut étre considéré comme
PUITS INFINI A DEUX DIMENSIONS un exercice corrige.

Hy : EXERCICES H,, : les exercices 11 et 12 sont corrigés; leur
k but est de familiariser le lecteur avec les pro-
priétés des observables qui commutent, et la
notion d’E.C.0Q.C., dans un cas particulier trés
simple; il est recommandé de faire ces exercices
lors de la lecture du § D-3 du chapitre 11.

Références et conseils de lecture du chapitre i : ‘g

La section 10 de la bibliographie contient des références 4 un certain nombre
d’ouvrages de Mathématiques, classés en sous-rubriques et autant que possible rangeés,

dans chacune de ces sous-rubriques, par ordre de complexité croissante. Voir aussﬁ

les ouvrages de Mécanique Quantique (sections 1 et 2 de la bibliographie), ot les
problémes mathématiques sont abordés & des niveaux trés variés, et ou l'on pourra
trouver d’autres références.

Le lecteur désireux d’aborder, & partir d’un niveau trés simple, les notions mathé-
matiques de base nécessaires pour le chapitre IT (espaces vectoriels, opérateurs, diagona- =

lisation des matrices...) pourra par exemple consulter : Arfken (10.4), chap. 4; Bak
and Lichtenberg (10.3), chap. I; Bass (10.1), vol. I, chap. Il & V. Certains livres se référent
plus explicitement & la Mécanique Quantique, comme Jackson (10.5) (voir en particulier
le chapitre 5) ou Butkov (10.8), chap. 10 (espaces vectoriels de dimension finie) et 11
(espaces vectoriels de dimension infinie, espaces de fonctions). Voir également Meijer
and Bauer (2.18), chap. 1, en particulier la table 4 la fin de ce chapitre.
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INEGALITE DE SCHWARZ

Quel que soit le ket | W > appartenant a 'espace des états &, on a :
<tp|xp>;réel =0 H

la nullité de (i | > n’étant possible que si ‘ Y ) est le vecteur nul [ ¢f. équation (B-12)
du chapitre IT]. Nous allons voir que, de I'inégalité (1), on peut déduire I'inégalité

de Schwarz ; cette derniére exprime que, si 1 @, > et | @, ) sont des kets quelconques
de &, alors :

Kou 0P <<or|0i><os]0s> | )

I’égalité étant réalisée si et sculement si | ¢, > et | ¢, > sont preportionnels.

En effet, > et [ @, > étant donnés, considérons le ket | Y > défini par :

WD =1e ) +Ale,) (3)
ot A est un paramétre quelconque. Quel que soit 4 :

v

= { ¢, ‘(/)1>+/1<(/)1“/’2> +??’E¢/1*<(Pz‘901>+/M*<(P2‘902>,>/0 (4)
Choisissons pour A la valeur : '

AT ®

Dans (4), le deuxiéme et le troisiéme terme du second membre sont alors égaux,

et opposés au quatriéme terme, de sorte que (4) se réduit a :

_ (oo, e0
Corlor>

<‘P1|q’1> >0 - (6)

Comme ¢ @, | @,  est positif, nous pouvons multiplier cette inégalité par { @, | ¢, >,
et il vienty: '

><¢1‘(P2><§02|(P1> (7N

Corloi><oy]on)
qui n’est autre que (2). Dans (7), 'égalité ne peut étre réalisée que si {y | > = 0,
gest-a-dire, d’apres (3), si | @, ) = — A| @, >; les kets | @ > et | @, ) sont alors

ﬁ pr@i)ortlonne]s

Références : &
% %

Bass I (10.1), § 5-3; Arfken (10.4), § 9-4.

-,
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Complément By

RAPPEL DE QUELQUES PROPRIETES UTILES
DES OPERATEURS LINEAIRES

1. Trace d’un opérateur
a. Définition
b. La trace est un invariant
c. Propriétés importantes

Y

2. Algebre des commutateurs
a. Définition
b. Propriétés
3. Restriction d’un opérateur a un sous-espace -
4. Fonctions d’opérateurs
a. Définition; propnetes simples o
b. Un exemple tmportant opérateur potentiel
c. Commutateurs faisant intervenir une fonction d’opérateur
5. Dérivation d’un opérateur
- Définition
Régles de dérivation
Exemples
. Application : une formule utile

e o

Ce complément a pour but de rappeler un certain nombre de définitions et de
propriétés utiles des opérateurs linéaires.

1. Trace d'un opérateur
a. DEFINITION

La trace d’un opérateur 4, que 'on note Tr A4, est la somme de ses ¢léments
de matrice diagonaux.

Lorsque I’espace & est rapporté a une base orthonormée discréte { | u; > } on
a donc, par définition :

TrAd=Yu|A|u) 1)
alors que, lorsque cette base orthonormée est une base continue { |w, > } :
TrA=Jdoc<wa|A|wa> @

Lorsque & est un espace de dimension infinie, la trace de 1’operateur A n’est
définie que si les expressions (1) et (2) convergent.
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b. LA TRACE EST UN INVARIANT

La somme des éléments diagonaux de la matrice représentant un opérateur A4
dans une base quelconque ne dépend pas de cette base. -

Démontrons par exemple cette propriété dans le cas du passage d’une base
orthonormée discréte { | u; > } & une autre base orthonormée discrete {| 7, > }.
Ona : :

5l Al w> = 2<u|[

><lk|J/1|u> &)

(on a utilisé la relation de fermeture sur les états |z, »). Le second membre de (3)
a pour valeur :

Z<“i!tk><tklAl“i>*Z<1k|A|“i><“i’tk> 4
ik ik .
(en effet, il est possible de changer I'ordre de deux nombres dans un produit). Nous

pouvons alors remplacer dans (4) Z | ;> <u { par T (relation de fermeture sur

les états \ u; »), et nous obtenons ﬁndlement :

YuAluy =3l Aln )
i k
Cette égalité exprime bien, dans le cas particulier choisi, la propriété annoncée.

REMARQUE :

Si I’opérateur A est une observable, on peut donc calculer Tr 4 dans
une base de vecteurs propres de 4. Les éléments de matrice diagonaux sont
alors les valeurs propres a, de A (degré de dégénérescence g,), et la trace

s’écrit :

TrAd=)g,a, (6)
c. PROPRIETES IMPORTANTES

Tr AB = Tr BA (7a)

Tr ABC = Tr BCA = Tr CAB (7b)

De maniére générale, la trace du produit d’un nombre quelconque d’opérateurs est
m%rlante lorsqu’on effectue une permutation circulaire sur ces opérateurs.

Démontrons par exemple 1’égalité (7-a); on a :
& ’%c%

TrAB = Y u; | AB|u; > = 3 (ug | Aluy > Cuy | Bl
i i

=Y oy Bluy Cu | Afuy> = ¥ Cuy| BA|u;> = Tr B4 )

(en utilisant-deux fois 14 relation de fermeture sur la base { | u; > }). L’égalité (7-a) est

" donc démontrée; sa généralisation (7-b) ne présente pas de difficulté.
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COMPLEMENT B,, //
: c’est-a-dire :
2. Algébre des commuiateurs s :
~ u i Alu, sii,j <
a.  DEFINITION ; Cug| Ay |u; > = ¢ Lt. I 7 s L
N 0 sil'un des deux indices i ou j est supérieur 4 ¢ (20)
Le commutateur [A, B] de deux opérateurs est, par deéfinition :
o am , 9 La matrice représentant A, est donc en quelque sorte « découpée » dans celle de 4 :
[4,B] = AB — BA ©) . N
b PROPRIETES et | u; > appartenant tous deux a &,, les autres ¢léments de matrice étant remplacés
' ’ par 2610,
[4, B] = — [B, 4] (10)
[A4. (B + O] = [4,B] + [4,C] (i
[4, BC| = [4, B]C + B[4, C] (12) 4.  Fonctions d’opérateurs
- C, A C, (4, B (13)
%j Eﬁt CJ%B: gli?l : J] [ L ” (14) a. DEFINITION ;: PROPRIETES SIMPLES

Considérons un opérateur linéaire quelconque 4; il n’est pas difficile de

La démonstration de ces propriéiés ne présente pas de difficulté : il suffit de définir 'opérateur 4" : c’est opérateur qui correspond a 7 applications successives
comparer les deux membres de ces égalités aprés les avoir développes. de opérateur 4. La définition de I'opérateur 47}, inverse de A, est elle aussi bien
connue : A~ ! est 'opérateur (s’il existe) qui satisfait les &galités :
A A = A447" =1 (1)
3. Restriction d’'un opérateur & un sous-espace »
Comment définir, de maniére plus générale, une fonction quelconque d’un
Soit P, le projecteur sur le sous-espace &, 4 ¢ dimensions sous-tendu par les opérateur? Considérons pour cela une fonction F d’une variable z; supposons que,
q vecteurs orthonormes o> : ~ dans un certain domaine, on puisse dcveloppcr P en série entiére de z
3 15 : V
P,= 3 lo><od (15) F(z) = Z 1, 2" o (22)
i=1 - : n=0
Par définition, la restriction AAq de 'opérateur 4 au sous-espace &, est : , Par définition, la fonction correspondante de I'opérateur 4 e@t Popérateur ﬁ(A)

. . defini par une serle ayant les mémes cocfﬁments PN
A, = PAP, (16) P ho

F4) = Z LA (23)

Si |y > est un ket quelconque, cette égalité entraine que : =

Ag[ W) = PA | Vo a7 « ' Par exemple, opérateur e’ est défini par :

ou : ‘ . o © n
. A= Y =T+ A4+ 4220+ .+ An! + .. 24
AR (18) PR / fut + 49
k) i ;‘

est la projection orthogonale de |y > dans &,. Par conséquent, pour faire agir Ay, ~ Nous n’étudierons pas les problémes relatifs & la convergence de la série (23), qui
sur un ket |y > quelconque, on commence par projeter ce ket dans &;; on fdlt ci%pend des valeurs propres de A4 et du rayon de convergence de la série (22).
ensuite agir 'opérateur 4 sur cette projection; enfin, on ne retient que la projection T Remarquons que, si F(z) est une fonction réelle, les coefficients f, sont réels;
dans &, du ket ainsi obtenu. L’opérateur A , qui transforme tout ket de &, en un ket %s1%e plus A est hermitique, on voit sur (23) que F(A) est hermitique.
appartenant au méme sous-espace, est donc un opérateur dont Paction a 6t « “° Soit | ¢, > un vecteur propre de A, de valeur propre a :
restreinte & &, Ale,> =a|e, (25)

Que peut-on dire de la matrice représentant A,? Choisissons une base { | #, > }
dont les ¢ premiers vecteurs appartiennent a &, (ce sont par exemple les | ¢, ), .
les autres appartenant au sous-espace supplementalre Ona:

Cug | Ay |uy> = ug| PAP, | u; > (19)

En appliquant sucgessivement 7 fois 'opérateur 4, on obtient :

A 0,> = a |9, (26)
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Appliquons maintenant la série (23) sur [ @, »; nous obtenons :
FA) @, > = 3, fud'|@.>=Fla)|e,> 27
n=0

Dot la régle : lorsque | @, > est vecteur propre de A avec la valeur propre a,
| @, > est aussi vecteur propre de F(A), avec la valeur propre F(a).

Cette propriété nous permet de donner une seconde définition d’une fonction
d’opérateur : considérons un opérateur 4 diagonalisa<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>