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Préambule
Ce document est un syllabus en travaux.

A terme, les pages qui suivent doivent constituer un document de référence pour tou.te.s les
étudiant.e.s de CDI2. Ce document présente ’ensemble de la matiere vue en cours, mais se veut
aussi plus complet, avec des résultats plus précis et des réponses a certaines questions qui ne sont
pas nécessairement abordées en cours tous les ans. Son utilisation ne remplace aucunement le cours
dispensé et discuté a I’Université Libre de Bruxelles, que j’invite chacun.e chaleureusement a suivre
en y prenant ses propres notes : le cours a I'université est sans doute bien plus vivant, et permet
bien plus d’interaction et de motivation(s), qu'un syllabus au format PDF. Ce syllabus répond
toutefois aux demandes réitérées des étudiant.e.s d’avoir un document de référence pour le cours.

Pour le moment, ce syllabus n’est pas complet, d’'une part, et n’est (vraiment) pas parfait
d’autre part. Je tenterai de lui ajouter un peu plus de matiere a chaque fois que possible, et mettrai
régulierement en ligne de nouvelles versions.

Enfin, ce syllabus est basé sur des notes de cours que m’a transmises Antoine Gloria, qui donnait
ce cours avant moi, elles-mémes basées sur des notes de Paul Godin, qui le donnait avant lui. Je
ne suis donc pas le seul responsable de I'esprit de ce syllabus. Je suis en revanche seul responsable
des erreurs qu’il peut contenir. Aussi, dans le but d’améliorer ce document pour le bien de tou.te.s
les étudiant.e.s, présent.e.s et futur.e.s, j’'invite chacun a m’envoyer ses remarques, questions et
suggestions de correction & chaque fois qu’il ou elle repére une imprécision, ou une faute (qu’elle
soit typographique ou plus importante) par mail & ’adresse guillaume.dujardin@ulb.ac.be.

A Bruxelles,
Le 16 décembre 2019.

Guillaume Dujardin


mailto:guillaume.dujardin@ulb.ac.be




Chapitre 1

Suites et séries de fonctions



Le lecteur est supposé avec les nombres réels et complexes, les notions de valeur absolue, de
module, les suites réelles ou complexes, et la notion de convergence de ce type de suites. Nous allons
dans un premier temps généraliser en [I.1] la notion de convergence d’une suite afin d’autoriser les
suites a prendre leurs valeurs dans des ensembles plus généraux que R ou C. On introduira en
particulier la notion d’espace métrique et ’on s’intéressera au cas particulier des espaces vectoriels
normés. Ceci permettra, dans un second temps, en d’introduire les notions de convergence
simple et de convergence uniforme de suites de fonctions d’un ensemble X dans un espace métrique
Y, ainsi que celle de convergence uniforme sur les compacts lorsque X est un ouvert d’un espace
vectoriel normé de dimenstion finie. En on donnera des conditions suffisantes pour préserver
des propriétés (d’intégrabilité, de dérivabilité) par passage a la limite dans une suite de fonctions
scalaires définies sur des ensembles appropriés. La section[I.4]sera ’occasion d’introduire les séries de
fonctions, dans le cas ou Y est un espace vectoriel normé, et d’introduire les notions de convergence
absolue et de convergence normale. On étudiera le cas particulier des séries de puissances lorsque
X C C et Y est un espace vectoriel normé complet.

1.1 Rappels de topologie métrique

1.1.1 Espaces métriques

Définition 1.1.1 Soit X un ensemble. On appelle distance sur X (ou parfois métrique) toute
application d de X x X dans R™ vérifiant les trois propriétés suivantes :

T \V/$,yEX, d(m,y) :d(y,:rr),

— Vo,y,z € X, d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2),

— Va,y € X, (d(z,y) =0 & x=y).

Remarque 1.1.2 La premicre propriété traduit le fait que la distance entre deux points x et y de
X ne dépend pas du fait qu’on la mesure en allant de x a y ou de y a x : c’est une propriété de
symeétrie.

La seconde propriété traduit le fait que la distance entre deux points x et z de X est toujours
inférieure d la somme des distances de x a y et de y a z, quel que soit le point y de X choisi. On
comprendra pourquoi elle s’appelle inégalité triangulaire en regardant la figure 2 2 2

La derniére propriété traduit le fait que seul x est a distance nulle de lui-méme : tous les autres
points de X sont a une distance strictement positive de x. On dit que la distance d sépare les points
de X.

Définition 1.1.3 On appelle espace métrique tout couple (X,d) formé par un ensemble X et une
distance d sur X.

La notion d’espace métrique permet de définir la notion de convergence d’une suite.

Définition 1.1.4 Soit (X, d) un espace métrique, (x,)nen € XN une suite de points de X etz € X.
On dit que la suite (zy,)neN converge vers x lorsque

Ve >0, AN €N, Vn > N, d(xn,x) < e.

L’interprétation de la convergence est la suivante : quelle que soit la distance € > 0 donnée, tous
les termes de la suite (x,)nen sont & une distance de x inférieure a ¢ a partir d’'un certain rang.
Bien siir, ce rang dépend en général de e.



. d Lo .
Notation 1 On note x, —2 T pour signifier que la suite (x,)pen converge vers x au sens de d.
n oo

uand il n’y a pas d’ambiguité sur la distance, on peut se contenter de noter x,, —> =.
yap g p
n—oo

Propriété 1.1.5 Soit (X, d) un espace métrique, (x,)neny € X une suite de points de X et x,y €
X. Si l'on suppose que

d d
Tn — T et Ty —
" n—oo " n—oo Y

alors x = y. La limite d’une suite convergence dans un espace métrique est donc unique.

Preuve. A l'aide de l'inégalité triangulaire, écrivons pour tout n € N,
d(z,y) < d(z,zn) + d(zn,y)

Fixons € > 0. Par convergence de la suite (zy,)nen vers z, il existe N1 € N tel que

Vn > N, d(zp,x) < g

De méme, par convergence de la suite (xy,)n,en vers y, il existe No € N tel que
€

Vn > Na, d(xn,y) < 3

En utilisant la symétrie de la distance, on a pour tout n € N, d(z,,,x) = d(z,zy). On en déduit que
VanaX(Nl,NQ), d(x,y) < %—}—% = €.

Puisque € > 0 est arbitraire, on en déduit que d(z,y) = 0. Puisque d sépare les points de X, on en
déduit que z = y. [ |

1.1.2 Espaces vectoriels normés

On désigne par K un sous-corps de C. Dans la pratique, le plus souvent, on aura K = R ou
K=C.

Définition 1.1.6 Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application N :
E — RT telle que

— Vz,y € E, N(z+y) < N(z)+ N(y),

— Vx e E, VA ek, N(Azx) = |A|N(z),

— Vz e E, (N(z)=0< 2z =0g).

Remarque 1.1.7 La premiére propriété, appelée inégalité triangulaire explique que la norme de
chaque diagonale d’un parallélogramme est inférieure a la somme des normes de deux cotés consé-
cutifs du parallélogramme. La seconde propriété, appelée homogénéité traduit l’action d’une homo-
thétie de rapport A sur la norme : celle-ci multiplie la norme par le module de A. Enfin, la derniére
propriété assure que le seul vecteur de norme nulle est le vecteur nul.

Définition 1.1.8 On appelle K-espace vectoriel normé tout couple (E,N) formé d’un K-espace
vectoriel E et d’une norme N sur E.



Propriété 1.1.9 Soit (E,N) est un K-espace vectoriel normé. Posons

g [EXE = R
‘\(zy) = N@-y))’

Le couple (E,d) est un espace métrique.

Preuve. [exercice pour le lecteur] ]

Remarque 1.1.10 On peut donc parler, en accord avec la définition de suite convergente
dans un espace vectoriel normé : dans un K-espace vectoriel normé E, une suite (zy,)neny € BN est
convergente vers x € E lorsque

Ve >0, 3N €N, Vn > N, d(xp,r) = N(z, — ) < €.

Exemple 1.1.11 — R est un R-espace vectoriel normé pour la valeur absolue.
— C est un R-espace vectoriel normé pour le module.
— C est un C-espace vectoriel normé pour le module.

Exemple 1.1.12 Pour tout p € [1,00[ et d € N*, posons pour tout v = (1, ...,z4) € C,

1/d

lzlla = (kf:l |$k|d>

Alors (R4, || - ||la) est un R-espace vectoriel normé. De méme, (C%, | - ||a) est un R-espace vectoriel
normé et un C-espace vectoriel normé.

Remarque 1.1.13 Le lecteur pourra se persuader que || - || est bien une norme sur R% comme
sur C*. Toutefois, linégalité triangulaire n'est pas triviale & montrer : elle est appelée inégalité de
Minkowski (voir par exemple une preuve dans ? 7 ?).

Exemple 1.1.14 Pour x € C%, posons ||z|e = i {{Iiaxd}|xk|. Alors (R || - ||oo) est un R-espace
ef1,...,

vectoriel normé. De méme, (C4,| - |loo) est un R-espace vectoriel normé et un C-espace vectoriel

noTmé.

Exemple 1.1.15 Pour P € C[X], notons (ai) € CN la suite nulle a partir d’un certain rang de
ses coefficients, de sorte que P =72, apX*. Définissons

| P|| = sup |ag].
keN
Observons que, puisque seul un nombre fini de coefficients est non nul, on a
P| = .
1P} = max |a|

Le lecteur pourra vérifier que (C[X], |- ||) est un R-espace vectoriel normé et un C-espace vectoriel
normé. De méme, (R[X],| - |) est un R-espace vectoriel normé. Remarquons que, contrairement
auz exemples précédents, ces deur espaces ne sont pas de dimension finie.
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1.1.3 Ouverts, fermés, compacts

On rappelle ici les définitions et quelques propriétés topologiques des espaces métriques. Celles-ci
sont en particulier applicables aux espaces vectoriels normés, en vertu de la proposition [T.1.9]

Définition 1.1.16 Soit (X, d) un espace métrique, x un point de X et r un nombre réel strictement
positif. On appelle boule ouverte de centre x et de rayon r l’ensemble

B(z,r)={y e X | d(y,x) <r}.
On appelle boule fermée de centre z et de rayon r [’ensemble
B(z,r]={y € X | d(y,z) <r}.

Définition 1.1.17 Soit (X, d) un espace métriqgue. On appelle ouvert de X toute partie O de X
telle que
Ve € O, Ir >0, B(z,r) C O.

Remarque 1.1.18 Les ensembles () et X sont toujours des ouverts de X .

Définition 1.1.19 Soit (X,d) un espace métrique et x € X. On appelle voisinage de = dans X
toute partie de X qui contient un ouvert contenant x.

Définition 1.1.20 Soit (X,d) un espace métriqgue. On appelle fermé de X toute partie O de X
dont le complémentaire dans X est ouvert.

Propriété 1.1.21 Soit (X,d) un espace métrique, I un ensemble et (O;);er une famille d’ouverts
de X indexée par I.
— L’ensemble U O; est un ouvert de X.

icl
— Si I est fini, ’ensemble ﬂIOi est un ouvert de X.
1€

Définition 1.1.22 Une partie K d’un espace métrique (X,d) est dite compacte si elle est non
vide et de tout recouvrement de K par des ouverts, on peut extraire un sous-recouvrement fini.
C’est-a-dire si

— K #10,

— VI, V(Ol)zej S T(X)I,

KcUuO, = dJcl, Jfni, KC UO;,
i€l jEI
ot 7(X) désigne l’ensemble des ouverts de X.

Remarque 1.1.23 Cette propriété, trés générale (elle ne fait intervenir la distance d que via
lensemble 7(X) des ouverts de X ), porte le nom de propriété de Borel-Lebesgue.

De maniére équivalente, nous utiliserons le théoréeme suivant qui caractérise les parties compactes
d’un espace métrique.

11



Théoréme 1.1.24 Soit (X,d) un espace métrique et K une partie non vide de X. La partie K
est compacte si et seulement si de toute suite de points de K, on peut extraire une sous-suite
convergeant dans K.

Remarque 1.1.25 Ce théoréme porte le nom de théoréeme de Bolzano-Weierstrass.
Preuve. admis ]
Les parties compactes d’'un espace métrique sont toujours fermées et bornées.

Propriété 1.1.26 Soit (X, d) un espace métrique et K une partie de X. Si K est compacte, alors
K est fermée et bornée.

Preuve. Exercice [ |

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, on a une forme de réciproque :

Propriété 1.1.27 Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit K une partie non
vide de E. La partie K est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

Preuve. admis [ |

Définition 1.1.28 Soit (X,d) un espace métrique. On dit que X est localement compact lorsque
tout point x admet un voisinage compact.

Propriété 1.1.29 Soit (X,d) un espace métrique. L’espace X est localement compact si et seule-
ment si tout point de X admet une base de voisinages compacts, c’est-a-dire si et seulement si,
pour tout voisinage V de X, il existe un voisinage K compact de X, tel que K C V.

Preuve. Admis. [ |

Remarque 1.1.30 Les ensembles R, C, R?, et C?, munis de leurs topologies d’espaces métriques
usuelles, sont localement compacts. De méme, tout espace vectoriel normé de dimension finie est
localement compact, en utilisant par exemple la propriété|1.1.27,

1.1.4 Suites de Cauchy
Dans cette section, (X, d) désigne un espace métrique.
Définition 1.1.31 Une suite (z,)neny € XY est dite de Cauchy lorsque
Ve >0, IN €N, Vn,m > N, d(xn, Tm) < €. (1.1)

L’interprétation de la propriété de Cauchy (1.1]) est la suivante : & partir d’'un certain rang,
deux termes quelconques de la suite sont toujours arbitrairement proches au sens de la distance d.
Les suites convergentes de (X, d) sont de Cauchy, comme on va le voir dans la propriété suivante.

Propriété 1.1.32 Si (z,)nen € XY une suite convergente, alors c’est une suite de Cauchy dans
(X,d).

12



Preuve. Notons z € X la limite de la suite (zy,),en. Fixons € > 0. Par convergence de la suite vers
x, on sait qu’il existe N € N tel que pour tout n > N, d(x,,x) < /2. Par suite, pour n,m > N,
on a par inégalité triangulaire
€ €
d(xn, Tm) < d(xn,z) + d(x,Tm) < 3 + ;=€
On en déduit que la suite (zy,),en est de Cauchy dans (X, d). [ ]

Nous verrons a ’exemple que la réciproque est fausse en général : une suite de Cauchy
dans un espace métrique n’est pas nécessairement convergente. Ceci motive la définition suivante :

Définition 1.1.33 On appelle espace complet tout espace métrique dans lequel toute suite de Cau-
chy est convergente.

Lorsque X est un espace vectoriel normé, on adopte parfois le vocabulaire suivant :

Définition 1.1.34 On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet, c’est-a-dire
tout espace vectoriel normé dans lequel toute suite de Cauchy converge.

Remarque 1.1.35 Dans un espace métrique complet, une suite est donc convergente si et seule-
ment si elle est de Cauchy. L’intérét de la propriété de Cauchy (1.1) est qu’elle fournit alors un
critere de convergence de suite dans lequel la limite éventuelle n’intervient pas.

Propriété 1.1.36 Les espaces suivants sont des espaces de Banach :
7 (Rv ’ ' ‘)7
—(
— (
(

R, || - ||p) pour tout p € [1,+o0[U{+00},
C, | - llp) pour tout p € [1,+o0[U{+oc},

Preuve. Admis. On pourra trouver une preuve dans? ? 7. Noter que la preuve repose essentiel-
lement sur la propriété de la borne supérieure pour les nombres réels : si X C R est non vide
et majoré, alors ’ensemble de ses majorants admet un plus petit élément. C’est, par définition la
borne supérieure de X. [ |

1.1.5 Continuité

Définition 1.1.37 Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, soit f une fonction de X dans
Y et a un point de X. On dit que la fonction f est continue en a lorsque

Ve >0, In >0, Vz € X, (dx(z,a) <n = dy(f(x), f(a)) <e).

Définition 1.1.38 On dit que [ est continue sur X C X lorsque f est continue en tout point
ac X.

Rappelons la propriété suivante, qui peut servir de définition de la continuité dans des espaces
(topologiques) plus généraux que les espaces métriques (mais ceci dépasse le cours de CDI II).

Propriété 1.1.39 Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, soit f une fonction de X dans
Y. La fonction f est continue sur X si et seulement si l'image réciproque par f de tout ouvert de
Y est un ouvert de X.

13



Preuve. Admis. []

Nous utiliserons régulierement la propriété suivante, qui caractérise la continuité locale d’une
application entre espaces métriques. Puisqu’elle utilise des suites, elle est appelé critére séqentiel
de continuité.

Propriété 1.1.40 Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, soit f une fonction de X dans
Y et a un point de X. La fonction f est continue en a si et seulement si l’image par f de toute
suite de points de X convergeant vers a est une suite convergeant vers f(a). Autrement dit, f est
continue en a si et seulement si

N dX dY
V($n)n€N cX s (xn n~>—+>oo a > f({l}n) n~>—+>oo f(a)) .

Rappelons la définition des fonctions lipschitziennes entre espaces métriques et rappelons que
de telles fonctions sont des exemples de fonctions continues.

Définition 1.1.41 Soit (X,dx) et (Y,dy) deuzx espaces métriques, soit f une fonction de X dans
Y. On dit que la fonction f est lipschitzienne de X dans Y lorsque

AL >0, Ve,ye X,  dy(f(z), f(y)) < Ldx(z,y).
Le nombre L est alors appelé constante de Lispchtiz pour f.

Remarque 1.1.42 Une constant de Lipschitz n’est pas unique en général : si f est une fonction
Lipschitzienne de constante L, alors pour tout k > L, f est lipschitzienne de constante k. Remarquer
que f est lipschitzienne de constante 0 si et seulement si f est constante sur x.

Propriété 1.1.43 Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, soit f une fonction de X dans
Y. Si f est lipschitzienne de X dans Y, alors f est continue sur X.

Exemple 1.1.44 Munissons le R-espace vectoriel R X] de la norme ||| définie a l’exemple|1.1.15|
Pour P € R[X], notons P = .72 qarX* (avec la suite rélle (ay)ren nulle @ partir dun certain

rang). Pour i € N, posons
] R[X] — R
a (P =Y oaXP — az’) '

Observons que pour tout i € N, ¢; est une application lipschitzienne de constante 1 de (R[X],] - ||)
dans (R,|-|), donc une application continue sur R[X].

Exemple 1.1.45 Nous allons montrer que l’espace R[X| muni de la norme || -|| définie a l’exemple
n’est pas complet. Pour cela, considérons la suite (Pp)nen € (RIX])N définie par

L ok
Vn € N, Pn:ZEX ,
k=0
et montrons que cette suite est de Cauchy dans (R[X], |- ||) mais ne converge pas dans (R[X],|-])-
Observons d’abord que
max(n,m) 1 1
v N Py — Pul| = —x*
mmER, 1 = F Z k! (min(n,m) + 1)

k=min(n,m)+1
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ce qui assure que la suite (Pp)nen est de Cauchy dans (R[X], || -||). Supposons maintenant par ’ab-
surde que la suite (Py)nen converge vers P € R[X], alors, par continuité sur R[X] des applications

¢; définies a 'exemple on a pour tout i € N,

a(Py) L cp). (1.2)

n—-+00

Observons que, lorsque n > i, on a ¢;(P,) = 1/(i!), donc pour tout i € N, ¢;(P,) iR 4. On
n !

—+00
obtient avec que la suite (a;);en des coefficients de P vérifie pour tout i € N, a; = 1/(d!).
Par suite, la suite (a;)ien n'est pas nulle d partir d’un certain rang. Donc P ¢ R[X]. Ceci est une
contradiction. Par suite, la suite (P,)nen ne converge pas dans (R[X], || -]|). Or elle est de Cauchy
dans cet espace. Cet espace vectoriel normé n’est donc pas complet.

Terminons par rappeler le fait que le caractere lipschitzien d’une fonction peut également étre
défini localement.

Définition 1.1.46 Soit (X,dx) et (Y,dy) deuzr espaces métriques, soit f une fonction de X dans
Y. On dit que la fonction f est localement lipschitzienne de X dans Y lorsque pour tout x € X, il
existe un voisinage V de x dans X sur lequel la fonction f est, par restriction, lipschitzienne.

1.2 Convergences de suites de fonctions

1.2.1 Convergence simple

Dans cette section, on introduit la notion de convergence ponctuelle (aussi dit simple) d’une suite
de fonctions. On verra plus tard que c’est en quelque sorte la notion “minimale” de convergence :
toute autre convergence implique la convergence simple.

Définition 1.2.1 Soit X un ensemble et (Y,d) un espace métrique. Soit (fn)nen une suite d’ap-
plications de X dans Y. On dit que la suite (fn)nen converge simplement sur X lorsque pour tout
x € X, la suite (fn(z))nen converge dans (Y,d).

Définition 1.2.2 Awvec les notations précédentes, lorsque (fn)nen converge simplement sur X, on

peut définir une fonction
; <X — Y )

La fonction f est alors appelée limite simple de la suite (fy,)nen sur X.

On notera par la suite f, C—>\jrs f lorsque la suite (f,)nen converge simplement vers f sur X.
n—-+0o0
X

Exemple 1.2.3 Considérons X =Y = [0,1] munis de la distance induite par la valeur absolue.
Définissons la suite de fonction (fn)nen de [0,1] dans [0, 1] par

Vn e N, Vz € [0, 1], fn(x) = 2™
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On vérifie aisément que la suite (f,)neny converge simplement sur [0, 1] vers la fonction

0,1 — [0,1]
f: 0 s <1
X — .
1 st z=1

Remarque 1.2.4 Dans l’exemple précédent, on a perdu la continuité par passage a la limite
simple : chaque fonction f, est continue de [0,1] dans [0,1], mais ce n’est pas le cas de la fonction

f-
Remarque 1.2.5 La convergence simple de (fy) vers f sur X s’écrit donc :
Vre X, Ve >0, AN € N, Vn > N, d(fn(z), f(x)) <e.

Dans la proposition ci-dessus, l'entier N dépend donc a priori de € et de x. Lorsque l’on peut choisir
le rang N indépendamment de x, on parle de convergence uniforme, comme on va le voir dans la
section suivante.

1.2.2 Convergence uniforme

On introduit maintenant la notion de convergence uniforme sur une partie pour une suite de
fonctions a valeurs dans un espace métrique. C’est une notion un peu plus forte et plus subtile que
la convergence simple. Elle permet cependant de conserver nombre de propriétés par passage a la
limite, comme on va le voir dans la suite du cours.

Définition 1.2.6 On dit qu’une suite (fn)nen de fonctions d’un ensemble X dans un espace mé-
trigue (Y, d) converge uniformément sur X vers la fonction f: X — Y lorsque

Ve >0, AN e N, Vn > N, Vz € X, d(fn(x), f(x)) < e.
De maniére équivalente, ceci s’écrit

Ve >0, N €N, Vn > N, sup d(fn(x), f(z)) < e.
rzeX

. CVU . . ,
On notera par la suite f, —+> f lorsque la suite (fy,)nen converge uniformément vers f sur
n—-+0o

X

X.

Propriété 1.2.7 Avec les notations précédentes,

cvu cvs
n—-4o00 n—-4o00
X X

Autrement dit, si (fn)nen converge uniformément vers f sur X, alors elle converge simplement
vers la méme fonction f sur X.

Ainsi, la convergence uniforme implique la convergence simple.
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Exemple 1.2.8 Considérons la situation ou X =Y =R, ou Y =R est muni de la valeur absolue.

Définissons la suite (fn)nens par
R — R
Ju r — (Ja24+ i)

On vérifie que la suite (fp)nen< converge simplement sur R wvers la fonction
. R — R
En outre, puisque

Vn € N*, Vz € R, |fn(z) — f(2)] < \/g,

on peut conclure que la suite (fp)nen< converge uniformément sur R vers f.

Le lecteur est invité a compléter les détails dans I’exemple précédent. Par ailleurs, on observe
que chaque fonction f,, est continue sur R et la limite uniforme f est également continue sur R.
C’est en fait un fait général, comme on va le voir maintenant.

Propriété 1.2.9 Soit (X,d) et (Y,d) deuz espaces métriquesm , a un point de X, (fn)nen une
suite de fonctions de X dans Y et f une fonction de X dans Y. On suppose que pour tout n € N,
fn est continue en a, et que la suite (fp)nen est uniformément convergente vers f sur X. Dans ce
cas, la fonction f est continue en a.

Preuve. Soit € > 0. Puisque (f5)nen converge uniformément vers f sur X, il existe un rang
N: € N tel que pour tout n > N, on a

Vee X,  d(fu(z), f(z)) <

Wl ™

Par inégalité triangulaire, on obtient pour tout = € X,

d(f(2), f(a)) < d(f(@), n.(2)) +d(fN.(2), fn. (@) + d(fn.(a), f(a))
—_———— —_————

< <

wlm
wlm

2
< §5+d(fNE(I))st(a))
Puisque la fonction fy. est continue en a, il existe n > 0 tel que pour tout z € X tel que d(x,a) <,
on a d(fn.(x), fn.(a)) < e. On en déduit que pour = € X tel que d(z,a) <7, on a

d(f(z), f(a)) <e.

Finalement, pour tout € > 0, on a trouvé un n > 0 tel que pour tout x € X tel que d(x,a) < n on
a d(f(z), f(a)) < e. Ainsi, la fonction f est continue en a. |

La préservation de la continuité locale par passage a la limite uniforme a pour conséquence la
préservation de la continuité globale par passage a la limite uniforme :

1. On note ici d la distance sur X et la distance sur d car il serait difficile de les confondre dans la preuve du
théoreme. Cependant, il peut, dans la pratique, s’agir de deux distances différentes.
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Corollaire 1.2.10 Soit (X,d) et (Y,d) deux espaces métriques, (fn)nen une suite de fonctions de
X dans Y et f une fonction de X dans Y. On suppose que pour tout n € N, f,, est continue sur
X, et que la suite (fn)nen est uniformément convergente vers f sur X. Dans ce cas, la fonction f
est continue sur X.

Preuve. Il suffit d’appliquer la propriété en tout point a de X. [ |

1.2.3 L’espace vectoriel normé (B(X, E), || - ||cc.x)

Lorsque X est un ensemble, (E, ||-||g) est un espace vectoriel normé, on note B(X, F) 'ensemble
des applications bornées de X dans FE :

BX,E)={f:X — E|3M >0, Vz e X, ||f(z)|p < M}.
Lorsque X # (), et f € B(X, F), on pose

Ifl = sup [|f(z)] &
zeX

Il s’agit d’un nombre réel positif ou nul.
On a alors la propriété de structure suivante sur ’ensemble des fonctions bornées de X dans

E:
Propriété 1.2.11 Lorsque X # 0, (B(X, E), || - ||lco,x) €st un espace vectoriel normé.

Preuve. [Exercice laissé au lecteur : il s’agit de verifier d’une part que B(X, F) est un espace
vectoriel et d’autre part que || - |00, x définit une norme sur E.] [ ]

Notation 2 On notera parfois simplement || - ||oo au lieu de || - ||oo,x lorsqu’il n’y a pas de risque
de confusion.

On peut ajouter le critére suivant, qui permet de dire si (B(X, E), || ||oo,x) €st ou non un espace
complet (i.e. de Banach) :

Propriété 1.2.12 Lorsque X # (), l’espace vectoriel (B(X, E), ||-|/c0,x) est complet si et seulement
st (B, | - ||g) est complet.

Preuve. Raisonnons par double implication. Le sens le plus simple est le sens direct. Supposons
que (B(X,E),| - |loo,x) est complet. Considérons (y,)nen une suite de Cauchy de points de E et
montrons que celle-ci converge dans E. Définissons la suite (fy,)nen de fonctions de X dans F en
posant

VneN, Vz e X, fulx) = yn.

Ces fonctions f,, sont constantes sur X. De plus,

Vn,mGN, an_meoo,X: Hyn_ymHE

Par conséquent, la suite (f,)nen est de Cauchy dans (B(X, E), || - ||oo,x ). Cet espace étant complet,
la suite (f,)nen converge donc dans (B(X, E), | - ||, x). Ainsi, il existe f € B(X, E) telle que
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| fro = flloo,x —+> 0. 11 est facile de vérifier que f est constante sur X, égale a un certain y € E.
n—-+0oo

Puisque

vn € N, [ fn = flloo.x = llyn — yllE,
il vient que (yn)nen converge vers y. Ceci prouve que (E, | - ||g) est complet.
Réciproquement, supposons que (E, ||-||g) est complet, et considérons une suite (fy,)nen de Cauchy
de fonctions de (B(X, E), || - ||oo,x ). Fixons z € X et remarquons que

Vmm N, [fa(e) ~ @)l < Ifa— flloox.

Puisque la suite (fy)nen est de Cauchy dans (B(X, E), || - ||, x), cette inégalité assure que, pour
e > 0 fixé, il existe d'un N € N tel que

Vn,m =N,  ||fa(z) = fm(2)]|E <e,
Par conséquent, la suite (f,,(x))nen est de Cauchy dans (E, || - ||g). Puisque cet espace est complet

par hypothese, il existe f(z) € E tel que
|.
Flz) W2 ),

n——+00
Puisque la suite (fy,)nen est de Cauchy dans (B(X, E),| - ||co,x), €lle est bornée dans cet espace.
Ainsi, il existe M > 0 tel que
Vn €N, | frlloo,x < M.
On en déduit que
vneN,  |fu(@)|e < M,

FEn passant a la limite dans cette inégalité, on obtient
1f(@)|e < M.

Ceci assure que f € B(X, F). Montrons maintenant que f, H.”%X f, en revenant une fois de plus
n——+0oo

au fait que la suite (fy,)nen est de Cauchy dans (B(X, E),| - ||co,x ). Fixons de nouveau ¢ > 0. Il
existe un rang N € N tel que

VYn,m > N, Vx € X, | fn(x) = f(2)||E < e.
En passant a la limite sur m dans cette inégalité, il vient
Vn > N, Vz € X, | fn(z) — f(2)||g <e,
et donc
Vn=N,  |fa— f(@)llecx <&,
Ceci montre que f, ll—iﬁ f. Par suite, 'espace (B(X, E), || - |loo,x) est complet. [ ]

Remarque 1.2.13 Lorsque X # () est un ensemble et Y est un espace vectoriel normé, une suite

(fn)nen de fonctions de X dans'Y converge uniformément vers une fonction f de X dans'Y si et

seulement si, @ partir d’un certain rang, f, — f € B(X, E) et de plus || fn, — flloo,.x _>—+> 0. Il nest
n o

en particulier pas nécessaire que f ou certaines fonctions fy, soient elles-mémes dans B(X, E) (on

pourra consulter I’exemple .

En adaptant la preuve du résultat précédent, on montre le critere de Cauchy uniforme :
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Propriété 1.2.14 Soit X # 0 un ensemble et Y un espace de Banach. Une suite de fonctions
(fn)nen de X dans Y converge uniformément sur X si et seulement si

V>0, INENVpe N, (np2 N = (Ve X, [fhe) - hal<e))

Preuve. Dans le sens direct, il suffit d’appliquer une inégalité triangulaire en écrivant au préalable
que

Vn,pEN, fn_fp:(fn_f)_(fp_f)'

Dans le sens réciproque, il suffit d’adapter la preuve précédente et de constater que
— par complétude de Y, la suite f,, converge simplement sur X vers une fonction f: X — Y ;
— la convergence de la suite (f,)nen vers f est en fait uniforme sur X.
|

Remarque 1.2.15 Ici encore, il n’est pas nécessaire que f ou certaines fonctions f, soient dans

B(X, E) (voir l'ezemple[1.2.5).

1.2.4 Convergence uniforme sur les compacts

Lorsque X posséde lui-méme une structure métrique, on peut parler de convergence uniforme
sur les compacts de X.

Définition 1.2.16 Soit (X,d) et (Y,d) deux espaces métriques. Soit (fn)nen une suite de fonctions
de X dans Y et f une fonction de X dans Y. On dit que (fn)nen converge vers f uniformément
sur les compacts de X lorsque pour tout compact K C X, on a

CVU sur K
—

n—-4o0o

fn £,

c’est-a-dire lorsque pour tout compact K C X,

sup d(f(x), fn(z)) — 0

zeK n—-+4o0o

Exemple 1.2.17 Pour X =Y = R™", la suite de fonctions

fn:<R+ — RT k)

X —> ZZ:() %

converge vers la fonction exponentielle uniformément sur les compacts de R*, comme on le montre
facilement a partir de la formule :

n k x _tn
Ve >0, Vn €N, ex—zx—:/ Metdt
= k! 0 n!

Observons que 'on conserve sur 'exemple précédent une fois de plus la continuité par passage
a la limite uniforme sur les compacts. C’est en fait général, comme nous allons le voir dans les
propriétés suivantes. On distigue les énoncés comme les preuves, suivant que X est un intervalle de
R ou bien un ouvert d’un espace vectoriel normé de dimension finie, et suivant que I'on souhaite
préserver la continuité ponctuelle ou globale par passage a la limite uniforme sur les compacts.
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Propriété 1.2.18 Soit I un intervalle de R, (Y,d) un espace métrique, (fn)nen une suite de fonc-
tions de I dans Y et f une fonction de I dans Y. Soit xo un point de I. Supposons que (fp)neN
converge vers [ uniformément sur les compacts de I. Si pour tout n € N la fonction f,, est continue
en xg, alors la fonction f est continue en xg.

Preuve. Supposons dans un premier temps que zo n’est pas une extremité de I. Il existe alors
d > 0 tel que Jzg — 0, z¢g + 6[C I. Par suite, le compact K = [zg — /2, z¢ + /2] est inclus dans I.
L’hypothese assure que la suite (f,,)nen converge uniformément vers f sur K. La proposition m
montre alors que f est continue en xg.

Supposons maintenant que z( est une extrémité de I. Il existe § > 0 tel que I N [xg — d,x0 + J]
est un compact de R inclus dans I. La proposition [I.2.9] permet également de conclure, puisque la
convergence de la suite (f,)nen vers f est uniforme sur le compact I N [zg — d, 29 + d], que f est
continue en x. [ |

On en déduit immédiatement la propriété de préservation de la continuité globale par la conver-
gence uniforme sur les compacts d’un intervalle de R :

Propriété 1.2.19 Soit I un intervalle de R, (Y,d) un espace métrique, (fn)nen une suite de fonc-
tions continues de I dans'Y et f une fonction de I dans Y. Si la suite (fn)nen converge vers f
uniformément sur les compacts de I, alors f est continue sur I.

Preuve. Exercice : utiliser la propriété [1.2.18 [ |

Remarque 1.2.20 Remarquons que, lorsque I = X est un invervalle de R, il revient au méme
de dire qu’une suite (fn)nen de fonctions de I dans (Y, d) converge uniformément sur les compacts
de I ou qu’elle converge uniformément sur les segments de I. C’est une conséquence du fait qu’un
segment est toujours compact, et que tout compact de I est inclus dans un segment de I.

Voyons maintenant comment la continuité locale est préservée par la convergence uniforme sur
les compacts d’un ouvert d’un espace vectoriel normé de dimension finie.

Propriété 1.2.21 Soit X une partie ouverte d’un espace vectoriel normé de dimension finie, et
soit (Y, d) un espace métrique. Soit (fn)nen une suite de fonctions de X dans'Y et f une fonction
de X dans Y. Soit xg un point de X. Supposons que (fn)nen converge vers f uniformément sur
les compacts de X. Si pour tout n € N la fonction f, est continue en xq, alors la fonction f est
continue en xg.

Preuve. Soit § > 0 tel que B(xp,d) C Xﬂ La partie K = B(zg,0/2] est non vide, fermée et
bornée dans ’espace vectoriel normé de dimension finie. Elle est donc compacte dans cet espace
par la propriété donc compacte dans X. Puisque (fy,)nen converge uniformément vers f sur
les compacts de X, il y a convergence uniforme sur K. On conclut a l'aide de la proposition [I.2.9]
que f est continue en xg. [ |

On a également la propriété suivante de préservation de la continuité globale par passage a la
limite uniforme sur les compacts sur un ouvert d’un espace vectoriel normé de dimension finie :

2. La notation est introduite a la définition |1.1.16
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Propriété 1.2.22 Soit X une partie ouverte d’un espace vectoriel normé de dimension finie, et
soit (Y, d) un espace métrique. Soit (fn)nen une suite de fonctions continues de X dansY et f une
fonction de X dans Y. Si la suite (fp)nen converge vers f uniformément sur les compacts de X,
alors la fonction f est continue sur X.

Preuve. Exercice : utiliser la propriété [1.2.21 [ |

1.3 Suites de fonctions et opérations d’intégration et de dérivation

Nous allons nous placer sur un pavé X de R?, c’est-a-dire un produit cartésien de d segments
de R pour traiter la question du passage a la limite dans une intégraleﬂ Nous travaillerons ensuite
sur un ouvert X de R? pour traiter la question du passage a la limite dans une dérivation.

1.3.1 Passage a la limite dans une intérale de Riemann

Théoréme 1.3.1 Soit d € N*, et X = T1%,[a;, b;] (avec pour tout i € {1,...,d}, a; < b;) un pavé
de R, Soit (fn)nen une suite de fonctions Riemann-intégrables de X dans R. Si la suite (fy)nen
converge vers une fonction f: X — R uniformément sur X, alors

1. la fonction f est Riemann-intégrable sur X.

2. la suite réelle ([y fn(x)dx))nen converge.
3. [x fu(x)dz o Ix f(z)dz.

Preuve. Lorsqu’il existe i € {1,...,d} tel que a; = b;, il n’y a rien a démontrer. Supposons donc
que pour tout i € {1,...,d}, a; < b;. Notons V = H?Zl(bi — a;) et observons que V' > 0. Fixons
e > 0 et trouvons, par convergence uniforme de la suite (f,)nen vers f sur X, un entier N, € N tel
que

€
> NEv n - 0 S atr”
Vn > 1= flloox < 57

On en déduit que

Ve e X,  fa(o) -5 < f@) < @) + oo

Puisque fn. est Riemann-intérable sur X, il existe deux fonctions élémentaireslﬂ sur X, ¢ et 1,
telles que

VreX,  p@)</n@<v@, o [ @) e <

On en déduit que les fonctions p. = ¢ —e/(4V) et . = ¢ + ¢/(4V) sont élémentaires sur X,
qu’elles vérifient
Vl‘ € X7 808(33) S f(l‘) S wE(x)a

et également

[ @el@) = oo = [ (@)= d@) +25)de = [ (W@) = d@)do+ 5 <.

X

3. Les fonctions considérées sont a valeurs dans Y = R. On a le méme résultats pour Y = C en séparant les parties
rélles et imaginaires, et avec Y = R? ou encore Y = C? en travaillant composante par composante.

4. Cest-a-dire qu’elles sont combinaison linéaires (d’un nombre fini) de fonctions caracteristiques de pavés inclus
dans X.
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Ceci valant pour tout € > 0, on en déduit que la fonction f est Riemann-intégrable sur X.
Fixons de nouveau € > 0 et trouvons par convergence uniforme de la suite (f,)nen vers f sur X

un entier N € N tel que

€
N, = flex < o

On a pour n > N,

[ ta@de = [ fa)da) < [ 1fale) = F@)dw < 1o = Slox [ 140 = fu = fllxV <.
X X X X

Ceci assure la convergence de la suite ( [y fn()dz)nen vers [y f(x)dz et acheéve la preuve. ]

Remarque 1.3.2 Le théoreme donne des conditions suffisantes pour obtenir l'intégrabilité
de la limite d’une suite de fonctions sur un produit de segments et la convergence des intégrales vers
la Dintégrale de la limite de la suite. Bien entendu, la conclusion de ce théoreme peut étre vérifiée
sans nécessairement que les hypotéses le soient. On pourra par exemple considérer le cas d = 1,

[a1,b1] = [0, 1] et pour tout n € N,
(01 — R
"\ = a2

pour lequel il y a convergence simple de la suite (fn)nen vers la fonction f nulle sur [0,1] et valant
1 en 1, qui est Riemann-intégrable sur [0,1], la suite des intégrales converge vers 0 qui est bien
Uintégrale de f. Cependant, on n’a pas convergence uniforme sur [0,1] de f, vers f. En effet,

Vn €N, 1 fr = flloo,jo,) = 1.

Remarque 1.3.3 A linverse, il existe des situations (ne vérifiant pas toutes les hypothéses du
théoreme dans lesquelles la conclusion du théoréme est fausse. Considérons par eremple

(toujours avec d =1 et [a1,b1] = [0,1]) la suite de fonctions
0,1 — R
o An2x si 0<x< ﬁ
e x — —An?x +4n i %§x<% ’
0 sinon

On vérifie alors la convergence simple de f, vers la fonction nulle. On a de plus que f, est affine
par morceaux sur [0,1], donc Riemann-intégrable sur [0,1]. Enfin, (fn)nen converge simplement
vers la fonction nulle sur [0,1], laquelle est Riemann-intégrable sur [0, 1]. Cependant, on vérifie que

Vn € N*, / fo(z)dz =1,
[0,1]

donc la suite réelle ([ig 1) fn(2)dz)nen converge vers une limite qui n’est pas [j 1) f(2)da.
Remarque 1.3.4 On peut généraliser le théoréme au cas des fonctions a valeurs dans C

en séparant les parties réelles et imaginaires, ainsi que dans les espaces R% et C* pour d > 2 en
travaillant composante par composante.
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1.3.2 Passage a la limite dans une suite de fonctions de classe C"!

On travaille dans cette section avec X un ouvert £ de R¢ ou intervalle I de R (qui n’est pas
nécessairement ouvert), a valeurs dans R ou C. On se donne une suite ( f,,)nen de fonctions de classe
C! sur X & valeurs dans R ou C, convergeant au moins simplement vers une fonction f sur X et
I'on va donner des conditions suffisantes pour assurer que f est également de classe C' sur X et
l'on a

d i d
Vo e X, @ngl}rloofn(x) :nEI}rloo @fn(‘r) (1.3)
Commencons par considérer les deux exemples suivants :

— La suite (fy)nen+ définie par

cos(n?x)
n

X —

R — R
Vn € N*, fn < ) ,
est une suite de fonctions de classe C! sur R qui converge uniformément vers la fonction
nulle sur R. On observe que la suite (f},(0)),en+ des dérivées de f, en 0 diverge, rendant
impossible un résultat de type . Ainsi, la convergence uniforme de (f,,)nenstar Sur X
n’est pas une condition suffisante car la suite (f))nenstqr peut diverger.
— La suite (fy,)nen+ définie par

0,1 — R
Vn € N¥, fn:<[’ ) xn),

T — o
est une suite de fonctions de classe C! sur [0, 1] qui converge uniformément vers la fonction
nulle sur [0,1]. On observe que la suite (f})nen+ des dérivées de f, converge simplement

sur [0, 1] vers la fonction caractéristique du singleton {1}, rendant impossible un résultat de

type car
(ddx (ngrfoo fn)) 1)=0 et (nEToo ((ijfn» (1) =1 (1.4)

Ainsi, la convergence uniforme de (f,)nenstar Sur X et la convergence simple de la suite
(f )neNstar des dérivées de f,, sur X n’est pas non plus une condition suffisante pour assurer
un résultat de type (1.4]).

Donnons maintenant une condition suffisante.

Théoréme 1.3.5 Fizons d € N*. Soit Q C R? un ouvert non-vide et (f,)nen une suite de fonctions
de clase C! de Q dans R ou C. Supposons que
— La suite f, converge simplement sur ) ;
Ofn

— Pour tout k € {1,...,d}, la suite (E) oy COmverge vers une certain fonction gy, unifor-
n

mément sur les compacts de §Q ;
alors la suite (fp)nen converge uniformément sur les compacts de 0 vers une certaine fonction f.
De plus, la fonction f est de classe C' sur Q et Uon a

vhe{,...dy vee, @)= g,
8.%'k
c’est-a-dire
R (. (0f
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Preuve. Pour montrer que la fonction f est de classe C* sur €, nous allons montrer qu’elle admet en
tout point de €2 des dérivées partielles par rapport a chacune des d variables, et que chacune de ces
dérivées partielles est une application continue sur 2. Nous montrerons ensuite que la convergence
de (fn)nen vers f est uniforme sur les compacts de .

Le caractére C! des fonctions (f,)nen implique que les fonctions (% fn)1<k<dnen sont continues
sur 2. La convergence uniforme sur les compacts de ) de ces dernieres implique la continuité des
fonctions (g )1<k<q par la propriété Notons f la limite simple de la suite de fonctions (fy,)nen
sur €.

Notons (e1,...,eq) la base canonique de R?. Soit 2y € Q. Puisque Q est ouvert, il existe § > 0
tel que B(xg,d) est inclus dans Q. Remarquons que B(xg, /2] est un compact de Q. Ecrivons que
pour tout h € [-0/2,6/2],i € {1,...,d},

Afn
8?; (o + se;i)ds.

h
Vn €N, t&@¢+m0:fdmy+4

. . 9
Par convergence simple de f,, vers f sur €2, et par convergence uniforme de oo Vers gi sur le

compact B(x,d/2], en utilisant le théoreme on obtient en passant a la limite dans l'identité
précédente, pour h € [—9/2,0/2], i € {1,...,d},

h
f(xo + he;) = fxo) + /o gi(xo + se;)ds.

La continuité des g; en xg assure que f admet des dérivées partielles par rapport a chaque variable
en xg et I'on a
of

81‘2‘

Ceci valant pour tout g € €2, et les fonctions g; étant continues sur €2, il vient que f est de classe
C'! sur Q et pour tout i, g; = a% dans ).

Il reste & montrer que la convergence de f,, vers f est uniforme sur les compacts de 2. Soit K un
compact de . Puisque Q est ouvert, pour tout a € K, il existe r, > 0 tel que B(a,r,) C §. Ainsi,
on a

Vi € {1, R ,d}, (ZL’()) = gi(.%'(]).

K C UgerxB(a,rq/2).

Puisque K est compact, on peut par la propriété de Borel-Lebesgue (définition extraire un
sous-recouvrement fini du recouvrement ouvert ci-dessus : il existe p € N* et a1,...,a, € K tels
que

K C Uke{l,...,p}B(ak7 Tak/2)- (1.5)

Observons que pour tout a € K, B(a,r,/2] C B(a,r,) C Q. Posant K = Ukeqt,...py B(ak; 7a, /2], on
obtient que
KcKcQ,

et par ailleurs K est compact comme réunion finie de compacts. Fixons € > 0. Par convergence
simple de f,, vers f aux points (ai)i1<k<p, On a, puisque ceux-ci sont en nombre fini,

dN eN, Vn> N, Vk e {l,...,p}, |fnlar) — flag)| < e.

Soit x € K. Par la propriété de sous-recouvrement fini ([1.5)) de K, il existe k € {1,...,p} tel que
x € B(ag,rq,). Ecrivons que pour tout n € N, on a

) = Fulan) + [ (&= ax) (7 fulan + 1z — ax)))at,
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et également
1
Fl@) = flax) + [ (0 = a0)-(Tf (o + ta = )t
car les fonctions f, et f sont de classe C'! sur €. Par soustraction, on a pour tout n € N,

fa(z) = f(z) = fular) — f(ak +/ x — ag).(V(fo = f)(ak + t(z — ax)))dt.

Par inégalité triangulaire, il vient pour tout n € N,

[fu(@) = f(2)] < | fnlar) = flar) \+/ (@ = ar).(V(fn = [)lak + t(z = ax)))|dL.

Par inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient pour n € N

Ful@) — £(@)
< Unlaw) = F@I+ [ o= aull 190 = £)(an+ tx - an)) o
< Ul = Faw)| + e = aull [ 190 = £(on -+ e )l

1
< Unlaw) = J@)l+ (o ra)) [V 0 = D)l Bion
< fnlar) = Flar)] + ( oax o, ) IV U = Dlloc i

Par convergence uniforme des dérivées premieres des f,, vers celles de f sur le compact K, il existe

M € N tel que

e

T maxi<j<pTa;
Avec ce qui précede, on a pour n > max (N, M),
Vo e K, |fr(x) — f(x)] < 2e.
Ceci achéve de montrer la convergence uniforme de f,, vers f sur les compacts de 2. [ |

En utilisant le théoréme précédent pour l'initialisation comme pour I'hérédité, on montre par
récurrence sur p € N* le corollaire suivant.

Corollaire 1.3.6 Soit p > 1 un entier, Q un ouvert de R%. Soit (fy,)nen une suite de fonctions de
classe CP sur ) a valeurs rélles ou complexes. Supposons que

— la suite (fn)nen converge simplement vers une fonction f sur 2,

— pour tout ¢ € {1,...,p— 1}, et (i1,...,4q9) € {1,...,d}9, la suite (%)%N converge

simplement vers une fonction g;, ... ;, sur §,

— pour tout (i1, ...,ip) € {1,...,d}?, la suite (%)n@; converge vers une fonction g, ..,
uniformément sur les compacts de €,
alors
— la fonction f est de classe CP sur €2,
— quels que soient g € {1,...,p}, et (i1,...,1i9) € {1,...,d}9,
of
m = Giy,..iigs (1.6)
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— pour tout g € {0,...,p}, chaque dérivée partielle d’ordre q de f, converge vers la dérivée
partielle de f correspondante uniformément sur les compacts de €.

Remarque 1.3.7 Notons que la relation (1.6 s’écrit encore quels que soient ¢ € {1,...,p} et
(11,...,0q) € {1,...,d}9,

8q(1im f>— lim 0
0z, ... Ox;, \n—+oo " _n—>+0083:¢1...8wiq'

1.4 Séries de fonctions

Lorsque Y est un espace vectoriel, ’ensemble F(X,Y’) des fonctions de X dans Y est natu-
rellement muni d’une structure d’espace vectoriel. En ajoutant a ¥ une topologie d’espace normé,
on peut définir en plus des notions de convergence dans F(X,Y’) (convergence simple, convergence
uniforme sur X, etc). Une des fagons de tirer avantage de cette structure est d’introduire la notion
de séries de fonctions, qui sont en fait des suites définies par l’accroissement entre deux termes
consécutifs (qu’on appellera terme général de la série). Bien siir, puisqu’une série de fonctions est
une suite de fonctions, on pourra appliquer aux séries de fonctions ’ensemble des résultats du
cours sur les suites de fonctions. Par ailleurs, nous allons introduire de nouveaux outils, tels que la
convergence normale, le critere de D’Alembert, le critere d’Abel, qui seront propres aux séries.

Dans ce chapitre, X désigne un ensemble et Y est un espace vectoriel normé sur R ou sur C.

Définition 1.4.1 Soit X un ensemble et Y un espace vectoriel. On se donne (un)nen une suite de

fonctions de X dans Y et l'on appelle série de terme général uy, la suite de fonctions (Sy)nen de
X dans 'Y définie par
X — Y

k=0

La suite (Sp)nen est appelée suite des sommes partielles de la série de terme général (up)nen-

1.4.1 Retranscription des résultats sur les suites de fonctions dans le cadre des
séries de fonctions

On suppose que Y est un espace vectoriel normé.

Définition 1.4.2 On dit que la série de terme général (up)nen converge simplement, respective-
ment uniformément, sur X lorsque la suite de fonctions (Sp)nen converge simplement, respective-
ment uniformément, sur X.

Définition 1.4.3 Lorsque la série de terme général (u,)nen converge sur X, on appelle somme de

la série la fonction

X — Y

+o0o
k=0
La propriété [1.2.7] se traduit par le fait que
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Propriété 1.4.4 Si la série de terme général (up)nen converge uniformément sur X, alors elle
converge simplement sur X.

Supposons que X est un espace métrique. La propriété [[.2.9] de préservation de la continuité
par passage a la limite uniforme se traduit par le résultat suivant.

Propriété 1.4.5 Soit a € X. Supposons que pour tout n € N, u, est continue en a et que la série
de terme général u, converge uniformément sur X. Alors la somme S de la série est continue en
a.

On en déduit la propriété globale suivante, qui est une adaptation du corollaire [I.2.10]

Propriété 1.4.6 Supposons que pour tout n € N, u,, est continue sur X et que la série de terme
général u, converge uniformément sur X. Alors la somme S de la série est continue sur X.

On peut également adapter le théoréme de passage a la limite dans une intégrale sur un
pavé de R? lorsque la convergence est uniforme sur le pavé.

Théoréme 1.4.7 Soit d € N*, et X = T1%_,[a;, b;] (avec pour tout i € {1,...,d}, a; < b;) un pavé
de R, Soit (un)nen une suite de fonctions Riemann-intégrables de X dans R. Si la série de terme
général (up)nen converge vers une fonction S : X — R uniformément sur X, alors

1. la fonction S est Riemann-intégrable sur X.

2. la suite réelle ( [y Sp(x)dz))nen converge.
3. [x Sp(x)dx red Jx S(z)dz.

Remarque 1.4.8 Comme pour le théoréme|1.5.1, on peut généraliser au cas ou le terme général
prend ses valeurs dans C en séparant parties réelle et partie imaginaire, puis au cas ou le terme
général prend ses valeurs dans R® ou C? pour d > 2 en travaillant composante par composante.

Enfin, on peut retranscrire le résultat de dérivabilité pour les séries (corollaire [1.3.6) comme
suit.

Théoréme 1.4.9 Soit p > 1 un entier, Q un ouvert de R®. Soit (Un)neN une suite de fonctions de
classe CP sur ) a valeurs rélles ou complexes. Supposons que
— la série de terme général (u,)nen converge simplement vers une fonction S sur €2,

— pourtoutq € {1,...,p—1}, et (i1,...,1q) € {1,...,d}%, la série de terme général (%)%N
converge simplement vers une fonction Sy, . _;, sur (),
— pour tout (i1,...,ip) € {1,...,d}P, la série de terme général (%)%N converge vers
une fonction Sz'l,...,z'p uniformément sur les compacts de €,
alors
— la fonction S est de classe CP sur €,
— quels que soient g € {1,...,p}, et (i1,...,1i9) € {1,...,d}9,
018
Gy 0w, .
L 0Ty,
— pour tout q € {0,...,p}, chaque dérivée partielle d’ordre q de la série de terme général
(un)nen converge vers la dérivée partielle de S correspondante uniformément sur les com-

pacts de €.
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Remarque 1.4.10 Notons que la relation (1.7) s’écrit encore quels que soient q € {1,...,p} et
(i1, ... ig) € {1,...,d}9,

8(1( lim S)— lim _ 05
Oz, ... 0x;, \n—too ") nortoo Oy, ... Oy,

Remarque 1.4.11 La cas p = 1 dans le théoreme correspond a l'adaptation aux séries de
fonctions du théoreme[1.5.5]

1.4.2 Convergence normale d’une série de fonctions

X désigne un ensemble non vide et Y un espace vectoriel normé.

Définition 1.4.12 On dit que la série de terme général (up)nen converge normalement sur X
lorsque la série d’élements de B(X,Y') de terme général (u,)nen converge absolument dans (B(X,Y), |-
lloo), ¢’est-a-dire lorsque la série de terme général positif (||un|co )nen converge dans RT. Ceci s’écrit

encore
+o0

> ltnlloo < +o0. (1.8)

n=0

Remarque 1.4.13 Avec la définition de la norme infinie sur X, la convergence normale exprimée

par (1.8) s’écrit encore

+oo
S sup un (@)]] < +o0
ex

n=0%

Définition 1.4.14 On dit qu’une série de fonctions de terme général uy, : X — Y vérifie le critére
de Weierstrass sur X s’il existe une suite réelle positive (My)nen telle que

Yn €N, Vx € X, lun(z)|| < My,
On vérifie aisément a 1’aide des définitions ci-dessus la propriété suivante.

Propriété 1.4.15 Une série de fonctions de terme général u, : X — Y converge normalement
sur X si et seulement si elle vérifie le critere de Weierstrass sur X.

Lorsque (Y, || - ||) est complet, la convergence normale implique la convergence uniforme.

Propriété 1.4.16 Supposons que 'espace (Y, | -||) est complet. Si la série de fonctions de terme
général u, : X — Y converge normalement sur X, alors elle converge uniformément sur X.

Preuve. La convergence normale de la série de terme général u,, est la convergence absolue dans
Iespace (B(X,Y), ||||oo,x ). Puisque (Y, ||-||) est complet, 'espace (B(X,Y),||:||s,x) est complet par
la propriété Dans un espace complet, la convergence absolue implique la convergence simple,
donc la série de terme général u,, converge simplement dans (B(X,Y),| - ||c,x ). Cette convergence
simple est exactement la convergence uniforme de la série de fonctions de terme général u,,. [ |
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Remarque 1.4.17 On retiendra, pour les séries de fonctions de X # () d valeurs dans un Banach
Y, que
CVNsur X =— CVUsur X = CVSsur X,

et les implications réciproques sont fausses en général.

En effet, on sait déja que la convergence simple n’implique pas la convergence uniforme (voir
l’exemple sur les suites de fonctions). Donnons un exemple de série de fonctions conver-
geant uniformément sur [0,1] d valeurs dans R mais ne convergeant pas normalement sur [0, 1].
Considérons pour cela la série de terme général u, : [0,1] — R définie pour n € N par

0,1] — R
Unp : . — six e [1/2m1/27]
0 sinon
Observons que
1
Vn € N = —
neN, funle = — .

de sorte que la série de terme général u,, ne converge pas normalement sur [0,1]. Cependant, on a

m n m 1
V=20, Y w- Y ul =Y wl, =
k=0 k=0 k=n

de sorte que la suite des sommes partielles de la série de terme général u, est de Cauchy dans
(B([0,1],R), || - lloc), donc elle converge uniformément sur [0,1] par la propriété|1.2.12,

Remarquons enfin que, pour étudier une suite de fonctions a valeurs dans un espace vectoriel
normé complet, il peut parfois étre utile de penser a étudier la série telescopique associée.

Définition 1.4.18 Soit (f,)nen une suite de fonctions d’un ensemble X # () a valeurs dans un
espace vectoriel Y. On appelle série téléscopique associée a la suite (fy)nen la série de terme général

fn+1 - fn
On a alors, par exemple, la propriété suivante.

Propriété 1.4.19 Soit (fn)nen une suite de fonctions d’un ensemble X # 0 d valeurs dans un
espace de Banach'Y . Supposons qu’il existe une suite (My,) € (RN telle que

VkeN, Ve e X,  |fas1(z) = fulz)] < My

et la série de terme général My converge. Alors la suite f, converge uniformément sur X.

Preuve. 1l suffit d’appliquer le critere de Weierstrass (propriétés [1.4.15] et [1.4.16) a la série
téléscopique associée a la suite (f,)nen et de remarquer que

n

VneN VeeX, 3 (fini(@) = fil@) = fari (@) — fola): (L9)
k=0
| |

Remarque 1.4.20 C’est sans doute en observant l'identité (1.9) que 'on comprend le mieux le
terme “téléscopique” choisi pour nommer la série de terme général (frn+1 — fn)-
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1.4.3 Le critére d’Abel

Nous allons faire un rappel concernant le critere d’Abel sur les séries a valeurs dans un espace
de Banach avant de voir comment celui-ci s’étend aux séries de fonctions a valeurs dans un espace
de Banach. Juste avant cela, exprimons quelle peut étre 'utilité du critere d’Abel dans chacun de
ces deux cas. Pour les séries & valeurs dans un Banach, le critere d’Abel est une condition suffisante
pour avoir de la convergence en montrant que les sommes partielles sont de Cauchy, notamment
dans des cas ou la convergence n’est pas absolue, et sans pour autant faire apparaitre effectivement
la somme de la série. Pour les séries de fonctions a valeurs dans un Banach, le critére d’Abel sera une
condition suffisante pour avoir de la convergence uniforme en montrant que les sommes partielles
sont uniformément de Cauchy, notamment dans des cas ou la convergence n’est pas normale, et
sans pour autant faire intervenir explicitement la somme de la série.

Propriété 1.4.21 Soit Y un espace de Banach. Considérons une suite (gn)nen d’élements de Y
qui est le terme général d’une série dont les sommes partielles sont bornées :

n
Z 9k
k=0

dM >0, Vn € N, <M.

Soit (fn)nen une suite réelle positive, décroissante et tendant vers 0. Alors la série de terme général
fngn converge dansY .

Preuve. Notons pour n € N,

n n
Sn=> fege et Gn=) gk
k=0 k=0

Puisque Y est complet, il suffit de montrer que la suite (S, )nen est de Cauchy dans Y. Pour cela,
effectuons une transformation d’Abel sur la différence entre deux sommes partielles de cette série :
pour n,p € N*, écrivons

n—+p
Sn+p - S, = Z Jkgk
k=n-+1
n+p
= > fulGp—Giroy)
k=n+1
n—+p n—+p
= Y fiGe— D frGra
k=n+1 k=n+1
n—+p n+p—1
= Y. fiGe— > fe1Gr
k=n+1 k=n
n+p—1 n+p—1
= > f1Gr+ farpGrip— Y fri1Gr — fuGh,
k=n+1 k=n+1
pour finalement obtenir que
n+p—1
Sn+p - Sn = fn+pGn+p - fnGn + Z (fk - fk+1)Gk~ (110)
k=n+1
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Par positivité et décroissance de la suite (fy,)nen, et par inégalité triangulaire, il vient

n+p—1

1Sn+p = Snll < fatpllGuipll + fallGull + D~ (fi = Frr)IGk]-
k=n-+1

La suite (G )nen étant majorée par M par hypothése, on en déduit

n+p—1

[Sn4p = Sull < farpM + faM + M D> (fi = fit1)-
k=n+1

Puisque la derniére somme est téléscopique et par décroissance de la suite (f,,)nen, on obtient
Vn,pEN*, ||Sn+p_SnH San+p+an+M(fn+1_fn+p) §2an (1-11)

Fixons € > 0. Puisque la suite (f,)nen tend vers 0, il existe N € N tel que pour tout n > N,
fn <e/(2M). On en déduit que

Ve >0, 3N € N, Vn > N, |Sntp — Sull < e.

Ainsi, la suite (Sp)nen est de Cauchy dans Y, donc elle converge dans Y puisque Y est complet
par hypothese. [ |

Remarque 1.4.22 L’identité (|1.10]) est appelée transformation d’Abel. Remarquons l’analogie entre
cette formule et la formule d’intégration par parties pour deuz fonctions G et f de classe C' sur
un segment [a,b], en notant S = fG" :

b b b
/a S(t)dt = /a FE ()t = FBGB) — f(a)G(a) - / FG(t)dt.

Il suffit de remplacer formellement 'opération d’intégration (de symbole [) et l'opération de som-
mation (de symbole %), et de remplacer l'opération de dérivation (de symbole ') en l'opération de
passage a la série téléscopique associée : (fn)nen = (fn+1— fn)nen- 1l faut également faire attention
auz bornes d’intégration et de sommation.

On peut désormais énoncer un critere d’Abel pour la convergence uniforme des séries de fonc-
tions a valeurs dans un Banach, directement adapté de celui rappelé ci-dessus.

Théoréme 1.4.23 Soit X # () un ensemble et Y un espace de Banach. On se donne une suite de
fonctions g, : X — 'Y dont les sommes partielles sont uniformément bornées sur X :

Zn: 9k(2)
k=0

et une suite décroissante de fonctions réelles positives f, : X — RT qui converge uniformément
vers la fonction nulle sur X. Alors la série de fonctions de terme général (fngn)nen converge
uniformément sur X.

dM >0, Vvn e N, Vz € X, < M. (1.12)

Preuve. Observons que I'hypothese ((1.12)) assure que pour tout n € N, g, € B(X,Y). Etendant
les notations de la propriété précédente, on définit pour n € Net x € X

Sn(@) =Y fu@)ge(z) et Gu(z) =) gr().
k=0 =0
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Reprenant la preuve précédente jusqu’a la relation ((1.11)), on obtient facilement en évaluant les
fonctions en x € X :

anp € N*a VZC € X7 HSTZ‘Fp(m) - Sn(x>H S 2an(.7])

Fixons € > 0. Par convergence uniforme de la suite (f,)nen vers 0, il existe N € N tel que pour
tout entier n > N et tout € X, f,(z) <e/(2M). On en déduit que

Yn > N, Vp e N, |Snap — Snlloo,x < e. (1.13)
Ainsi, la suite (Sy,)nen vérifie le critére de Cauchy uniforme sur X. Par la propriété [1.2.14] elle
converge uniformément sur X. ]

1.4.4 Une fonction réelle, continue sur R, et nulle part dérivable

Un des intéréts de pouvoir manipuler des fonctions définies comme des sommes de séries de
fonctions est sans doute de pouvoir sortir de la classe des fonctions obtenues en appliquant aux fonc-
tions usuelles (polyndmes, exponentielle, logarithme, fonctions trigonométriques, etc) un nombre
fini d’opérations (combinaisons linéaires, produits, quotients, inversions, compositions, etc), afin de
créer des objets dont la simple existence peut étre surprenante (surtout la premiére fois). Nous
proposons ici un exemple explicite de fonction obtenue comme la somme d’une série qui converge
sur R, qui est continue sur R mais nulle par dérivable sur R.

Désignons par ¢ la fonction de R dans R impaire, continue et 2-périodique telle que

Vo € [07 1]7 90('7;) =T,
et posons
400 k
ek f@) =3 (3) et

k=0
Observons que la fonction ¢ est lipschitzienne sur R, de constante 1.

Propriété 1.4.24 La série définissant f converge normalement sur R. Puisque le terme général
est continu sur R, la fonction est continue sur R également. De plus, la fonction f n’est dérivable
en aucun point de R.

Preuve. Pour montrer la convergence normale sur R, on peut utiliser le critere de Weierstrass et

(2 s

On en déduit la continuité de f sur R avec la propriété [1.2.9
Soit € R. Observons que si f est dérivable en z, alors quelles que soient les suites (ay)nen €
] — o0, 2N et (By)nen €)x, +oc[ convergeant vers x, on a quand n tend vers +oo,

f(Br) = f(@) + (Bn — ) f'(2) + o((Bn — x))

remarquer que
k

Vk e N, Vo € R, g‘z

et de méme

Flan) = £(@) + (@n — )f'(2) + ol (& — an))
Par soustraction, il vient en remarquant que tout terme négligeable devant (8, — z) ou (z — ay,)
Pest devant (8, — ay),

f(Bn) — flan) = (Bn — O‘n)f,(x) +o((Bn — a)).
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On en déduit que
f(Bn) = flan)

Bn — Qp n—-+o0o

f'(@).

Afin de montrer que f n’est pas dérivable en x, nous allons construire deux suites (ay, )nen €t (Bn)nen
comme ci-dessus, c’est-a-dire tendant vers x par valeurs respectivement inférieures et strictement
supérieures, convergeant vers x, mais telles que

_ 3n
Bn — oy 2
Fixons donc x € R. Pour n € N, désignons par p la partie entiere de 4"z : c’est le seul élément de
p € Z vérifiant

Vn € N,

p<4"r<p+1.

Posons maintenant
an=4""p et B,=4"(p+1),

de sorte que

an <z < By,

et B, — a, =47™. On en déduit que

ap, — T et Bn — .
n—-+o0o n—-+4o0o

Pour n € N, écrivons

60~ flom) = 3= (3) (68 + 1) — tam).

k=0
Observons que, par 2-périodicité de ¢, les termes d’indice k > n sont nuls dans la somme ci-dessus.
Pour k < n, on a avec le caractére 1-lipschtizien de ¢ :

(45 (p + 1)) — (AP )| < 4P (p 1) — 4T = 4h
Enfin, pour £ =n, on a

lp(4F " (p + 1)) — p(4F"p)| = 1.

Ainsi, par inégalité triangulaire inverse, on a

( k=0
(3)” 13"-1
>(Z2) - —
—\4 qn 3 -1
(3)
>- (2
—2\4
Divisant par 3, — a,, = 47", il vient ((1.14]). On conclut que f n’est pas dérivable en x. [ |
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1.5 Séries de puissances

Définition 1.5.1 On appelle série de puissances (ou parfois, série entiére) toute série de fonctions
de X =R ou X = C dans un X-espace vectoriel normé complet Y dont le terme général est de la
forme

Vn € N, un:<X — Y n)a
x > ap(r — )

ot (an)neny € YN et mg € X sont donnés.

Remarque 1.5.2 La notation a,(x —x¢)"™ désigne exceptionnellement la multiplication du vecteur
Y par le scalaire (x — xg)™. Cette notation est motivée par le fait qu’elle est naturelle dans le cas
ot Y =R ou C.

1.5.1 Limites supérieures de suites réelles positives

On note R" l'ensemble R+ auquel on ajoute un élément noté 4+oo0. On prolonge la relation
d’ordre < de R* 4 R en posant
Vr € RJF, z < 400.

On prolonge également la relation < en posant
Vao,y e R, (x<y) <= (z<y et x#y).

Définition 1.5.3 Soit (an)nen une suite d’éléments de RT. Définissons sa limite supérieure. On
4N
définit tout d’abord la suite (ap)nen € RT en posant

Vn € N, Qy = sup ay,
k>n

avec la convention que cu, vaut +00 lorsque la suite (ak)@n n’est pas majorée, et vaut le plus petit
des majorants dans R de la suite (ag)r>n dans le cas contraire. La suite (o )nen est décroissante
dans R™. Distinguons deux possibilités mutuellement exclusives :

— soit pour tout n € N, o, = +00, et dans ce cas on pose

lim sup a,, = +o00.

— soit il existe un n € N tel que pour tout k > n, ap € RY, et dans ce cas, la suite (ay)nen est
réelle a partir d’un certain rang, décroissante, minorée par 0. En particulier, elle converge
dans RT. Dans ce cas, on pose

limsupa, = lim .
n—+00 n—+00

Remarque 1.5.4 Ce second cas est exactement le cas ot la suite (ap)nen est bornée (ce qui équi-
vaut a dire qu’elle est magjorée). Ainsi, la suite (an)nen admet des valeurs d’adhérence dans R, et
le réel limsup,, , . a, est la plus grande de ces valeurs d’adhérence.
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Définition 1.5.5 Pour a € RJZ on pose

400 si a=0,

1 1

-] = ; +

5 5 si a e RT\ {0},
0 si a = +o0.

Remarque 1.5.6 Toute suite réelle positive (o )nen admet donc une limite supérieure dans R"
1

n—+o0 dn

et la notation g désigne un élément bien défini de R'.
P

1.5.2 Théorie du rayon

L’étude des séries de puissances est grandement facilitée par l'introduction de la notion de
rayon :
Définition 1.5.7 Soit a,(z—xo)" le terme général d’une série de puissances. On définit un élément

RdeR" appelé rayon de la série de puissances en posant

1

B lim SUPp— 400 ||an||1/n .

En effet, du point de vue de la convergence simple, le rayon se caractérise (et décrit une partie
du comportement de la série de puissances) comme suit :

Propriété 1.5.8 Soit a,(x — xo)" le terme général d’une série de puissances. Son rayon R est
l"unique élément de R tel que
— pour tout x € X tel que |x — x9| < R, la série de terme général an(x — xo)"™ converge
absolument dans Y .
— pour tout x € X tel que |z — xo| > R, la série de terme général a,(x — xo)"™ diverge grossie-
rement.

Preuve. Vérifions que R est effectivement un élément de RT ayant les deux propriétés annoncées.
L’unicité d’un tel élément est laissée au lecteur.

Commengons par montrer la premiere propriété. Si R = 0, il n’y a rien a démontrer. Supposons
donc R > 0. Soit x € X tel que |z — z9] < R. Choisissons R’ > 0 tel que |z — 29| < R’ < R,

c’est-a-dire tel que
1 - 1 < 1
R "R |z —x|

Puisque, par définition du rayon,

~ = limsup ||a, ||}
o = lmsup o, |17

il existe N € N tel que pour tout n > N,

1
lanll 7 < .
On en déduit pour n > N,
1
Ha’nH S (R/)n’



puis
|z — 2o \"
lan(z — 20)"[| = [lan|[|lz — zo[" < (R,

Puisque
|z — x|
R
on conclut a la convergence absolue de la série de terme général a,,(z — xo)".
Montrons maintenant la seconde propriété. Si R = +o0, il n’y a rien a démontrer. Supposons donc
R € R, et considérons x € X tel que |r — z9| > R. Soit R’ > 0 tel que R < R < |z — xo],
c’est-a-dire

L,

1 < 1 < 1
lv —x] R R

Par définition du rayon, 'ensemble {n € N | 4 < |an||'/™} est infini. On en déduit Pexistence

d’une fonction ¢ de N dans N*, strictement croissante, telle que

1
VneN, 5 < oy,
Par suite, on a
|z — 20| ¢(n)
vnelN, (E2ED < aglle - ) = lagg (o - 20))]
Puisque 1 < |z —xo|/R, il vient que [|ag @) (@ —20)?™|| — +o0. Ainsi, la série de terme général
n—-+00
an(x — o)™ diverge grossiérement. |

Outre la convergence ponctuelle, le rayon d’une série de puissances donne des informations sur
la convergence de la série en tant que série de fonctions.

Théoréme 1.5.9 Soit a,(x — xo)" le terme général d’une série de puissances de rayon R € R*
strictement positif. Distinguons deuz cas :
— si R est fini, alors pour tout ¢ €]0, R[, la série de fonctions de terme général an(x — )"
converge normalement sur B(0, R — ¢].
— si R est infini, alors pour tout Ry € R, la série de fonctions de terme général a,(x — zo)"
converge normalement sur B(0, Ro].

Preuve. Distinguons les deux cas. Supposons dans un premier temps que R est (strictement positif
et) fini. Soit € €]0, R[. Observons que

VneN, Vze B(zxg, R—¢l, llan(z — z0)" ||y < |lan|ly (R —&)". (1.15)
Par définition du rayon, celui de la série de puissances de terme général ||a,||yz™ est également
R. D’apres la propriété [1.5.8 appliquée a cette derniere série, la série numérique de terme général
lan||y (R—¢)™ converge simplement. Par le critere de Weierstrass, avec I'inégalité (1.15)), on conclut

a la convergence normale de la série de terme général a,(z — zo)" sur B(xg, R — €].
Supposons maintenant que R = +o00. Soit Ry > 0 un nombre réel. Comme précédemment, on a

VneN, Vze B(wo,Ro),  |lan(z—20)"|ly < llan|ly RS

Le rayon de la série de puissances de terme général ||a, ||y 2™ est R, donc la série de terme général
||lan ||y Rf converge simplement. Le critére de Weierstrass assure finalement que la série de puissances
de terme général a,(x — )" converge normalement sur B(xg, Ro]. [ ]
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On peut étendre la définition [I.1.16] en posant
Vo € X, B(zg,+0) = X.
Le corollaire suivant reformule simplement le théoréme ci-dessus.

Corollaire 1.5.10 Soit a,(x — x)" le terme général d’une série de puissances de rayon R € R"
strictement positif. La série de fonctions de terme général a,(x — xo)™ converge normalement sur
les compacts de B(xg, R).

Preuve. Dans le cas ol R est fini, si K est un compact de B(xg, R), alors il existe € €]0, R] tel que
K C B(z,R — €]. La convergence normale de la série de puissances de terme général a,(x — xo)"
sur B(z, R — €] assurée par le théoréme implique la convergence normale de cette méme série
de puissances sur K.

Dans le cas o R = +o0, si K est un compact de B(zg, R) = X, alors il existe Ry > 0 tel que
K C B(zo, Ro]. La convergence normale de la série de puissances de terme général an(z — zo)"
sur B(z, Ry| assurée par le théoreme implique la convergence normale de cette méme série de
puissances sur K. [ |

Définition 1.5.11 Soit an(z —x0)" le terme général d’un série de puissances. Notons R € R son
rayon. Lorsque R > 0, on appelle disque ouvert de convergence de la série de puissances l’ensemble
B(zo, R).

Remarque 1.5.12 Le corollaire [1.5.1() signifie donc qu’une série de puissances de rayon R > 0
converge normalement (donc uniformément, car (Y,| -||) est complet et 'on peut appliquer la
proposition sur les compacts de son disque ouvert de convergence

Une conséquence importante de ce fait est la continuité de la somme d’une série de puissances
sur son disque ouvert de convergence.

Corollaire 1.5.13 Soit a,(z — x¢)"™ le terme général d’une série de puissances de rayon R > 0.
La somme S de cette série est définie et continue sur le disque ouvert de convergence de la série
de puissances.

Preuve. Par la propriété la somme S est bien définie sur B(zg, R). De plus, la convergence
de la série de puissances est uniforme sur les compacts de B(xg, R) par le corollaire Puisque
B(zg, R) est un ouvert de X et puisque X est un X-espace vectoriel de dimension finie (égale a 1),
on peut appliquer la proposition pour conclure que S est continue sur B(xg, R). [ |

Remarque 1.5.14 Nous verrons que, lorsque R > 0, la somme S est en fait bien plus réguliére
sur son disque ouvert de convergence : lorsque X = R, elle est de classe C* sur B(xgp, R) =
lzo — R,x0 + R[, comme nous le verrons en??7?; lorsque X =Y, elle est en fait holomorphe
(c’est-a-dire de classe C1 comme fonction d’une variable complexe) sur B(zo, R). Cette notion sera
étudiée plus en détails au chapitre 2 7 2.
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1.5.3 Etude au bord du disque ouvert de convergence

Présentons maintenant deux résultats qui, sous réserve d’une hypothése de convergence au
bord du disque, donnent des informations sur la convergence au sens des séries de fonctions. Le
premier résultat suppose de la convergence absolue en un point du bord, le second uniquement de
la convergence ponctuelle en un point du bord.

Pour zp € X et R €]0,+o00[, on note
C(zo,R) ={z € X | |z — x| = R},

le cercle de centre xg et de rayon R.

Théoréme 1.5.15 Soit ap(z —x0)" le terme général d’une série de puissances de rayon R. Suppo-
sons que R €]0,4+o00[. S’il existe y € C(x,o,7) tel que la série de terme général a,(y — xo)™ converge
absolument, alors la série de puissances de terme général a,(x — x9)" converge normalement sur
B(:Eo, R} .

Preuve. Il suffit d’observer que
VneN, ,VoeB(xo,R], |an(z—z0)"|ly = llanllylz —zo[" < [lan/ly R" = [lan(y — o)y

Puisque ce dernier terme est le terme général d’une série numérique convergente par hypothese
et ne dépend pas de z, le critere de Weierstrass assure la convergence normale de la a série de
puissances de terme général a,(z — z)" sur B(zg, R]. |

Théoréme 1.5.16 Soit a,(x —xo)" le terme général d’une série de puissances de rayon R. Suppo-
sons que R €]0,4o00[. S’il existe y € C(xo, R) tel que la série de terme général a,(y—xo)™ converge,
alors la série de puissances de terme général an(x — xo)" converge uniformément sur le segment
reliant xo a y.

Preuve. Soit 6 € R tel que y = zg + Re'®. Paramétrons le segment reliant zo & y par
t (t) == (1 — t)xo + ty = zo + tRe?,
pour ¢ € [0, 1]. Observons qu’alors,
vt € [0, 1], an(x(t) — o)™ = t"R"e™.
L’hypothese de convergence de la série de terme général a,(y — )™ implique donc que la suite
Sp = i apRFe™?,
k=0

converge. En particulier, cette suite est de Cauchy dans Y. Fixons € > 0 et choisissons N € N* tel
que

Vn >N, VpéeN, |sntp — snlly <e.
Afin d’appliquer le critéere de Cauchy uniforme (propriété [1.2.14]), nous allons, pour n et p comme
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ci-dessus et t € [0, 1], effectuer une transormation d’Abel sur la somme

n+p ntp . i
S auta(t) - ) = 3%ty -t (2=

k=n k=n Y=o
N\ k
& ke (R
= Z akR e W
k=n
n—+p
= Z (s — Sk—1)t
k=n
n+p
= Z(Sk — Sp—-1— (Sk—l - sn—l))tk
k=n
n+p n+p
= (st —sn-)t" =D (sp-1 — sn—1)t"
k=n k=n
n+p n+p—1
= Z (s — Sn—1)t" — Z (sp — Sp_q)tF Tt
k=n k=n—1
n+p—1
= Z (5K — Sn—l)(tk - tk+1) + (Sn+4p — Sn—1)1"P — (81 — sp_1)t"
k=n _
=0
n+p—1
= Z (sk = sn—1)(t" — 571 + (Sntp — Sn—1)t" .
k=n
On en déduit que
n+p n+p—1
Y ar(@(t) — o) < 3 sk = sn-1) (FF =) |+ [(sntp — s0-1)E" Py
k=n y  k=n =
n+p—1
< (s = sn—1)lly (8 = 1) + [ (sn4p — sp-1) v [¢[**7
> .
k=n
n+p—1
n+p 1
<e Z tkH )+e
gs(t — tHP) 4 et
<e t"
-~
<1
<e.

A Taide du critére de Cauchy uniforme, ceci démontre que la série de fonctions de terme général
an(x(t) — xo)"™ converge uniformément sur [0, 1]. ]

Nous allons maintenant donner une application de ce résultat de convergence radial aux séries
numériques (Y =R ou Y = C). Commengons par un rappel du cours de CDI1.
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Définition 1.5.17 Soit (an)nen €t (bn)nen deuz suites d valeurs dans C. Le produit de Cauchy de
ces suites est par définition la suite de terme général

n
Cp = Z apbp—r-
k=0

Propriété 1.5.18 Si les séries numériques de terme général (ap)nen et (bn)nen convergent abso-
lument dans C, alors le produit de Cauchy (cp)nen de ces deux séries est le terme général d’une
série numérique convergente et l’on a

o= () ()

Preuve. Voir le cours de CDI1. [ |

Le résultat de convergence radial (théoréme [1.5.16) permet de démontrer le résultat plus fin
suivant.

Théoréme 1.5.19 Si les séries numériques de terme général (ap)nen €t (bn)nen convergent dans
C, et si leur produit de Cauchy (cp)nen est aussi le terme général d’une série convergente, alors on

| 3= () (5)

Remarque 1.5.20 On affaiblit Uhypothése de convergence absolue en une simple hypothése de
convergence des séries de terme général (an)nen €t (bn)nen, et l'on ajoute U’hypothése de convergence
de la série produit de Cauchy pour avoir finalement la méme formule.

Preuve. On définit les séries de puissances

+o0 +o0o +o0o
A(z) = Z anx”, B(x) = Z bz et C(x) = Z ez

n=0 n=0 n=0
Puisque la série de terme général (a,)nen converge, on a Ry := R(>./20 ayz™) > 1. De méme, on
a Rp = R(3 20 bpz™) > 1 et Ro = R(3.125 enz™) > 1 Si Ry > 1 alors la fonction A est définie
et continue sur [0, R4[ par le corollaire donc en particulier sur [0,1]. Sinon, R4 = 1 et la
fonction A est également continue sur [0, 1] par le théoréme De méme, on montre que les
fonctions B et C' sont continues sur [0,1]. En outre, pour tout z € [0, 1[, on a, avec la propriété
appliquée aux séries de terme général a,z” et b,x™ dont le terme général du produit de

Cauchy est > 7, apzFb,_ax"F = ¢,z la relation
C(z) = A(z)B(x).

Puisque les fonctions A, B et C sont continues sur [0, 1], on en déduit en faisant tendre x vers 1
par valeurs inférieures dans ’égalité précédente

Cc(1) = A(1)B(1),

qui est exactement la relation souhaitée. [ |
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1.5.4 Fonctions réelles-analytiques

On se donne une suite (a,)peny d’éléments d’un espace de Banach Y (par exemple Y = R ou
Y = C), zp un nombre réel et 'on s’intéresse a la somme de la série de puissances de terme général
an(x — x9)" de la variable réelle x.

Définition 1.5.21 On appelle série de puissances dérivée formelle de la série de puissances de
terme général na,(x — xo)" L.

Propriété 1.5.22 Le rayon de la série de puissances de terme général ay(x — x9)" est égal d celui
de sa dérivée formelle.

Preuve. Notons R € R le rayon de la série de puissances de terme général a,(xr — xo)" et R’
celui de sa dérivée formelle. A I'aide de la définition m on a

1 1 _
— = limsup HanH;n et — = limsup HnanHi/(n b,
R n—+o0o n—+o0o

R/
Il suffit alors de remarquer que pour n € N*, on a

e - \n/(n-1)
e N (T 0 R

Puisque

n/=D 1 et LN |
n—-+o0o n—1ns+cc '

il vient que R = R'. [

Corollaire 1.5.23 Soit (an)nen une suite d’éléments de Y telle que le rayon de la série de puis-
sances de terme général anz™ est R > 0. La somme S de la série de puissances de terme général
an(x — o))" est de classe C* sur |zg — R,xo + R[. De plus

400
Vk € N*, Vz €lzg — Ryzg+ R, SW(z) = n(n—1)...(n -k + L)ay(z — z0)" "

n=k

Preuve. La démonstration se fait par récurrence sur k£ € N*. Pour l'initialisation, on remarque
que la série dérivée formelle de terme général na,(z — x9)" ! est la dérivée terme & terme de la
série de terme général a,x™, par définition. D’apres la propriété précédente, le rayon de la série
dérivée formelle est R. Par le corollaire [[.5.10] cette série de puissances converge uniformément sur
les compacts de B(xg, R[, donc en particulier sur les compacts de |xg — R, x, + R[. Enfin, par le
théoréme de dérivation des séries de fonctions, on conclut que S est de classe C* sur Jzg — R, 2o+ R],
et l'on a

+oo
YV €]zg — R, zo + R, S'(x) =Y nan(z —x)" .
n=1
L’hérédité est laissée au lecteur. [ ]

Corollaire 1.5.24 Soit (an)nen une suite d’éléments de Y telle que le rayon de la série de puis-
sances de terme général anz™ est R > 0. Notons S la somme de la série de puissances de terme
général an(x — z9)". On a

B S ()

Vk € N, ag il
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Preuve. Il suffit de remarquer que S(zg) = ag et, de méme, avec le corollaire précédent,

+oo
Vk € N¥, SH) (9) = Z n(n—1)...(n—k+ ay, (zo — 20)" % = Klay.
—_———

n=k =0 si n—k>1

Remarque 1.5.25 Ce corollaire assure une forme d’unicité des coefficients des séries de puis-
sances : 50it (an)nen et (bp)nen deuz suites d’éléments de'Y . Notons R4 et Rp les rayons respectifs
des séries de terme général a,(x — xg)" et by(x — x0)™. Supposons que Ry et Rp sont strictement
positifs et qu’il existe r €]0, min(Ra, Rp)[ tel que

+o00

+oo
Va €lzg — r,xo + 7, Zan(x—xo)” = an(x—:no)".
n=0 n=0

Dans ce cas,
Vn € N, an = by,

et par suite R4 = Rp.

Définition 1.5.26 Soit U C R un ouvert, et f une fonction de U dans le Banach Y. On dit que
la fonction f est réelle-analytique sur U lorsque pour tout xg € U, il existe € > 0 tel que f est la
somme d’une série de puissances de terme général a,(x — xo)" sur|zg — R, zo+ R[. On note A(U)
l’ensemble des fonctions réelles analytiques sur U d valeurs dans le Banach'Y .

Remarque 1.5.27 De maniére équivalente, par le corollaire|1.5.24), la fonction f est réelle-analytique
sur U si pour tout xg € U, il existe € > 0 tel que la série de Taylor de f converge simplement vers
f sur]zo —e,x0 + €l

Propriété 1.5.28 On a l'inclusion
AU) CcC>®(U,Y).
De plus, lorsque U # 0 et Y # {0}, Uinclusion est stricte.

Preuve. L’inclusion est évidente car une fonction de A(U) est somme d’une série de puissances au
voisinage de tout point de U, donc de classe C*° au voisinage de tout point de U. De plus, lorsque
U # ), il contient un certain intervalle |z¢ — &, xg + €[ avec 29 € U et € > 0. Sur cet intervalle, si y
est un vecteur non nul de Y, la fonction

v — Y
f: N e V@=m)y  siz>ag |,
Oy sinon

est dans C*(U,Y) (ce fait est laissé en exercice) mais pas dans A(U). En effet, ses dérivées succes-
sives en 0 sont identiquement nulles. Si elle était dans A(U), elle serait nulle sur un voisinage de 0,
ce qui n’est pas le cas. [ |
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1.6 Séries de Fourier

1.6.1 Coefficients de Fourier d’une fonction périodique

Définition 1.6.1 On note Rap l'ensemble des fonctions de R dans C, Riemann-intégrables sur
tout segment de R, et 2w-périodiques sur R.

Propriété 1.6.2 L’ensemble Ro, est un espace vectoriel sur C. C’est également une sous-algebre
de l’ensemble des fonctions de R dans C pour les lois usuelles.

Preuve. Exercice. [ |

Propriété 1.6.3 L’ensemble Ro, est ’espace des fonctions 2m-périodiques de R dans C qui sont
Riemann-intégrables sur [0, 27].

Preuve. Exercice ]

Propriété 1.6.4 On note CO , (R, C) I’ensemble des fonctions de R dans C, continues par mor-

m,27
ceaur sur R, et 2m-périodiques. L’ensemble CEI’QK(R, C) est une sous-algébre de Ray.

Preuve. Exercice [ |

Propriété 1.6.5 On note C3_(R,C) l’ensemble des fonctions de R dans C, continues sur R, et
2m-périodiques. L’ensemble C3_(R,C) est une sous-algébre de CY, 5 (R, C).

m,27

Propriété 1.6.6 Pour k € Z, on note

e'R—>(C
Folg s efbr )

La fonction ey, est un élément de C3_(R,C). On note pour tout n € N.

T,, = Vectc ((ek)fngkgn) ;

l’espace des polynomes trigonométriques de degré au plus n. C’est un espace vectoriel de dimension
finie 2n + 1.

Preuve. Exercice. u

Propriété 1.6.7 Pour tout f € Rar, et tout a € R, la fonction f est Riemann-intégrable sur
[a,a + 27| et l'on a

7 e = / T b )da.

0 a

Preuve. Exercice. [ ]
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Définition 1.6.8 Pour f,g € Rar, on note

1 g
(f,9) = — f(z)g(z)dz.

Y 0
Propriété 1.6.9 L’application (-,-) est une forme hermitienne sur positive sur Ror, et donc par
restriction sur Cy 5. (R, C). En restriction a C9, (R, C), ¢’est une forme hermitienne définie positive.
Par suite, ’application

) R27r — C >
”""(f s VT = @Rz

est une semi-norme sur Rox, sur Cy, o (R, C) et une norme sur C9, (R, C). En particulier, (C3,(R,C), (-,-))

est un espace préhilbertien complexe.

Preuve. Exercice [ |

Définition 1.6.10 L’application ||-|| est appelée norme (ou semi-norme) en moyenne quadratique.

Propriété 1.6.11 Pour tout n € N, les fonctions (eg)_n<i<n forment une base orthonormée de
T.

Preuve. Exercice [ |

Propriété 1.6.12 (Identité du parallélogramme) On a en particulier
Vf,9€ Ror,  |If + gl +IIf =gl =21 £17 + 2llg]*. (1.16)

Preuve. Exercice. [ ]

Propriété 1.6.13 Si X # () est une partie de Rax, on définit son orthogonal
Xt ={yeRor | V2 € X, (2,) =0}.
C’est un sous-espace vectoriel de Rox.

Preuve. Exercice [ |

Définition 1.6.14 On dit que f € Rar et g € Rop sont orthogonales lorsque (f, g) = 0.
Propriété 1.6.15 (Théoréme de Pythagore) Si f,g € Ror sont orthogonales, alors

1 + gl = [IF1I* + llgll*. (1.17)

Preuve. Exercice [ ]

Définition 1.6.16 Soit f € Ror. On définit ses coefficients de Fourier (ci(f))kez par la formule

2 .
VheZ,  alf)=5 [ H@pe e = (1)
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1.6.2 Série de Fourier associée a une fonction périodique

Propriété 1.6.17 Soit f € Ror et n € N. La fonction

T, — RT
dy : ,
p — |If—pl

admet un unique minimum sur T,. Ce minimum est appelé projeté orthogonal de f sur T,,. Notons
le po(f). 1l est caractérisé par le fait que

pn(f) S8 et Vg € Ty, <f _pn(f)ag> =0. (1'18)

On a par ailleurs la formule
n

pa(f) = cx(f)ex (1.19)

k=—n

Preuve. Soit f € Ror et n > 0. La fonction d,, est définie que T;,, & valeurs positives. Elle admet
un unique minimum sur 7}, si et seulement si d> admet un unique minimum sur 7;,. C’est ce que
nous allons montrer. L’ensemble Tj, est non-vide et la fonction d2 est positive sur cet ensemble. En
particulier, elle est minorée sur cet ensemble et il existe m, > 0 et une suite de fonctions (t)x>0
de T, telle que
d?(ty) — m2 =infd?. 1.20
n(te) = my, =infd, (1.20)
Pour tout k,¢ € N, en utilisant 1'identité du parallélogramme ([1.16)) de la propriété [1.6.12 on
obtient

It —tell> = |1 (f —tw) = (f —to) |I?
= 2\f —tallP +201f — tel® — 112f — tx — o]

te +te|)?
2 2 K+ te
= 20f =t 42l -l - 4 £ - 2
2
Puisque T}, est un espace vectoriel, on a (¢ +t¢)/2 € Ty,. Par conséquent, m?2 < Hf — @ . On
en déduit que, pour k,/ € N,
ltr — tol|* < 2d2 (tg) + 2d2 (tg) — 4m2. (1.21)

Fixons € > 0. Utilisant (1.20)), il existe N. € N tel que pour k € Navec k > N, on a 2(d? (tx)—m2) <
€2/2. Utilisant (1.21]), on en déduit que pour k,¢ € N avec k > N, et £ > N, on a

It — te]| <e.

En particulier, la suite (¢)xen est de Cauchy dans (75, || - ||). Puisque cet espace vectoriel normé est
de dimension finie, il est complet. Par conséquent, la suite (tx)ren converge vers un certain t* € T,,.
Par continuité de la norme, ou en utilisant la majoration

VEEN,  my <|If =t < f = tell + [tk — 27,

il vient que d2(t*) = m2. Ceci démontre que d? (donc d,,) admet un minimum sur 7},. Montrons
que ce minimum est unique en supposant qu’on a une fonction u € T), telle que d?(u) = m2.

Dans ce cas, on a, puisque 7T, est un espace vectoriel, que (u + t*)/2 € T,. Ceci implique que
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2 ut* 2 s . A 7 .
m; < H f— TH . Utilisant de nouveau l'identité du parallélogramme ({1.16]), on obtient

2

< 2m?2 4 2m? — 4m?2.

u+t*
2

En particylier u = t* et ceci démontre I'unicité du minimiseur de d? (donc de d,,) sur T},. Notons
pn(f) ce minimiseur. Montrons qu’il vérifie (1.18]). D’une part, on a p,(f) € T, par construction.
Soit g € T,. Pour s € C, posons h(s) = ||f — pn(f) — sg||?>. Puisque T}, est un espace vectoriel, on
a pn(f) + sg € T. Par conséquent, h(s) >m2. Or on a

Vs€C,  h(s) = [If = pa(NI?+ 2R (s(f = pu(f), 9)) + 5] ]lglI”
En particulier, on peut prendre s de la forme t{f — p,(f),g), ou ¢t est un nombre réel. Puisque
If = pu(£)]I? = mZ, il vient que

veeR,  mp +2t(f = pa(f), 9)|* + [P = palf)s 9 Pllgl® = mi.

Ceci impose que le terme d’ordre 1 en ¢ est nul (examiner le comportement du membre de gauche
pour t proche de 0). En particulier, on a

(f =pu(f),g9) =0.
Ainsi, p,(f) vérifie bien . Montrons réciproquement que si v € T, vérifie
Vg € Th, (f —u,g) =0, (1.22)
alors u = py(f). Soit u € T, vérifiant . Observons que
my = |f = pa(HI

= |I(f —w) + (u—=pal )

= |If =l + 2R ((f — w,u = pu(f))) + lu— pu(£)|?

= |If = ul® + lu = pu( DI
car (f —u,u —pn(f)) =0 car u — p,(f) € T,,. Ainsi, on a

infd2 = () + u — pa (I

nu—mﬂzmu—mﬁ+wf—ﬂW—4W—

Ceci implique que ||u—py, (f)]|?> = 0, donc u = p,,(f). Ainsi, la relation (1.18) caractérise bien py,(f).
Enfin, montrons que p,(f) est donné par la formule (1.19). Pour cela, avec ce que 'on vient de

montrer, il suffit d’observer que p,(f) € T), et que I'on a pour tout g € T), <f — 2 kj<n s er)er; g> =
0, ou, de maniere équivalente,

Ve e {—n,---,n}, <f— i(f,ek>ek,eg>:0.

k=—n

Ceci est évident en utilisant la propriété [1.6.11] En effet, pour £ € {—n,--- ,n}, on a

<f_ zn: <f7 €k>€]€,€g> = <f7 €g> - Zn: <f7 €k> <ekyef>

k=—n k=—n

<f,€£> - <f,€g>
= 0.
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Définition 1.6.18 Soit f € Rar. On appelle série de Fourier associée a f la série de fonctions de
terme général (ug)r>o définie pour x € R par

up(w) = (freo) et up(x) = (fie—) e—x(z) + (f, ex) ex ().

On note pour tout n € N, S,,(f) la somme partielle de cette série. Ainsi,

>0, VeeR  Su@) =Y ul@)= 3 (feer@) = 3 er(fen(e) = pulF) @)
k=0

k=—n k=—n

Remarque 1.6.19 Par définition, pour f € Rar, la fonction S, (f) est la meilleure approximation
de f par un polynéme trigonométrique de degré au plus n, en moyenne quadratique.

Propriété 1.6.20 Pour f € Ror et n € N, la fonction S, (f) est un polynome trigonométrique de
degré au plus n. En particulier, ¢’est une fonction de classe C*° sur R, 2mw-périodique.

Preuve. Exercice [ ]

Ecrivant pour f € Raox que f = (f — pu(f)) + pa(f), on a une décomposition de f en somme
d’un élément de T;- et de T},. Ceci implique que

Propriété 1.6.21 Pour tout n € N, la somme directe orthogonale de T), et de T~ est égale d Rox.
Autrement dit

L0
Row =Ty, & T, (1.23)

Preuve. C’est une utilisation de la propriété [1.6.17] et de la décomposition indiquée avant la
proposition. [ |

Corollaire 1.6.22 Pour f € Ror et n €N, on a

117 = 11 = pa(DI + llpn (5. (1.24)
Preuve. C’est un corollaire de la décomposition ([1.23)) et de la relation de Pythagore (1.17). =

Corollaire 1.6.23 (Inégalité de Bessel) Soit f € Ror et n € N. On a

> le(NIP < A1

k=—n

Preuve. Pour f € Ror et n € N, on a, puisque les (ey)_n<i<, forment une base orthonormée de

T,, (propriété [1.6.11)
Ipn (DI = <Z c(fex, Y Ce(f)€z>

[k|<n l)<n
= 3 N e flen, ec)
[k|<n [£|<n
= Y Jalf)I.
|k|<n
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Utilisant le corollaire [1.6.22] il vient que
IF17 = lf = palDIP+ D7 len(H)
—_——

>0 |k|<n

Ceci démontre I'inégalité de Bessel. [ |

Corollaire 1.6.24 Soit f € Rax. La série de terme général (|ck(f)|? + |c—r(f)|*)k>1 converge. De
plus, on a

+o0o
(N + Y (lee( D+ lex(HP) < 1712 (1.25)
k=1

Preuve. C’est une série a termes positifs, dont les sommes partielles sont bornées par 'inégalité

de Bessel par une quantité finie qui ne dépend pas de n. Elle est donc convergente, et 'on a (|1.25))
|

Corollaire 1.6.25 (Lemme de Riemann-Lebesgue) Soit f € Ror. On a
cx(f)

|k]—+o00

Preuve. D’apres le corollaire [1.6.24] la série de terme général |ci(f)|? +|c_x(f)|? est convergente.
En particulier, son terme général tend vers 0. Ceci démontre le lemme de Riemann-Lebesgue. ®

1.6.3 Série de Fourier et dérivation

Propriété 1.6.26 Soit f € Ror une fonction continue, de classe C* par morceaux sur R. Alors la
fonction f' (définie sur R éventuellement privé d’un nombre privé de points; ot on la prolonge par
0 par convention) est 2mw-périodique et continue par morceauz sur R, donc en particulier dans Rar,

et l'on a
Vk € Z, ce(f) = ikep(f). (1.26)

Preuve. Soit ¢ € N* et 0 =ap < a1 < -+ < ag = 27 une subdivision du segment [0, 27] adaptée
a f, c’est-a-dire telle que pour tout p € {0,...,q — 1}, la fonction f est de classe C' sur I'intervalle
ouvert Jay.a,+1[ et se prolonge en une fonction de classe C* sur le segment [a,, a,41]. Par intégration
par parties, on a pour tout k € Z, et ¢ € {0,...,q — 1}

/ap+1 fl(@)e*dx = f(apy1) e Fw+1 — f (a,) e — /aw1 flo) <_ike_ik$) -

52
Sommant sur ¢, on obtient

q—1

[ @ e = 3 (F apra) e o0 — f (@) e o) it [ () e,

q=0

Puisque ag = 0 et a, = 27, il vient puisque la somme est téléscopique,
2 i . . 2 )
f/(x)e—lkxdx = f(27r)e—2kz7r _ f(o)e—z()k + Z/{/ f(x)e_“”dx.
0 0

Puisque e~ %™ = =0k — 1 et puisque f(27) = f(0) car f € Ray, on obtient (1.26) en divisant
I’égalité ci-dessus par 27. [ |
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Corollaire 1.6.27 Soit p € N. Soit f € Roy une fonction de classe C? sur R qui est de plus CPH1
par morceauz sur R. Alors la fonction f@®+1) (définie sur R éventuellement privé d’un nombre privé
de points; ot on la prolonge par 0 par convention) est continue par morceauzr sur R, donc dans
Rox, et l'on a

Vge{0,...,p+1}, VkeZ, cr(f D) = (ik)er(f).

Preuve. En exercice, par récurrence sur p € N, en utilisant la propriété [1.6.26| pour I'initialisation
et 'hérédité. [

Corollaire 1.6.28 Soit p € N. Soit f € Ro, une fonction de classe CP sur R qui est de plus CP+!

par morceauz sur R. Alors on a
1
cx(f) e 0 (kp+1) : (1.27)

Preuve. Par le corollaire précédent, on a pour k € Z \ {0},

ce(f) = (Z.k)lpﬂck(f(pﬂ))-

De plus, on a ¢ (f@+D) ‘k‘—> 0, en utilisant le lemme de Riemann-Lebesgue (propriété [1.6.25)),
—>400

car fP+) € €Y, (R,C) C Raq. [ ]

Remarque 1.6.29 Ce dernier corollaire indique que, plus f est régquliere, plus ses coefficients de
Fourier tendent vite vers 0 quand |k| tend vers +o0o, au sens ot l'on a (1.27)) pour un nombre plus
en plus grand des premiers entiers p.

Corollaire 1.6.30 Soit f € Ror une fonction continue sur R et de classe C* par morceaux sur R.
La série de Fourier de f converge normalement sur R.

Preuve. Soit f une telle fonction. Puisqu’elle est continue et de classe C' par morceaux, on a par

la propriété |1.6.26} pour k£ € Z \ {0},
Ce(f)) 1

Observons que, pour z € Ret k£ € N*, on a

k(£ + e(£)e™| < e r(£)] + len(F)]-

Par ailleurs, |co(f)e®%| = |eo(f)]. Ainsi, pour tout k¥ € N*, on a
» i 1 1 2 1 2
sup |c_i(f)e” ™ + cp(£)e* | < — + = e ()] + = en(F)]
z€R k 2 2
Par le corollaire|1.6.24] que I'on peut appliquer car f’ est (2m-périodique et) continue par morceaux

sur R, la série de terme général |c_(f")|* + |cx(f')|* converge. Puisque la série de terme général
1/k? converge également, il vient que la série de Fourier de f converge normalement sur R. [ |

x |ex(f)| <

Nous verrons en section?? 7 que la limite de la série de Fourier de f n’est autre que f dans ce
cas ci-dessus.
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1.6.4 Le théoréme de Dirichlet

Lemme 1.6.31 (Un autre lemme de Riemann-Lebesgue) Soit a < b. Soit f une fonction
Riemann-intégrable sur [a,b] a valeurs complezes. On a

b
/ f(z)e?de — 0.

a [A| =400
Preuve. Commengons par obsever que le résultat est vrai pour une fonction indicatrice d’un
intervalle inclus dans [a, b]. Par suite, il est vrai dés que f est une fonction en escalier sur [a,b].
Considérons maintenant le cas général ou f € Raor. Supposons tout d’abord que la fonction f est
a valeurs réelles. Fixons ¢ > 0. Puisque f € Ro,, il existe une fonction en escalier g sur [a, b] telle
que g < f sur [a,b] et f; |f(z) — g(z)|dz = f;’f(m) — g(x)dzx < €/2. Puisque g est en escalier sur
[a, b], le raisonnement mené en début de preuve assure qu'il existe R > 0 tel que pour tout A € R
avec [A\| > R, on a

9
< z.

b
Az
d
/a g(x)edx 5

On en déduit que, pour A € R avec |A| > R, on a

/b f(z)erdz| < /b f(z)erdr — /bg(x)e”‘xda: + /bg(x)ei)‘xdx
< 0@ - e ar S
b
< [1#@) - gl)ldo+ 5
< e

Ceci démontre le résultat lorsque f € Ror est a valeurs rélles. Maintenant, en tout généralité, si
f € Rox est a valeurs complexes, on écrit f = u+iv avec u,v € Ro, a valeurs réelles. Par linéarité
de l'intégrale, on a

AeR /bf(fﬂ)emdﬂf = /b(U(:c) +iv(x))e dr = /bu(x)eixzdm +i/bv($)eixzd$’

a a

et chacune des deux derniéres intégrales tend vers 0 quand |\| tend vers l'infini d’apres la partie
précédente de la preuve. On en déduit le résultat pour f € Ro, a valeurs complexes. [ |

Remarque 1.6.32 Deux différences notables dans ce lemme de Riemann-Lebesgue par rapport au
lemme[1.6.25 qui porte le méme nom. D’une part, la fonction f n'est plus nécessiarement la restric-
tion d’une fonction périodique de période (b — a) d un intervalle de longueur (b — a). D’autre part,
la variable réelle dans l’exponentielle de lintégrande peut maintenant prendre des valeurs conti-
nues arbitrairement grandes, alors que seules des valeurs discrétes arbitrairement grandes étaient
autorisées dans le lemme [L.6.25.

Corollaire 1.6.33 Soit a < b. Soit f une fonction Riemann-intégrable sur |a,b] a valeurs com-
plexes. On a

b b
/a f(z) cos (Ax) dx |/\‘_>—+>OO 0 et /a f(x)sin (Ax) dz |/\\:5->00 0
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Preuve. On sépare 2 fois parties rélles et imaginaires pour déduire le résultat du lemme
D’une part, ce lemme [1.6.31] vaut pour les fonctions f continues par morceaux & valeurs rélles. Donc,
en séparant parties rélles et imaginaires, on en déduit le corollaire pour les fonctions f continues
par morceaux et a valeurs rélles. Pour une fonction a valeurs complexes continue par morceaux sur
[a, b], on sépare de nouveau partie rélle et partie imaginaire (qui sont toutes deux continues par
morceaux sur [a, b]), et Pon applique le corollaire que I'on vient de montrer a chaque partie pour
en déduire le corollaire dans sa généralité. |

Remarque 1.6.34 Alternativement a la preuve ci-dessus, on peut également prouver ce corollaire
directement, en modifiant légerement la preuve du lemme [1.6.51] compte tenu de la définition de
lintégrande, mais en en gardant la trame.

Lemme 1.6.35 Soit a < b et ¢ €]a,b[. Soit g une fonction de [a,b] dans C, qui est Riemann-
intégrable sur tout segment inclus dans [a, c[ comme sur tout segment inclus dans ]c,b]. Si la fonction
g admet une limite finie en ¢~ et g admet une limite finie en ¢, alors cette fonction est Riemann-
intégrable sur le segment [a,b].

Preuve. Exercice. [ |

Définition 1.6.36 Pour n € N, on note D,, le noyau de Dirichlet d’ordre n défini pour x € R par

D, (z) = zn: otk

k=—n

Propriété 1.6.37 Pour tout n € N, la fonction D,, est paire, a valeurs réelles, de classe C*° sur
R, 2mw-périodique, et d’intégrale égale d 27 sur une période. De plus, on a

sin ((2n +1)%)

Vz € R\ (27Z), Dn(z) = sin(z/2)

(1.28)

Preuve. Les faits énoncés sur la fonction D,, sont laissés en exercice. Montrons la formule (|1.28)).
Observons que pour z € R\ (27Z), on a e~ # 1, de sorte que, en exploitant le caractére géométrique
de la somme définissant D,,(x), on a
i\ 2n+1
iy 1— (em>

Do) = el

1 _ ei2ntl)e
1—eix

oi2n+1)% —i(2n+1)% _ ei(2n+1)ﬂ

—inx
(§]

—inx
e

ei% e "2 —e'2
sin ((2n +1)%)

sn (3)
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Théoréme 1.6.38 (de Dirichlet, version locale) Soit f € Ror et x € R. On suppose que f
admet une limite finie a gauche et a droite en x, que [’on note respectivement f(xz~) et f(zT). On
suppose de plus que [ admet une dérivée a gauche et une dérivée a droite en x au sens suivant : il
existe fo(x) € C et fy(x) € C tels que
) - (ot
o= fa) e, Serw @)

—U u—0+ 9 U u—0t

Dans ce cas, la série de Fourier de f en x converge simplement vers (f(z~)+ f(z™))/2. Autrement
dit,
f@) + f@™)

n—-+o0o 2

Sn(f)(x)

Preuve. Soit f et 2 vérifiant les hypothéses. Ecrivons que, par définition de Sn(f), on a

S = 3 (o [ rwesar) e

=—

_ zn: (217r /027r f(t)e—ikteikxdt>

k=—

= Y o [T e
- 27 Jo ¢

k=—n

_ % Ozwf(t) ( i ez‘k(m—ﬂ) dt

k=—n
1

= T D - tyat
21 Jo

1 €T
_ %/35_27r (& — ) Dy (u)du
1 ™
37 /e = wDud 29

ot 'on a utilisé la linéarité de I'intégrale pour les fonctions de Rar, la définition du noyau de
Dirichlet D,,, le théoréme de changement de variable, et I'invariance de I'intégrale sur une période
de la propriété [1.6.7] Par parité de la fonction D,, sur R, on a également, en continuant le calcul
précédent,

SuP@) = 5= [ s - uDu(-u)du

= % /T; f(z 4+ u)Dy(u)du (1.30)

Par ailleurs, puisque D,, est une fonction d’intégrale 27 sur tout intervalle de longueur 27, on a
également

—Tr

fa)+ @) 1 (flae)+ )
5 _%/ ( 5 )Dn(u)du.

Ecrivant S,,(f)(z) comme la demi-somme de (T.29) et (1.30)), on obtient

x~ xt u x—u)— flxz~ z4+u)— flat
S"(f)($)_w:2l7r/ﬂ<f( )2 S )+f( + )2 f( )>Dn(u)du. (1.31)
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Nommons g, ; 'intégrande ci-dessus, de sorte que

[-m, 7] — C
Gnz u - (f(ﬂE—U)Z—f(l’_) +f($+u)2—f($+))Dn(u> :

Pour u € [—m, 7] \ {0}, on peut écrire en utilisant la relation (1.28) de la propriété [1.6.37, que
In,z(u) = hy(u)sin ((2n + 1)), o h, est la fonction

[-m, 7] — C
) fa—w)—f=") | fetw)—fh) . 0
Py T () P ey 07
0 siz=0

Cette fonction est définie sur le segment [—, 7], Riemann-intégrable sur tout segment inclus dans
[, 7]\ {0}. Par le lemme il suffit de montrer qu’elle admet une limite finie & gauche et a
droite de 0 pour obtenir qu’elle est Riemann-intégrable sur [—m, 7]. Or, pour u €]0, 7], on a, puisque
f admet une dérivée a gauche en x,

fla—uw) ~fla”) _fle-uw)—fla") (@-u—=

_ el
2sin (4)  (r—u) -z 2sin (§) w0+ Jo).
De méme, on a, puisque f admet une dérivée a droite en x,
flx+u)— f(x™ flx+u)— f(zt T+u)—x
(@) —fG) _ flrtw St @rw)
2sin (4) (x+u)—z 2sin (§)  u—o0t
Ainsi,
/ /
ha(u) uj0>+ fa(x) — fg(x)'
Similairement, pour u € [—,0[, on peut écrire que
o) = L@ 0~ F@T) | fle )~ f)
2sin (¥) 2sin (%)
On a comme précédemment, puisque f admet une dérivée a gauche en x,
fatw—fa) ferw-fah) @ru-z 0
2sin (%) (x+u)—= 2sin (§)  u—0- "7
et puisque f admet une dérivée a droite en x,
flx —u) — f(a™ x—u)— flx~ T—u)—x
@0 Je) _Jewfe) @wme
2sin (4) (x —u) —x 2sin (§)  u—0

Ceci implique que

ha(u) — fo(x) — fa(x).

u—0"
Finalement, le lemme [1.6.35| permet de conclure que h, est une fonction Riemann-intégrable sur
[—, 7). Puisque les fonctions u + gy o (u) et u — h,(u)sin ((2n + 1)¥) sont égales sur [—m, 7]\ {0},
elles ont méme intégrale sur [—m, w]. Ceci implique en revenant a (1.31)) que
)+ f(zt 1 ™ 1 /7 . U
Sn(f)(z) — Ja) £/ —/ Gn,z(u)du = — hy(u) sin ((2n + 1)2> du.

2 o) -
Puisque h; est Riemann-intégrable sur [—m, 7] d’aprés ce qui précede, le lemme de Riemann-
Lebesgue [I.6.31] permet de conclure que cette derniére intégrale tend vers 0 quand n tend vers
+00. Ceci acheve la preuve du théoreme de Dirichlet. [ |
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Remarque 1.6.39 Dans la preuve du théoréme de Dirichlet, nous utilisons abondamment le fait

que
U

_ 1
2sin (%) 1:6

)

qui est laissé en exercice au lecteur.

Théoréme 1.6.40 (de Dirichlet, version globale) Soit f une fonction continue et de classe C*
par morceaux sur R et 2w-périodique. Dans ce cas

n—-+o0o

sup [Sp(f)(z) — f(z)] — 0,
zeR
c’est-a-dire que la série de Fourier de f converge uniformément vers la fonction f sur R.

Preuve. Puisque f est 27m-périodique, continue et de classe C' par morceaux sur R, le corollaire
assure que la série de Fourier de f converge normalement, donc uniformément sur R vers
sa limite (uniforme) g. Cette fonction g est en particulier la limite simple de S, (f) Puisque f est
continue, elle admet en tout point x de R une limite & droite et a gauche en x, qui n’est autre que
f(x). Puisque f est de classe C' par morceaux, elle admet en tout point une dérivée a droite et
a gauche au sens des hypotheses du théoreme Elle vérifie donc toutes les hypotheses de ce
théoréme en tout point z de R. Ce théoréme assure que, en tout point x de R, la suite S, (f)(x)
converge vers w = f(x). En particulier, pour tout x de R, g(x) = f(z), par unicité de la
limite simple, de sorte que S, (f) converge uniformément vers g = f sur R. [ |

1.6.5 Le théoréme de Plancherel

La propriété 2.1.7) et la remarque [2.1.13] permettent de montrer le résultat d’approximation
suivant.

Lemme 1.6.41 Soit f une fonction de Raor d valeurs dans C et € > 0. Il existe une fonction en
escalier ¢ € £(]0,27],C) telle que
1 2
or | 1@ - pla)Pda < e
m™Jo

Preuve. La fonction f est dans Ror, donc sa restriction a [0, 27] est Riemann-intégrable sur le
segment [0, 27]. Par la remarque [2.1.13] il existe ¢ € £([0, 27], C) telle que

21 2
f) 1@ = e@lde < pgrE et Iplbogozn < Ifllogozn
Par conséquent, on a
1 2m 9 1 2m
o | @) —e@)fde = o | [f(z) = e@)|lf(2) - ¢(z)|dz
0 T Jo
1 2m
§§;A (If @)| + [e(@)]) [ f(z) = o(z)|dz

1 2m
< —2 — d
< 52 legozn [ 1F@) = p@lde
1 2me
< —2
= W oo g
< e
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Lemme 1.6.42 Soit ¢ € £([0,27],C) et € > 0. Il existe une fonction continue u sur [0,27] d
valeurs dans C, de classe C' par morceaur sur R, telle que u(0) = u(2m) et

1 2T
2 Jo lo(x) — u(z)Pdr < e.

Preuve. Soit ¢ € £([0,27],C) et € > 0. Soit 0 = ag < a1 < --- < a, = 27 une subdivision adaptée
a @, c’est-a-dire telle que ¢ est constante, égale a un certain \; € C, sur chaque sous-intervalle
lai—1,a;[ pour i € {1,--- ,p}. Posons dyp = maxi<i<p(a; —a;—1). Observons que dy > 0. Pour chaque
n € N* tel que n > 4/, définissons la fonction w,, comme suit :

— pour x € [ag, ap + 1/n[, on pose up () = ¢(0) + nz(A1 — ¢(0));

— pour z € [ag + 1/n,a1 — 1/n[, on pose u,(z) = A1;

— pour x € [a;—1/n,a;+1/n[, on pose u,(z) = \i+5(x—a;+1/n)(Aip1—XA;) pour 1 <i < p—1;

— pour z € [a; + 1/n,a;+1 — 1/n[, on pose up(z) = A\jp1 pour 1 <i<p-—1;

— pour z € [a, — 1/n,ap], on pose up(x) = Ay + n(x — ap + 1/n)(p(0) — Ap).
Observons que u, est une fonction continue sur [0, 27, et de classe C! par morceaux sur [0, 27], car
elle est continue et affine par morceaux sur ce segment. De plus, elle vérifie u,,(0) = ¢(0) = u,(27).
De plus, on a [[un||s,j0,27] < |#lloc,0,27)- Estimons maintenant pour tout n > 4/4,

[l —mfar = 3 [ 1@ -

k

sl

ak—1+1/n 5 ay 5
= ([ @ —w@)Pde s [ fp@) — uale) P
=1 ap_1 ar—1/n
p ak_l—i—l/n ag
< ([T G @ ars [T 0+ ) o)
k=1 ak—1 ap—1/n
p ak,1+1/n ag
< Z (/ 4|’S"Hgo,[o,27r]d$ +/ 4”@”20,[0,27@(15‘7)
k=1 ap_1 ar—1/n

8p 9
< ?HSOHOO,[OQW}'

Choisissons maintenant n € N* de sorte que n > 4/8y et 4pl|p||%, 0 27r]/(n7r) < e. Pour un tel n, on

a
1 2w

dp

2 2

or | 19(@) — wn(a) o < LYl g <

de sorte que la fonction u = u,, vérifie la conclusion du lemme. [ |
Avec les deux lemmes d’approximation précédents, on peut démontrer le théoréme suivant, qui

précise que l'inégalité de Bessel du corollaire [1.6.23] est en fait une égalité.

Théoréme 1.6.43 (Identité de Plancherel pour les séries de Fourier) Soit f € Rar. On a
lidentité

2
191 = o5 [ 1f@Pde = X feal)P.

neL
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Preuve. Soit f € Rar. On a déja justifié lors de la preuve de l'inégalité de Bessel (corollaire

, que pour tout n € N,
AP = 11f = Sa(HI”+ D2 lex(NI-

[k|<n

Montrer le théoréme revient donc & montrer que || f — S, (f)]|
n

lemme [1.6.41}, il existe g € £([0,27],C) tel que ||f — g|| < €/3. Par le lemme [1.6.42] il existe une

fonction h continue et C! par morceaux sur R avec h(0) = h(27) telle que ||g — k|| < £/3. Puisque
h(0) = h(27m), on peut prolonger h (de maniére unique) en une fonction 27-périodique R dans C.
Notons toujours h ce prolongement. La fonction h est continue sur R et de classe C! par morceaux
sur R. Par le théoreme de Dirichlet global (théoreme , il existe N, € N tel que pour tout
n>N,on a |h—5,(h)||er < e/3. Utilisant la propriété de minimisation de la norme qui définit
la projection orthogonale (propriété , on peut écrire pour n > N,

— 0. Fixons donc € > 0. Par le
—+00

1= SuA < 1 = Salw)]
< 1 =gl + llg = bl + I — Su(W]
1
e ¢ 1 2 9. \2
< .z 7 _
< Srsi (g ) @ - su@)Pas)
1
2 1 2w 9 2
< 2ot (5 [ = Sl paryie )
2
< 3¢ + [[h = S (h) || s, [0,27]
< e

Remarque 1.6.44 On a montré dans le théoréme précédent que la série de Fourier d’une fonction
f de Ror converge toujours vers la fonction f en moyenne quadratique, c’est-a-dire que

VFERar  Sulf) L
n—-+0o
Ce résultat de convergence n’implique en particulier pas la convergence ponctuelle de Sy(f) vers
f. En revanche, en ajoutant des hypothéses supplémentaires sur f, on peut avoir des résultats de
convergence ponctuelle sur Sy(f) (voir le théoréme[1.6.38 de Dirichlet local). De méme, avec encore
des hypothéses supplémentaires sur f, on peut avoir des résultats de convergence uniforme de Sy (f)

(voir le théoréme de Dirichlet global).
1.6.6 Coefficients de Fourier réels

Soit f € Rar. Les coefficients de Fourier (¢, (f))nez sont appelés coefficients de Fourier com-
plexes, ou exponentiels. Alternativement, on peut définir les coeflicients de Fourier réels, ou trigo-
nométriques, (an(f))nen €t (bn(f))n>1 définis comme suit.

Définition 1.6.45 Soit f € Ro,. On définit pour n € N

1 2m
an(f) = — | f(z)cos(nz)dz,

™ Jo
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et pourn > 1,

2w
bo(f) = — f(z) sin(nz)dz.

™ Jo
Propriété 1.6.46 Observons que pour tout n > 1, les fonctions (x +— sin(kx))i<k<, et (z —
cos(kx))o<i<n forment une base de T, en tant qu’espace vectoriel complexe.
Preuve. Exercice. L
Un des avantages des coefficients de Fourier trigonométriques est qu’ils sont réels lorsque la

fonction f € Ro, est a valeurs réelles.

Propriété 1.6.47 On a les relations suivantes entre les coefficients de Fourier trigonométriques
et les coefficients de Fourier réels :

Wzl elf) =g (@) i) et ealf) = 5 (@) + ibalf)
De plus, co(f) = ao(f)/2. Réciproquement, on a
Vn >1, an(f) = c—n(f) + cnlf),
et
Vn=1,  ba(f) = —i(c-n(f) — cnlf))-
Preuve. Exercice. [ |

On peut écrire la série de Fourier d’une fonction périodique a l'aide des coefficients de Fourier
réels.

Propriété 1.6.48 Soit f € Ror et n €N, on a
Vz € R, Sn(f)(x) = Z ) cos(kx) + bi(f) sin(kx)) .

On peut traduire les propriétés de la projection orthogonale avec les coefficients de Fourier
trigonométriques comme suit.

Propriété 1.6.49 (inégalité de Bessel avec les coefficients de Fourier trigonométriques)
Soit f € Roxr etn €N, on a

Isu(hE = 2O LS (ot + ) < 1712

k=1

[\ \

Preuve. Exercice. ]

Propriété 1.6.50 (identité de Parseval avec les coefficients de Fourier trigonométriques)
Soit f € Rax. La série de terme général (|an(f)> + |bn(f)[?),s, converge et Uon a

a 2 +o00
1712 = 28 LS (a2 + e

k=1

Preuve. Exercice. ]
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Chapitre 2

Intégration
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On se propose, dans ce chapitre, de généraliser I'intégration vue en CDI1 des fonctions Riemann-
intégrables sur un segment de R a valeurs dans R ou C. Le but est de présenter une théorie de
'intégration sur un intervalle quelconque de R, pour des fonctions & valeurs dans R, C, R% ou C.

2.1 Intégrales absolument convergentes

2.1.1 Rappels sur l’intégrale de Riemann

On fixe a et b deux nombres réels tels que a < b et ’'on suppose connue la définition de 'intégrale
d’une fonction en escalier sur le segment [a, b] a valeurs dans R. On note £([a, b], R) ’ensemble des
fonctions en escalier de [a,b] dans R. A partir de l'intégrale des fonctions de £([a, b], R), on a défini
en CDII1 la notion de fonction Riemann-intégrable sur [a,b] comme suit.

Définition 2.1.1 Soit f une fonction de [a,b] dans R. On dit que f est Riemann-intégrable sur le
segment [a, b] lorsque pour tout € > 0, il existe ¢, € E([a,b],R) telles que

b
Vo€l ¢ < f@<e@ e [ ) -p@)dr<e
Remarque 2.1.2 Une fonction Riemann intégrable sur un segment [a,b] est en particulier bornée.

De maniére équivalente, lorsque f est une fonction bornée de [a,b] dans R, on peut définir son
intégrale supérieure en posant

b b
/af_inf{/a é(z) | 6 € £([a, b, R) etf§¢},

et son intégrale inférieure en posant

b b
/afzsup{/a p(x) | ¢ € E(la, 0], R) ewéf}-

On a alors la propriété suivante

Propriété 2.1.3 Soit f une fonction bornée de [a,b] dans R. La fonction f est Riemann-intégrable
sur [a,b] si et seulement si son intégrale supérieure et son intégrale inférieure sont égales.

Définition 2.1.4 Lorsque f est une fonction Riemann-intégrable sur [a,b] d valeurs dans R, on
appelle intégrale de f sur le segment [a,b] la valeur commune de son intégrale supérieure et de son
intégrale inférieure. On note ce nombre réel ff f(x)dz.

Remarque 2.1.5 Toutes les fonctions bornées sur un segment me sont pas Riemann-intégrables
sur ce segment, comme on peut le constater avec [a,b] = [0,1] et la fonction f = 1gny,1)- Dans ce

cas, on a en effet o
b b
/le et /sz.
a Ja_

Remarque 2.1.6 Lorsque le segment est réduit a un point, on dit par convention que toute fonction
est Riemann intégrable, d’intégrale nulle. Ceci est consistant avec les rappels ci-dessous dans le cas

a < b, (voir par exemple la propriété .
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Propriété 2.1.7 (d’approximation dans L' avec une borne L>*) Soit a < b deur nombres

réels, [ une fonction Riemann-intégrable sur le segment [a,b], et € > 0. Il existe une fonction
¥ € E([a,b],R) telle que

b
[ @ -v@lde<e et llaoson < I logon

Preuve. Soit f et € > 0 comme dans les hypotheses. Il existe ¢ € £([a, b, R) telle que f > ¢ sur
[a, b] et fc? |f(x) —p(x)|de = f;(f(x) —¢(x))dz < e. Notant m = inf|, ;) f et posant pour z € [a, b],
Y(z) = max(m, (x)), on vérifie que ¢ € £([a,b],R) et que pour tout = € [a,b], m = infl,y f <
¢($) < f(ZL‘) < SUDq,b] [ et 90(33) < 1/1(1‘)7 ce qui implique que |W)”oo,[a,b] < HfHoo,[a,b] et

b

b b
[ 5@ = v@lde = [ (@)~ v@)de < [ (@) - pla)de <.

a a

Rappelons quelques propriétés des fonctions Riemann-intégrables sur un segment.
Propriété 2.1.8 Soit f et g deuzx fonctions Riemann-intégrables sur le segment [a,b] et A et u

deuzx nombres réels. Les fonctions A\f + pg, max(f, g), min(f, g) et |f| sont Riemann-intégrables sur
[a,b], et l'on a

/ab f(z)dz < /ab max(f, g)(z)dz,

[ (s gy < [ as,

[ s@ae) < [ 17i@as.

Preuve. La premiére propriété découle de la linéarité de I'intégrale pour les fonctions de £([a, b], R).
La seconde est conséquence de la troisieme quitte a changer f et g en —f et —g. La derniére est
conséquence de la seconde en remarquant que | f| = max(f, —f). Il suffit donc de prouver la troisiéme
propriété. Soit f et g deux fonctions Riemann-intégrable de [a,b] dans R, et ¢ > 0 fixé. Il existe

©f, 0g, V5, g € E([a,b],R) telles que

Ve € la,b],  gp(x) < flz) <dp(x) et pga) < g(a) < Yy(a),
avec , ,
[wr—ep@ae<s e [ -e)@ar <
Remarquons que 'on a
Vo € [a,b],  min(pg(x), pg(x)) < min(f(z), g(x)) < min(Yr(z), (). (2.1)

Posant
¢ =min(pr,0g) et ¥ =min(yy, vy),
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on définit deux fonctions de &([a, b],R). Notons a = ap < a; < --- < ap = b une famille de n + 1
points (n € N) telle que pour tout i € {0,n—1}, les fonctions ¢ et p, sont constantes sur |a;, a1,
puis
E1 ={i€{0,n—1} | pf < @4 sur |a;, ait1[} et Ey ={i€{0,n—1}| ¢y < @5 sur |a;, ai+1[}.
Remarquons que E1 N Ey = () et E; U Ey = {0,...,n — 1}. Soit = € [a,b] \ {ao,-..,a,}. Il existe
i €{0,...,n— 1} tel que z € E;. Distinguons deux cas :
— sl () < pg(x) (ie. six €la;,ai41] pour un i € Ey), alors
P(x) — g(x) < y(x) — pr(a),
— si pg(x) < pf(x) (i.e. six €la;,air1[ pour un ¢ € Ey), alors
(@) — @(@) < Yg(x) — ().
Par suite, en découpant par additivité par rapport au segment d’intégration un nombre fini de fois
sur [a, b] pour les fonctions en escalier sur [a, b],

L%&-@@mr: E:/MJ~ dx+§:/wd~ ()dz

i€EFy 1€k
a1+1
< Y [T ep@art Y [ Wy - @)
1€Eq i€ Ey

az+1

< Z/alﬂ (r—f)(z dx+Z/ ©g)(x)dz
Awrwmmm+fwfwwwm

< 2e.

IN

Cette derniere inégalité et I’encadrement (2.1)) permettent de conclure que la fonction min(f, g) est
Riemann-intégrable sur le segment [a, b].
Fixons de nouveau € > 0 et construisons ¢ a partir de 5 et ¢, comme précédemment. On a

Ve ela,b],  @(x) <min(f,g)(x) < f(x) < df(2).

/abmin(fjg)(x)dx < /abf(x)dx

Puisque f est Riemann-intégrable sur le segment [a, b] par hypothése et min(f, g) est intégrable sur
[a,b] d’apres ce qui précede, I'inégalité précédente s’écrit encore

/ab min(f, g)(z)dx < /ab f(z)dx

Rappelons la propriété d’additivité par rapport au segment d’intégration, vue en CDI1.

On en déduit que

Propriété 2.1.9 (Relation de Chasles) Soit [a,b] un segment de R est ¢ € [a,b]. Soit f une
fonction Riemann-intégrable de [a,b] dans R. La fonction f est Riemann-intégrable en restriction

ala,c| et alcb] et l’on a
AU@M:AU@@+AU@M
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On étend la définition de I'intégrale de Riemann aux fonctions a valeurs complexes comme suit.

Définition 2.1.10 Une fonction f du segment [a,b] dans C est dite Riemann-intégrable sur I
lorsque sa partie rélle R(f) et sa partie imaginaire Sf le sont. Dans ce cas, on pose

b b b
/ f(z)dx = / Rf(z)dx + z/ Sf(x)dz.
On a alors la propriété suivante.

Propriété 2.1.11 Soit f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur le segment [a,b] a valeurs
complexes et X et u deux nombres complexes. Les fonctions Af +pug, et |f| sont Riemann-intégrables

sur [a,b], et l'on a
b

/ab (AS + pg) (x)dz = A/abf(x)dx - u/a g(z)dz,

[ s@ae) < [ 171@as.

Preuve. Exercice. u
On a également la généralisation suivante de la propriété 2.1.9 d’additivité par rapport au

segment d’intégration.

Propriété 2.1.12 (Relation de Chasles) Soit [a,b] un segment de R est ¢ € [a,b]. Soit f une
fonction Riemann-intégrable de [a,b] dans C. La fonction f est Riemann-intégrable en restriction
d[a,c] et a[cb] et l’on a

/abf(x)da: - /:f(:x)dx+/cbf(:r)dm.

Remarque 2.1.13 La propriété[2.1.7 est encore vraie pour une fonction f Riemann-intégrable sur
le segment [a,b] a valeurs complezes : pour tout € > 0, il existe 1 € E([a,b],C) telle que

b
[ @ -v@ldz<e et Wllaoson < I logon

De méme, on étend la définition de l'intégrale de Riemann aux fonctions & valeurs dans R% ou
C? (d € N*) comme suit.

Définition 2.1.14 Soit d un entier au moins égal a 2. Une fonction f du segment [a,b] dans R?
(respectivement C?) est dite Riemann-intégrable sur I lorsque chaque composante (fi)1<k<d est
Riemann-intégrable sur [a,b]. Dans ce cas, on définit l'intégrale de f sur [a,b] comme le vecteur de

RY (resp. C?) dont les composantes sont
b
= (/ fk(ac)dac>

( / ' f(x)dx)

On a alors la propriété suivante.

1<k<d 1<k<d
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Propriété 2.1.15 Soit f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur le segment [a,b] d valeurs
dans R? (respectivement C%) et X et pu deux nombres réels (resp. complexes). Les fonctions \f + ug,
et | f| sont Riemann-intégrables sur [a,b], et l'on a

b

/ab (Af + pg) (z)dz = )\/ab f(g;)dx—i-u/a g(z)dz,

[ s < [Csla

Preuve. Exercice. [ ]

On a également la propriété suivante d’additivité par rapport a 'intervalle d’intégration.

Propriété 2.1.16 (Relation de Chasles) Soit d > 2 un entier. Soit [a,b] un segment de R est
c € [a,b]. Soit f une fonction Riemann-intégrable de [a,b] dans R (ou C?). La fonction f est
Riemann-intégrable en restriction a [a,c] et d [c,b] et l'on a

/ab f(z)dz = /: f(z)dx + /cbf(a:)da:.

Remarque 2.1.17 Ces extensions de lintégrale de Riemann aux fonctions d valeurs complezes
et auz fonctions & valeurs dans RY sont cohérentes lorsque l'on identifie C a R? wia la bijection
z = (Rz,32).

Nous rappelons ci-dessous quelques définitions de CDI1 relatives a la continuité et a la continuité
par morceaux pour une application définie sur un intervalle.

Définition 2.1.18 Soit I un intervalle de R, f une application de I dans R et xg un point de
I. On dit que f est continue en xq lorsque pour tout € > 0, il existe un 6 > 0 tel que pour tout
z € INjzo — 6,20 + 6[, | f(z) — fzo)| <.

Remarque 2.1.19 Ceite définition s’étend aux fonctions a valeurs complexes en remplacant la
valeur absolue par le module dans l'inégalité. Dans ce cas, f est continue en xqg si et seulement si
sa partie réelle et sa partie imaginaire le sont. Cette définition sétend également aux fonctions a
valeurs dans R® ou C? en remplacant la valeur absolue par une norme dans l'inégalité. Dans ce
cas, f est continue en xg si et seulement si chacune de ses composantes l’est.

Définition 2.1.20 Soit I un intervalle de R. Une application f : I — R est dite continue sur I
lorsqu’elle est continue en tout point de I.

Remarque 2.1.21 Cette définition s’étend aux fonctions a valeurs complexes comme aux fonctions
a valeurs dans R ou C?.

Définition 2.1.22 Soit [a,b] un segment de R, avec a < b. Une application f : [a,b] — R est
dite continue par morceaur sur le segment [a,b] lorsqu’il existe n € N*, et une famille (zk)o<k<n
de n + 1 points du segment [a,b] telle que a = z9 < x1 < -+ < Tp_1 < T, = b et pour tout
ke€{0,---,n—1}, la fonction f est continue sur l'intervalle owvert |z, 11| et se prolonge en xy
et xpr1 en une fonction continue sur [Tg, Tyi1].
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Exemples : Une fonction continue sur un segment [a, b] est continue par morceaux sur ce segment
(prendre n = 1 et g = a, 1 = b, le prolongement étant f lui-méme). La fonction caractéristique
de lintervalle [0, 1/2] est continue par morceaux sur [0, 1].

Remarque 2.1.23 Cette définition s’étend auz fonctions d valeurs dans C, dans R?, dans CZ.

Propriété 2.1.24 Si f est une fonction continue par morceauzr sur un segment |a,b] (avec a < b),
alors sa restriction da tout segment [c,d] C [a,b] (avec ¢ < d) est continue par morceauz sur le
segment [c, d].

Définition 2.1.25 Soit I un intervalle de R non trivial et f une application de I dans R. On dit
que [ est continue par morceaux sur I lorsque sa restriction a tout segment de I est continue par
morceaur sur ce segment.

Remarque 2.1.26 Cette définition s’étend auz fonctions d valeurs dans C, dans R?, dans C?.

Remarque 2.1.27 Lorsque I est un segment, la motion de fonction continue par morceaux sur
Uintervalle I introduite a la définition et la notion de continuité par morceauz sur le segment
I introduite a la définition coincident.

Propriété 2.1.28 L’ensemble des fonctions continues sur un intervalle non trivial I a valeurs
dans R est un R-espace vectoriel.

Remarque 2.1.29 On a une propriété de structure analogue pour les fonctions a valeurs dans C,
R?, C. Remarquer que, pour C et C%, on a une structure de R-espace vectoriel et une structure de
C-espace vectoriel.

Propriété 2.1.30 L’ensemble des fonctions continues par morceaur sur un intervalle non trivial
I a valeurs dans R est un R-espace vectoriel.

Remarque 2.1.31 On a une propriété de structure analogue pour les fonctions a valeurs dans C,
R%, C. Remarquer que, pour C et C%, on a une structure de R-espace vectoriel et une structure de
C-espace vectoriel.

Propriété 2.1.32 Soit [a,b] un segment de R (avec a < b). Les fonctions continues sur |a,b] sont
Riemann-intégrables sur [a,b].

Propriété 2.1.33 Soit [a,b] un segment de R (avec a < b). Les fonctions continues par morceauz
sur [a,b] sont Riemann-intégrables sur |a,b].

\

Remarque 2.1.34 Ces deux derniéres propriétés valent pour les fonctions a valeurs dans R, C,
R?, C9.

Propriété 2.1.35 Soit [a,b] un segment de R (avec a < b). Les fonctions de [a,b] dans R, mono-
tones sur le segment [a,b], sont Riemann-intégrables sur [a,b].

Propriété 2.1.36 Soit [a,b] un segment de R (avec a < b). Si f et g sont deuz fonctions Riemann-
intégrables sur le segment [a,b] a valeurs dans R ou C, alors la fonction fg est Riemann-intégrable
sur [a, b].
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2.1.2 Fonctions absolument intégrables sur un intervalle

L’intégrale de Riemann, définie sur un segment, et briévement rappelée dans la section pré-
cédente, est la brique de base qui permet la généralisation de la notion d’intégrale aux fonctions
définies sur des intervalles plus généraux.

Définition 2.1.37 On appelle intervalle de R toute partie I C R telle que pour tout couple de
points (a,b) € I? avec a < b, le segment [a,b] est inclus dans I.

Les ensembles (), R, RT, ]0, +o0[, [0,1] et [0, 1] sont des intervalles. A Pinverse, R* = R\ {0}
n’en est pas un. Il existe des intervalles ouverts (exemples : ), R, ]0, +00[), des intervalles fermés
(exemples : ), R, R*, [0,1]) et des intervalles qui ne sont ni fermés ni ouverts (exemple : [0, 1[).

Définition 2.1.38 Un intervalle de I est dit trivial s’il est vide ou réduit d un point. Il est dit non
trivial dans le cas contraire.

Définition 2.1.39 Soit I un intervalle de R non vide. Une fonction f : I — R est dite absolument
intégrable sur I lorsque

— quel que soit le segment [a,b] C I, la fonction f est Riemann-intégrable sur |a,b]

— il existe M > 0 tel que pour tout segment [a,b] C I, f: |f(z)|dx < M ; autrement dit

sup/\f )|dz < 4-o00.
[a,b]CI/a

Remarque 2.1.40 Si une fonction f: I — R est Riemann-intégrable sur tout segment de I, il en
est de méme de la fonction |f| par la Propriété . Ainsi, le critére de majoration des intégrales
de |f| dans la deuziéme partie de la définition n’est pas vide de sens.

Remarque 2.1.41 La terminologie "absolument intégrable” fait référence au fait que cette défini-
tion d’intégration fait intervenir un critére faisant intervenir la valeur absolue de la fonction, plutot
que la fonction elle-méme.

Remarque 2.1.42 En une phrase, une fonction f : I — R est absolument intégrable sur ’inter-
valle I si elle est Riemann-intégrable sur tout segment inclus dans I et si lintégrale de sa valeur
absolue un segment de I est majorée indépendamment du segment choist.

La notion d’absolue intégrabilité s’étend aux fonctions d’un intervalle non vide I de R a valeurs
complexes en remplagant la valeur absolue dans la définition par le module.

Définition 2.1.43 Soit I un intervalle de R non vide. Une fonction f : I — C est dite absolument
intégrable sur I lorsque

— quel que soit le segment [a,b] C I, la fonction f est Riemann-intégrable sur [a,b]

— il existe M > 0 tel que pour tout segment [a,b] C I, f: |f(z)|dx < M ; autrement dit

sup/\f )|dz < +o0.
[a,b]CI/a

La notion d’absolue intégrabilité s’étend aux fonctions d’un intervalle non vide I de R & valeurs
dans R? ou C? en remplacant la valeur absolue par une norme.
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Définition 2.1.44 Soit d > 2 un entier. Soit I un intervalle de R non vide. Une fonction f: 1 —
R? (ou C?) est dite absolument intégrable sur I lorsque

— quel que soit le segment [a,b] C I, la fonction f est Riemann-intégrable sur |a,b]

— il existe M > 0 tel que pour tout segment [a,b] C I, f: Il f(x)||de < M ; autrement dit

sup / | f(z)||dz < +oo.
[a,b]CI Ja

Afin de donner un sens a l'intégrale d’une fonction absolument intégrable sur un intervalle,
nous allons utiliser la notion de suite exhaustive de compacts d’un intervalle. Ceci nous permettra
d’utiliser les résultats sur l'intégrale de Riemann dans la construction.

Définition 2.1.45 Soit I un intervalle de R. On appelle suite exhaustive de segments de I toute
suite ([an, bn|)nen croissante de segments de I telle que

UneN[ana bn] = 1.

Propriété 2.1.46 Tout intervalle non vide de R admet (au moins) une suite exhaustive de seg-
ments.

Preuve. Exercice. Indication : distinguer des cas suivant la "forme" de l'intervalle I. [ |

Nous pouvons maintenant donner un sens a l'intégrale d’une fonction absolument intégrable sur
un intervalle.

Propriété 2.1.47 Soit I un intervalle non vide de R et f : I — R une fonction absolument
intégrable sur I. Quelle que soit la suite exhaustive ([an,bn|)neny de segments de I, la suite réelle

(f;" f(x)dx) oy converge. De plus, la limite de cette suite est indépendante de la suite exhaustive
n n

choisie. On appelle intégrale de f sur I cette limite commune et on la note [; f(x)dx.

Remarque 2.1.48 La wvaleur absolue, présente dans [’hypothése d’absolue intégrabilité de f, a
disparu dans la conclusion de la propriété.

Preuve. Notons

= sup / |f(z)|da.

[a,b]CI/a

Il s’agit d’'un nombre réel positif ou nul car f est absolument intégrable sur 1. Soit ([an, bn])nen
une suite exhaustive de segments de I. Posons pour n € N, «,, = fan | f(x)|dz. Puisque la suite
([@n, bn])nen est croissante pour l'inclusion et puisque |f| est une fonction positive sur I, la suite

(an)nen est croissante. De plus, par définition de L, on a
Vn € N, oy < L. (2.2)
Ainsi, la suite (ap)nen est une suite réelle croissante et majorée. Par conséquent, elle converge.

En particulier, ¢’est une suite de Cauchy. Définissons maintenant la suite (5,),ecn en posant pour
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neN, 5,=[ (f: f(xz)dz. Observons que pour p,n € N, on a, en utilisant notamment la propriété
d’additivité de maniére répétée,

bntp bn
5n+p_6n = /Bn:/a f( )d.%'— f()

n+p
n b'fL
= / dx+/ f(z dx—i—/ x)dr — f(x)dz
an+p an
an brntp
= / f(z)dz + f(x)dz.
An+p bn
Par suite,
an brtp
An+p
< / )|de + / 2)|de,
An+p

en utilisant la croissance de la suite exhaustive de segments qui se traduit pas les inégalités
Aptp < ap < by < bpgp.
Par conséquent, on a, en appliquant la propriété d’additivité a la fonction |f|,
Vn,p € N, |Brtp — Bnl < 0ngp — Q. (2.3)

Puisque la suite (o, )nen est de Cauchy d’apres ce qui précede, il en est de méme de la suite
réelle (B, )nen en utilisant . Puisque R est complet, la suite (5,)nen converge vers § € R.
Ceci démontre la premiere partie de la propriété : la suite des intégrales d’une fonction absolument
intégrable sur une suite exhaustive de segments converge. Pour montrer que la limite ne dépend pas
de la suite exhaustive de segments de I choisie, on utilise le lemme [2.1.49] Ceci conclut la preuve.

|

Lemme 2.1.49 Soit I un intervalle non vide de R et f : I — R une fonction Riemann-intégrable
sur tout segment inclus dans I. On suppose que, pour toute suite exhaustive ([an, by|)nen de segments

de I, la suite réelle (f;” f(x)d:v) oy Converge. Dans ce cas, la limite de cette suite est indépendante
n n

de la suite erhaustive de segments choisie.

Preuve. Soit ([an,bpn])neny une suite exhaustive de segments de I. Notons pour tout n € N,
Bn = [ f: f(t)dt. On sait que la suite (8,)nen converge vers f € R. Considérons une autre suite
exhaustive ([@n,bp])neny de segments de I, et notons pour tout n € N, 3, = fb" f(z)dz. Par
hypothese, la suite (ﬁn)neN converge vers un nombre réel 3. Il nous suffit de montrer que 8 = f3
pour démontrer le lemme. Pour cela, on construit par induction une troisiéme suite exhaustive de
segments ([an, bn])nen de I de la maniere suivante. On pose @y = ag et by = by. Par exhaustivité de
la suite ([@n, bn])nen, il existe Ny € N tel que
Vn > NOv [60750] - [dnagn]

On pose @1 = ag, et by = by,. Par exhaustivité de la suite ([an, bn])nen, il existe No € N tel que

Vn > NOa {61761] C [anabn]'
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On pose @z = ap, et by = by,. Pour p € N* si 'on vient de construire [a@g,bo,|, alors par
exhaustivité de la suite ([an, bp])nen, il existe N, > N,_; tel que

Vn > Np, [EQP,BQP] (- [dn, En]

On pose Ggpt1 = @ w, et bopt1 = b N, Si 'on vient de construire [@2p+1, bapt1], alors par exhaustivité
de la suite ([an, bp])nen, il existe Np > N,_; tel que

vn Z Np7 [62})—"-1752])4—1] - [a/na bn]
On pose G212 = an, et bopra = by,. On construit ainsi une suite croissante ([@n, bn])nen de
segments de 1. Puisque (Vp)pen est une suite d’entiers strictement croissante, on a N, — +o0.

p——+00
Ainsi, par exhaustivité de la suite ([an, bn])nen,

I = Upenlan, bn] = Upenlan,, bn,] = Up>2[ap, by] C 1.

On en déduit que

UpGN[apv bp] =1,
et donc ([a@p, bp))pen est une suite exhaustive de segments de I. Posant pour tout n € N, 3, =
fal’:: f(x)dz, il vient de ce qui précéde que la suite (B,,)nen converge vers un nombre réel que I'on

note 3. Observant que

Vn € N, /82]) = Bp-1 et 32p+1 = gpv

on obtient par passage a la limite dans les deux égalités les relations

B=p et B=5
qui achévent la preuve du lemme. [ |

En séparant les parties réelles et imaginaires, on déduit de la propriété la propriété
suivante

Propriété 2.1.50 Soit I un intervalle non vide de R et f : I — C une fonction absolument
intégrable sur I. Quelle que soit la suite exhaustive ([an, by|)nen de segments de I, la suite compleze

(ff” f(x)dx) oy Converge. De plus, la limite de cette suite est indépendante de la suite exhaustive
" n

choisie. On appelle intégrale de f sur I cette limite commune et on la note [; f(z)dz.

De méme, en travaillant composante par composante, on déduit de ce qui précede la propriété
suivante.

Propriété 2.1.51 Soit d > 2 un entier. Soit I un intervalle non vide de R et f : I — R? (respec-
tivement f : I — C%) une fonction absolument intégrable sur I. Quelle que soit la suite exhaustive
([an, bn])nen de segments de I, la suite d’éléments de RY (resp. C9) (ff: f(x)da:)neN converge. De
plus, la limite de cette suite est indépendante de la suite exhaustive choisie. On appelle intégrale de
f sur I cette limite commune et on la note [; f(x)dx.

Remarque 2.1.52 On vérifie aisément que la définition de l'intégrale d’une fonction réelle cor-
respond d celle donnée lorsque l’on regarde cette méme fonction comme une fonction a valeurs
complezes.
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Remarque 2.1.53 On peut remplacer dans la propriété[2.1.]7 la suite ezhaustive de segments par
une suite [an,by| de segments de I avec pour tout n € N, a, < b, et telle que la suite (an)neN
converge vers a et la suite (by)nen converge vers b, sans changer la véracité de la propriété, comme
le lecteur pourra s’en convraincre en exercice. Ce faisant, on ne travaille plus nécessairement avec
des suites monotones, et l’on perd la propriété que Upenlan, by = 1.

Remarquons que la définition de I'intégrale d’une fonction absolument intégrable sur un inter-
valle général coincide avec celle vue en CDI1 lorsque 'intervalle est un segment. Ceci est précisé
dans la propriété suivante.

Propriété 2.1.54 Soit [a,b] un segment de R. Si une fonction f est absolument intégrable sur
I =[a,b], alors elle est Riemann-intégrable sur [a,b] et l'on a

/ab f(z)dz = /[a,b} f(z)d. (2.4)

Preuve. Puisque f est absolument intégrable sur I = [a,b], elle est Riemann-intégrable sur
tout segment inclus dans [a,b]. En particulier, elle est Riemann-intégrable sur [a,b]. De plus, si
([@n, bn])nen est une suite exhaustive de segments de I = [a, ], alors elle est stationnaire en [a,b] &
partir d’un certain rang. C’est-a-dire

dNeN, Vn>N, [an, bn] = [a,b].

En particulier, la suite (ay)pen définie pour n € N par a,, = f;: f(z)dx est constante, égale a
J ; f(z)dz, a partir du rang N. En particulier, elle converge vers [ ;’ f(z)dz. On en déduit (2.4]). m

Dans le cas du segment, la notion d’intégrabilité et celle d’absolue intégrabilité sont confondues.

Propriété 2.1.55 Soit [a,b] un segment de R. Soit f : [a,b] — R une fonction. La fonction f est
Riemann-intégrable sur [a,b] si et seulement si elle est absolument intégrable sur [a,b]. Dans ce cas,

on a la relation ([2.4)

Preuve. La propriété a démontrer est une équivalence. L’implication réciproque a été montrée a la
propriété[2:4] Il nous suffit donc de montrer 'implication directe. Pour cela, considérons une fonction
f : [a,b] — R, Riemann-intérable sur [a,b]. Par la propriété elle est Riemann-intégrable sur
tout segment inclus dans [a, b]. Par la propriété il en est de méme de la fonction |f|. En outre,
on a pour tout segment [u,v| C [a, b], puisque la fonction |f| est positive,

[ @i < [ 1@

Par conséquent, l'intégrale de |f| sur tout segment [u,v]| de I = [a,b] est majorée par une quantité
qui ne dépend pas du segment [u, v] choisi. On en déduit que f est absolument intégrable sur [a, b].
Le fait que la relation (2.4) a lieu dans ce cas est une conséquence directe de la proposition [2.1.55

|

Remarque 2.1.56 Les propriétés [2.1.57] et [2.1.55 se généralisent évidemment auz fonctions a
valeurs dans C, dans R? et dans C%. Cette généralisation est laissée en exercice au lecteur.

La notion d’intégrabilité absolue permet de définir 'ensemble £!(I) pour un intervalle non vide
I de R fixé.
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Définition 2.1.57 Soit I un intervalle de R non vide. Pour X =R, X =C, X = R? et X = C¢,
on pose
LYILX)={f:T—=X| f est absolument intégrable sur I} .

Remarque 2.1.58 Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur [’espace d’arrivée des fonctions, on note en
général LY(I) au liew de £'(I,X)

On étend la propriété [2.1.§8] relative a 'intégrale de Riemann sur un segment aux fonctions
abolument intégrables sur un intervalle.

Propriété 2.1.59 Soit I un intervalle de R non-vide. Soient A\, u deux nombres réels et f,g €
LYI,R). La fonction A\f + pg est dans L(I,R) et l'on a

Js@) + ng(ade = A [ f@de+p [ gla)aa, (2.5)

et

\ [ sz < [ 1@ (2.6)

Preuve. La fonction Af + ug est intégrable sur tout segment de I par la propriété [2.1.8, De plus,
si [a, b] est un segment inclus dans I, alors on a, en utilisant & nouveau la propriété

b b b
| W@+ ng@)lae < W [ 15 @)de + 1l [ lg@)da.
Puisque les fonctions f et g sont absolument intégrables sur I, on en déduit
b
| @) + ng@)ide < N [ 1£@)lda + [ lo(a)ldo.

Le majorant dans cette inégalité étant fini et indépendant de [a, b], il vient que A\f + ug € L1(I).
Soit maintenant ([an,by])nen une suite exhaustive de segments de I. Par la propriété on a

by bn bn
Wn €N, / (M (2) + pg(a))de = A / f(@)dz + p / g(z)d.
an Qan an
En faisant tendre n vers l'infini, on obtient (2.5)). Par ailleurs, on a, par la propriété [2.1.8

Vn €N, /abnf(a:)da: S/:n|f(a:)\dx.

Puisque f € L(I), on obtient
brn
Vn € N, / f(x)dz

Faisant tendre n vers 'infini dans I'inégalité précédente, on obtient I'inégalité ({2.6]). [ |

< [If@)da.

On peut résumer la propriété précédente comme suit

Propriété 2.1.60 L’ensemble L' (I,R) est un R-espace vectoriel. L’application

L (FOR) — R
' f — [, f(z)dz )’
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est une forme linéaire sur L*(I,R), qui vérifie de plus

vfe LY(LR),  |Z(HI < Z(f).

Remarque 2.1.61 Les propri¢tés|2.1.59 et|2.1.60 se généralisent auzx fonctions da valeurs dans C,
dans R et dans C%. Cette généralisation est laissée en exercice au lecteur.

2.1.3 Intégrales absolument convergentes fonctions de leurs bornes

Dans le but d’étudier les fonctions définies par des intégrales dont les bornes bougent, com-
mengons par généraliser la propriété d’additivité [2.1.9]aux fonctions absolument intégrables sur un
intervalle.

Propriété 2.1.62 Soit I un intervalle de R non vide, et a € I. Soit f une fonction absolument
intégrable sur I, a valeurs dans X =R, X = C, X = R? ou X = C?. La fonction f est absolument
intégrable sur les intervalles IN] — 0o, a] et I N [a,+oo] et l'on a

/1 Flz)de = /1 T /1 o J@ (2.7)

Preuve. Faisons la preuve de cette propriété dans le cas X = R et laissons la preuve dans les
autres cas en exercice. Soit [a, §] un segment inclus dans l'intervalle IN] — oo, a]. Puisque la fonction
f est absolument intégrable sur I, elle est intégrable sur le segment [, 8] et 'on a

[ i@l < [ 1r@)ar

Puisque le majorant ci-dessus est fini et indépendant de [« 3], il vient que f est absolument
intégrable sur IN] — 0o,al. On démontre de méme que la fonction f est absolument intégrable
sur I N [a,+o00[. Soit maintenant ([, Bn])neny une suite exhaustive de segments de lintervalle
IN]—00,al, et ([Gn, Bn])nen une suite exhaustive de segments de intervalle 7N [a, 4+oco[. On constate
que la suite ([, Bn])nen est une suite exhaustive de segments de I. Utilisant la propriété on
obtient pour tout n € N,

/Cjn f(x)dz = /ai f(x)dz + /jn f(z)dz.

Chacune des trois quantités dans ’égalité ci-dessus converge quand n tend vers +oo en vertu de ce
qui précede et de la propriété [2.1.47, En passant a la limite, on obtient la relation ({2.7]). [

La propriété précédente peut étre précisée : I'implication réciproque est également vraie.

Propriété 2.1.63 Soit I un intervalle de R non vide, et a € I. Soit f une fonction de I dans
X=R,X=C, X=R? ouX=C? La fonction f est absolument intégrable sur I si et seulement
si elle est absolument intégrable sur les intervalles IN] — 0o, a] et I N[a,+oo[. Dans ce cas, on a la

relation (2.7)).

Preuve. Procédons par double implication. Le sens direct a été prouvé a la propriété précédente.
Afin de montrer I'implication réciproque, considérons une fonction f de I dans R (le cas X = C,
X = R? et X = C¢ sont laissés en exercice au lecteur), absolument intégrable sur les intervalles
IN] —o0o,a] et I NJa,+oo]. Soit [a, f] un segment inclus dans I. S’il ne contient pas a, il est inclus
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dans IN| — oo, a] ou dans I N [a,+oo|, donc f est Riemann-intégrable sur [alpha, beta] dans ce cas.
Sinon, a € [o, 8], et dans ce cas f est Riemann-intégrable sur [«,a] et sur [a, (], donc elle est
Riemann-intégrable sur [«, ] également. On outre, on a dans tous les cas

B
[ lf@lda< [ p@de+ 7 (a)da

IN]—o0,d] IN[a,+oo[

Puisque le majorant ci-dessous est indépendant de [« (], il vient que f est absolument intégrable
sur 1. On peut donc appliquer la propriété [2.1.62| pour en déduire la relation (2.7)). [ |

A T’aide de cette propriété de Chasles, on montre la caractérisation suivante.

Propriété 2.1.64 (Caractérisation des fonctions d’intégrale absolument convergente) Soit
I C R un intervalle non vide et f une fonction de R dans C qui est Riemann-intégrable sur tout
segment de I. Pour tout a € I, on peut définir les fonctions

(IN] —o0,a] —> C . (INn]a,+oo] —> C
G“'( o f;rf<x>|dx> ! D“'( o f;rf<x>rdx>'

D’une part, lintégrale de f converge absolument sur I si et seulement si pour tout a € I, la fonction
G, admet une limite finie {4(a) € RT eninf I et la fonction D, admet une limite finie {4(a) € RT
en sup I. D’autre part, l’intégrale de f converge absolument sur I si et seulement s’il existe a € I
tel que la fonction G, admet une limite finie {,(a) € RT eninf I et la fonction D, admet une limite
finie £4(a) € RY en supI. Dans ce cas, on a pour tout a € I,

[ 15(@)lde = ty(a) + ta(a)
Preuve. Exercice u
On déduit de la relation de Chasles la propriété de continuité suivante.
Propriété 2.1.65 Soit I un intervalle de R non vide et f € LY(I,R). La fonction

I — R
E: (a: — f(t)dt)’ (2.8)

IN]—o0,z]

est localement lipschitzienne sur I.

Preuve. Soit xp un point de I. Supposons que x n’est pas une extrémité de I (le cas ol = est une
extrémité de I est laissé en exercice au lecteur). Il existe 6 > 0 tel que Jxg — d,x9 + 0[C I. Ainsi,
le segment [xg — 0/2, 29 + §/2] est inclus dans I. Puisque la fonction f est absolument intégrable
sur I, elle est Riemann-intégrable sur [zg — §/2, x0 + §/2], et en particulier elle est bornée par un
certain M > 0 sur ce segment. Pour z,y € [zg — 0/2, 20 + §/2] avec y > z, on peut écrire a laide

de la propriété

F(y)— F(z) = /m]_ooy]f(t)dt— /m]_m}f@)dt

= t)dt t)dt — t)dt
/ e s / 0
_ / Y ().
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On en déduit que pour z,y € [z9,d, 29 + 6], on a
max(z,y)

Fly) - F@l < [ 15 @ldt < Mly - al.

min(z,y)

Corollaire 2.1.66 Soit I un intervalle de R non vide et f € LY(I,R). La fonction

I — R

r — Fo)de | -
IN]—o0,z]

F

est continue sur I.

Preuve. Puisque f est localement lipschitzienne sur I, elle est continue au voisinage de chaque
point de I. Par conséquent, elle est continue sur I. [ |

Remarque 2.1.67 Les deux propriétés précédentes s’étendent aux cas ot la fonction est d valeur
dans C, dans R?, et dans C?.

Ajoutons maintenant le critére de dérivabilité suivant.

Propriété 2.1.68 Soit I un intervalle de R non vide, f € LY(I,R) et xg € 1. Si la fonction f est
continue en xg, alors la fonction F définie en (2.8|) est dérivable en xq et l'on a

F'(x9) = f(x0). (2.9)

Preuve. Lorsque xy n’est pas une extrémité de I (le cas ou xp est une extrémité est laissé
au lecteur), on se ramene a traiter des quantités faisant uniquement intervenir des intégrales de
Riemann sur des segments en considérant que pour = € I, x # xg, on a par la propriété

F(x) — F(xo) 1 /xf(t)dt.

T — X T — X0 Jxg

En intégrant la fonction constante ¢t — f(xp), on obtient

PPy = ([ s [ sanar).

Répétant la preuve vue en CDI1, on considére € > 0. Par continuité de f en xg, il existe d > 0 tel
que pour tout t € INjxg — 0,20 + O, | f(t) — f(z0)| < €. On en déduit que pour x € I, x # x¢, avec
|l‘ - ZL'(]| < 57

max(z,z0)
PO ) )| o il VO~ S
r— 2o T — X
ele = 2ol
| — x|
< e

On peut alors généraliser au caractére C! et aux dérivées d’ordres supérieurs via le corollaire
suivant.
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Corollaire 2.1.69 Soit I un intervalle de R et f € LY(I,R). Soit k € N. Si la fonction f est de
classe C¥ sur un intervalle non trivial J C I, alors la fonction F définie en (2.8)) est de classe CF+1

sur J et l'on a
Vpe{0,....k}, VeeJ, — FP(g) = f0(g). (2.10)

Preuve. En utilisant la propriété précédente, on obtient que la fonction F' est dérivable sur J et
Vx € J, F'(z) = f(x).

Par suite, la fonction F” est de classe CP sur J et la fonction F' est donc de classe CP*! sur J. On

obtient (2.10]) en dérivant p fois la relation (2.9)). [

2.1.4 Criteres d’intégrabilité absolue

On se propose de donner des critéres pour décider de l'intégrabilité absolue ou non d’une
fonction sur un intervalle I. On présente les résultats dans le cas ou I est de la forme [a, b[ avec
—00 < a < b < +o0. Le lecteur pourra adapter ces résultats au cas ou b vaut +oo, puis aux cas ot
I est de la forme |a, b] avec —co0 < a < b < +00.

Propriété 2.1.70 Soit f une fonction de [a,b] dans R, Riemann-intégrable sur tout segment de
[a,b], et g une fonction de L'([a,b[,RT). Si

veel,  |f(z)] <g(z),
alors la fonction f est absolument intégrable sur [a,b|.

Preuve. Soit ([an, Bn])nen une suite exhaustive de segments de [a, b[. Observons que 'on a

Vn € N, /ain |f(z)|dz < /ﬁn g(z)dx < /Ig(x)d:n.

Qn

Puisque ce majorant est fini et indépendant de n, il vient que f est absolument intégrable sur /. m

Propriété 2.1.71 Soit f et g deux fonctions de [a,b] dans R, Riemann-intégrables sur tout segment
de [a,b[. Si g et positive sur [a,b] avec

[f(@)] ~ g(z),

r—b

alors la fonction f est absolument intégrable sur [a,b| si et seulement si la fonction g ’est. Si ces
fonctions sont absolument intégrables, alors on aE|

[ sl ~ [ g

Si ces deux fonctions ne sont pas intégrables sur [a,b], alors on aE|

[ ol ~, [ g

1. Noter que les deux quantités tendent alors vers 0.
2. Noter que les deux quantités tendent alors vers +oo.
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Preuve. Supposons la fonction g absolument intégrable sur [a,b]. Puisque |f| g , il existe un
d €]0,b — af tel que o
Veelb—6b[,  [f(x)]—g(x) <g(z),
d’ou
Veeb—0,0,  [f(z) <2g(x).
On en déduit que f est absolument intégrable sur [b — §, b[ par la propriété précédente. Ainsi, elle

Pest sur [a, ], car elle 'est également sur le segment [a, b — ¢]. Réciproquement, si ’'on suppose la
fonction f absolument intégrable sur [a,b], on trouve un ¢ €]0,b — a[ tel que

Veeb—0a,b, 0<g(x)<2|f(z)

et 'on conclut de la méme maniere que précédemment que g est absolument intégrable sur [a, b|.
Dauns le cas ot les fonctions f et g sont absolument intégrables sur [a, b, on fixe € > 0 et 'on trouve
un d €]0,b — o[ tel que

vteb—060[,  [lf(H)]—g(t)] <eg(t).

On en déduit que pour x € [b— 4, ],

/[va[(\f(t)! —g(1))dt| < /W[ £ ()] — g(t)| dt < g/w[g@)dt_

Ceci démontre le résultat annoncé dans ce cas. Dans le cas ou les fonctions f et g ne sont pas
absolument intégrables sur [a, b], fixons de nouveau € > 0 et trouvons § €]0,b — a] tel que

vieb—06,0  [lf()]—g@)] <eg(t).
Puisque g n’est pas absolument intégrable sur [a, b[, la fonction croissante x — [0 g(t)dt est non-
bornée sur [a, b[. Par suite, elle tend vers +oo en b~. En particulier, il existe ¢ €]0,d[ tel que

S22 (@] + g(t))dt
7 (D)t s¢€

Ve [b— 4,

On peut alors écrire pour z €]b — 4],
x x b—o b—o
[riswlae= [“owar < |["irwlae— [ gt

b—é T
|l gwa+ [ @)= o) d
< E/axg(t)dtjts/b:g(t)dt

< 25/ g(t)dt.

Ceci démontre le résultat annoncé dans ce cas. [ ]

IN

| [ s [0 oo

b—é

IN

2.1.5 Fonctions de référence de Riemann

Propriété 2.1.72 Soir a € R. La fonction t — 1/t* est absolument intégrable sur I = [1,4o00[ si
et seulement si o > 1.
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Preuve. La fonction t +— 1/t“ est continue sur l'intervalle [1,+oco[. Elle est donc Riemann-
intégrable sur tout segment contenu dans [1, +oo[. Par ailleurs, cette fonction est positive, et I'on
peut calculer pour X > 1

X
/X 1 71—104 {71“1’1]1 sia#1
o
v In(z)]¥ sia=1

On vérifie alors que, lorsque o > 1,

X 1 1
VX > 1, / S dr < ——,
1
lorsque a =1,

X1
/ —dzr — oo,
1 x¢% X —+o0

et lorsque o < 1,

X1
/ —dx — +oo.
1

xr® X—+o0

Lorsque a > 1, l'intégrale de la fonction z +— 1/x® sur les segments de [1, 400 est donc majorée
par une constante qui ne dépend pas du segment. La fonction est donc absolument intégrable dans
ce cas. Lorsque o < 1, en revanche, l'intégrale de (la valeur absolue de) la fonction sur [1, X] n’est
pas majorée par une constante indépendante de X. Par suite, la fonction n’est pas absolument
intégrable sur [1, +oo. |

Propriété 2.1.73 Soit a € R. La fonction t — 1/t est absolument intégrable sur I =|0,1] si et
seulement si o < 1.

Preuve. Exercice. [ |

2.1.6 Le théoréme du changement de variable
On généralise maintenant le théoréeme de changement de variable dans une intégrale étudié en

CDI1. On s’appuie bien siir fortement sur le résultat de CDI1 dans la preuve.

Propriété 2.1.74 Soit I et J deux intervalles non triviauz de R et ¢ une bijection de classe C!
de I dans J, strictement croissante. Soit une fonction f de J dans R, Riemann-intégrable sur tout
segment de J. La fonction f est absolument intégrable sur J si et seulement la fonction f o ¢ X ¢
est absolument intégrable sur I. Dans ce cas, on a

[ He@)e @i = [ ra.
I J

Preuve. La fonction ¢ permet de définir une bijection entre les suites exhaustives de segments de
I et celles de J en posant

Vn € N, [an, Bn] = [p(an), ©(bn)],

si ([an, bn])nen est une suite exhaustive de segments de I, et

Vn € N, [am bn] = [Sp_l(an)a 90_1(671)]’
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si ([am, Bn])nen est une suite exhaustive de segments de J. Puisque la fonction f est Riemann-
intégrable sur tout segment de .J, la fonction f o ¢ x ¢’ est Riemann-intégrable sur tout segment
de I, par le résultat de CDI1. Par le méme résultat de CDI1, on a de méme, en liant la suite
([an, bn])nen et la suite ([ag, Bn])neny comme ci-dessus

bn, Bn
meN, [Tl @de= [ Ifwldy.

Qn
Ainsi, la suite de droite est majorée indépendamment de n si et seulement si la suite de gauche
lest. Ceci montre que f est absolument intégrable sur J si et seulement si f oy x ¢ est absolument
intégrable sur I. Par ailleurs, en utilisant une derniere fois le résultat de CDI1, on a, toujours en
liant la suite ([an, bn))nen et la suite ([ay, Bn])nen comme précédemment,

n Bn
meN, [ fea)d@de= [ fy)dy.

a (o7

On obtient le résultat en passant a la limite dans cette égalité. |

Remarque 2.1.75 L’hypothése de monotonie stricte est inutile : dés que ¢ est une bijection de I
dans J, elle ne peut étre que strictement monotone.

Remarque 2.1.76 Lorsque la fonction ¢ est (strictement) décroissante, le résultat est toujours
valable, et l'identité obtenue est

| fe@)e@de = [ rway.
1 J

2.2 Intégrales convergentes

2.2.1 Définition, criteres de Cauchy et exemple

On a vu dans la section précédente comment, lorsqu’une fonction f est absolument intégrable
sur un intervalle I, on peut définir la notion d’intégrale de f en préservant certaines propriétés
de Iintégrale vues en CDI1, et en ayant la méme définition qu’en CDI1 lorsque I est un segment.
Nous allons maintenant encore généraliser un peu la notion d’intégrale sur un intervalle a certaines
fonctions non absolument intégrables sur I.

Définition 2.2.1 Soit I un intervalle de R non vide et f une fonction de I dans R, Riemann-
intégrable sur tout segment de I. On dit que U'intégrale de f sur I converge lorsque quelle que soit

la suite ([an, by])nen exhaustive de segments de I, la suite (ff" f(a:)dx) oy Converge dans R.
n n

Propriété 2.2.2 Soit I un intervalle de R non vide et f une fonction de I dans R, Riemann-

intégrable sur tout segment de 1. Si l'intégrale de f sur I converge, alors quelle que soit la suite

exhaustive ([ay,bn])nen de segments de I, la suite (f(f" f(x)da:) o Converge vers une limite qui
n n

ne dépend pas de la suite exhaustive choisie. Cette limite coincide avec la définition du symbole
J; f(t)dt lorsque f est absolument intégrable sur I (voir la propriété . On la note donc
encore [; f(t)dt

Preuve. Il suffit d’utiliser le lemme [2.1.49) pour conclure que la limite de la suite des intégrables
ne dépent pas de la suite exhaustive de segments de I choisie. [ |
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Remarque 2.2.3 Dans certains ouvrages d’intégration, on parle d’intégrales absolument conver-
gentes sur un intervalle I lorsque l'intégrande est absolument intégrable (au sens de la définition
, et d’intégrales convergentes lorsque l'intégrale de l'intégrande converge sur I (au sens de
la définition .

Une reformulation possible de la définition est donnée par la propriété suivante. Celle-ci
permet 'utilisation de suites non-monotones dans les bornes des segments et permet de s’affranchir
de I’exhaustivité si besoin.

Propriété 2.2.4 (Critére de Cauchy séquentiel) Soit I un intervalle de R non vide et f une
fonction de I dans R, Riemann-intégrable sur tout segment de I. L’intégrale de f sur I converge st
et seulement si quelle que soit la suite ([an,bn])nen de segments de I, telle que (ap)nen tend vers

inf I et (by)nen tend vers sup I, la suite (f;” f(x)dx) oy Converge dans R. De méme, l'intégrale de
n n
f sur I converge si et seulement si quelle que soit la suite ([an,bp])nen de segments de I, telle que

(an)nen tend vers inf I et (by)nen tend vers sup I, la suite (f;: f(x)dx) N est de Cauchy dans R.

Preuve. Les deux formulations sont clairement équivalentes, car “converger” et “étre de Cauchy”
sont deux propriétés équivalentes pour les suites de nombres réels. Il suffit donc de prouver la
premieére. La preuve de cette propriété est un peu technique (il faut distinguer les cas suivant que I
est un segment, ou de la forme ]a, b[, ou de la forme [a, b[ encore de la forme |a, b]), et elle n’apporte
pas d’éléments fondamentalement nouveaux. Notons que I'implication récriproque est triviale, et
que c’est I'implication réciproque qui est donc laissée en exercice au lecteur. [ |

L’ensemble des fonctions d’intégrale convergente sur un intervalle est, en général, strictement
plus grand que ’ensemble des fonctions absolument intégrables sur cet intervalle, comme on le
vérifie sur ’exemple suivant.

Une reformulation continue plutdt que séquentielle du critere précédent (propriété est la
suivante.

Propriété 2.2.5 (Critére de Cauchy continu 1) Soit I un intervalle de R non vide et f :
I — R une fonction intégrable sur tout segment inclus dans I. L’intégrale de f sur I converge si
et seulement si pour tout € > 0, il existe un segment [a,b] C I tel que pour tout segment [c,d] inclus
dans I\ [a,b], on a ]fcdf(t)dﬂ <e.

Remarque 2.2.6 Dans la propriété précédente, la partie I\[a,b] n’est pas un intervalle, en général.

Preuve. Pour le sens direct, raisonnons par contraposition. Supposons qu’il existe un g9 > 0 tel
que pour tout segment [a,b] C I, il existe un segment [c,d] C I\ [a,b] tel que |fcdf(t)dt| > €.
Considérons une suite exhaustive ([ay, Bn])neny de segments de I. Construisons une autre suite
exhaustive ([an, by])nen comme suit. On pose ag = ap et by = [y. Utilisant ce qui précede avec
[a,b] = lao,bo], il existe un segment [co,do] C I\ [ao,bo] tel que |fc‘é° f(t)dt|gegeo. Il y a deux
possibilités : soit [cg, dp] est "a gauche" de [ag, bp] dans I (i.e. dy < ag), soit [co, do] est "a droite’
de [ag, bo] dans I (i.e. by < ¢p). Dans le premier cas, on pose a; = dy et by = by, puis az = ¢g et
by = bg. Dans le second, on pose a; = ag et by = ¢, puis as = ag et by = dy. Dans tous les cas, on a

> €.

b b1 do
f)de— [ f(t)dt f(t)de

a a
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On recommence ensuite en choisissant N > 0 tel que pour tout n > N, [ag, ba] C [, Br], ce qui est
possible par exhaustivité de ([, 5n])nen, et on pose [as, b3] = [an, Bn], puis on utilise la propriété
initiale pour constuire [a4, b4] et [as, bs], etc. On construit ainsi une suite ([an, by|)nen de segments
de I, dont on vérifie qu’elle est exhaustive, et une suite ([c,, d,,])nen. De plus, ces suites vérifient

b3n42 ban+1
[ pwae [ g
a3n+2 a3n+1

En particulier, la suite ( / f " f (t)dt) . n’est pas de Cauchy, donc elle ne converge pas. Ceci assure
n n

dn
F(t)dt

Cn

Vn € N,

> 0.

que l'intégrale de f ne converge pas sur I, et acheve la preuve de I'implication dans le sens direct
Dans le sens réciproque, on considére une suite exhaustive ([an,bn|)nen de segments de I et on
montre que la suite ( / ;’: f (t)dt) . est de Cauchy (donc converge) dans R. On obtient que la limite
ne dépend pas de la suite exhaugtive choisie en utilisant un processus similaire a celui rappelé dans
la preuve de la propriété [2.2.2] que 'on ne détaille pas ici. Fixons € > 0. Par hypothese, il existe
[a,b] C I tel que pour tout segment [c,d] C I\ [a,?], | fcd f(t)dt] < e/2. Par exhaustivité de la suite
([an, bn])nen, il existe N € N tel que pour tout n > N, [a,b] C [an,by]. Pour n > N et p € N, on a

/ " rdt+ e f(t)dt‘

bntp bn
/a fdt— [ pet

n+p a n+p bn
an bn+p
< [ swad+ | [T pwa
Qn+p n
< e + 3
9 9 E.

Ceci démontre que la suite ( ff" f (t)dt) N est de Cauchy, donc elle converge dans R, par com-
" n

plétude de R. La limite de cette suite ne dépend pas de la suite exhaustive choisie par le méme
mécanisme que celui rappelé dans la preuve de la propriété On en déduit que l'intégrale de f
converge sur I. Ceci achéve la preuve de 'implication réciproque, et aussi la preuve de la propriété.

|

Une formulation alternative du critére de Cauchy continu précédent est donné par la propriété
suivante.

Propriété 2.2.7 (Critére de Cauchy continu 2) Soit f une fonction de I dans R qui est Riemann-
intégrable sur tout segment de I L’intégrale de f converge sur I si et seulement si pour tout € > 0,
il existe un segment [a,b] C I tel que, pour tout segment [c,d] C I contenant [a,b], on a

/Cdf(t)dt - /abf(t)dt

Preuve. Exercice a partir de la propriété [2.2.5 [ |

<e.

On peut également reformuler cette estimation en termes de restes, une fois acquise la conver-
gence de l'intégrale sur I, comme le précise la propriété suivante.

Propriété 2.2.8 Soit f une fonction de I dans R dont l’intégrale converge sur I. Pour tout € > 0,
il existe un segment [a,b] C I tel que pour tout segment [c,d| C I contenant [a,b], on a

/If(t)dt - /cd F(t)dt
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Preuve. Soit ([an,by])nen une suite exhaustive de segments de /. Fixons € > 0. Par la propriété
il existe [a, b] C I tel que pour [c,d] C I avec [a,b] C [c,d], on a |fcdf(t)dt— fff(t)dﬂ <e/3.
Soit [¢,d] C I un segment contenant [a, b]. Par exhaustivité de la suite ([an, bp])nen, il existe N € N

tel que pour tout n > N, [a,b] C [ay, by]. Pour tout n > N, on a donc
by d
f(t)dt—/ Fod| < / F(o)dt — / F(o)dt| + / £t dt—/ F(t)dt
< §+§-

Passant a la limite quand n tend vers 400, on obtient, puisque I'intégrale de f converge sur I,

|/I F(t)dt — /cd F()dt

< <
3

Remarque 2.2.9 On abusera parfois de la notation fb f(t)dt, méme lorsque l’on n’intégre pas sur
le segment [a, b]. Concrétement, on notera parfois fo t)dt au lieu de f[o 1[f t)dt, de f]o 1 f(t)dt, ou

encore de [, f(t)dt. On notera méme parfois Jore ( )dt pour [ oo f(t)dt ou pour fig 4o f(2)dE.
Une des raisons pour cela est que la relation de Chasles se prolonge aux intégrales convergentes sur
un intervalle, comme le montre la propriété suivante.

Propriété 2.2.10 (Relation de Chasles pour les intégrales convergentes) Soit I un inter-
valle de R, a un point de I, et f une fonction de I dans R qui est Riemann-intégrable sur tout
segment de R. L’intégrale de f converge sur I si et seulement si elle converge sur IN] — 0o, al et
sur I N[a,4o0[. Dans ce cas, on a

/ F(dt = / FOdt + F(b)dt. (2.11)
I IN]—o0,a] IN[a,+oo]

Preuve. Raisonnons par double implication. Pour le sens direct, soit ([an, bn])nen une suite exhaus-
tive de segments de IN|— 00, a] et ([an, bn])nen une suite exhaustive de segments de I N[a, +00[. Par
exhaustivité de ces deux suites, il existe un rang N € N tel que pour tout n > N, on a a,, = by, = a.
Pourn > Netpe N,on a

s F()dt — i fod = Hdt — [ f(t)dt
[ oae [ o roa- [
< /;pf()dt—/anf()dt
_ ab F(H)dt — / F()dt
< ai:pf(t)dt— [ stoat] + | [ st [ seoar].

par inégalité triangulaire. Fixons € > 0. Puisque l'intégrale de f converge sur I, la propriété
fournit un segment [, 3] C I tel que pour tout segment [c,d] C I contenant [a, ], on a

J; f(t)de fcd f(t)dt‘ < £/2. On pose alors A = min(a,a) et B = max(a, 3), de sorte que [a, 8] C
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[A, B], A € IN]—00,a] et B € IN[a, +oc[. Par exhaustivité de la suite ([ap, by])nen dans IN]—oo, al,
il existe N} € N tel que pour tout n > N1, A € [ay, l;n] De méme, il existe Nf € N tel que pour
tout n > N2, B € [ay, by]. On en déduit que pour n > max(N2, N2) et tout p € N, [, 8] C [4, B] C
[@n, by C [an+p, bn). A Daide des inégalités précédentes, on obtient pour tout n > max (N, N1, N2),

/a e F()dt — /a in F(t)dt

n+p

P
2 2

Ceci assure que l'intégrale de f converge sur IN] — oo, a]. Un raisonnement similaire sur la suite des
intégrales sur les segments [ay,, b,] montre que l'intégrale de f converge également sur I N [a, +0ool.
Pour le sens réciproque, considérons une suite exhaustive ([an, by])nen de segments de 1. Par ex-
haustivité, on peut supposer sans perte de généralité (en retirant un nombre fini des premiers termes
de la suite de segments) que pour tout n € N, a,, < a et a < b,. Observons que la suite ([ay, a])nen
est une suite exhaustive de segments de IN| — 0o, a| et la suite ([a, by,])nen est une suite exhaustive
de segments de I N [a,+oo[. Pour tout n € N, la fonction f est intégrable sur le segment [ay, by],
donc elle est intégrable sur les segments [a,, a] et [a, b,], et 'on a par la propriété [2.1.9

¥n €N, / F(O)dt = /f dt+/ ()

Puisque chacun des deux termes du membre de droite de cette égalité admet une limite finie quand
n tend vers 'infini qui ne dépend pas de la suite choisie, il en est de méme du membre de gauche.
Ceci montre que l'intégrale de f converge sur I et 'on obtient la relation en passant a la
limite quand n tend vers l'infini. [ |

[1,+00] — R
I t — %

Exemple 2.2.11 La fonction

est d’intégrale convergente sur [1, 400, mais elle n’est pas absolument intégrable sur cet intervalle.

En effet, la fonction f est le produit de la fonction t — 1/t, qui est de classe C1 sur I = [1,+00]
et de la dérivée de la fonction t v+ —cos(t), qui est également de classe C' sur [1,4o0[. Par
intégration par parties (voir CDI1), on a pour tout segment [a,b] C [1,+o0],

[ s [0 s,

Observons que la fonction t — cos(t)/t? est continue sur [1,+ool. Elle est donc Riemann-intégrable
sur tout segment de [1,+oc[. De plus, elle vérifie pour tout t > 1, |cos(t)/t?| < 1/t2. La fonction
t — 1/t étant intégrable sur [1,+oo| d’aprés la proposition . Par conséquent, la fonction
t — cos(t)/t? est absolument intégrable sur [1,+oc[. En particulier, son intégrale converge sur
[1,+o00[ par la propriété [2.2.9 Soit ([an,bn))nen une suite ezhaustive de segments de [1,+o00. La
suite (f;: cos(t) /t2dt),en converge donc vers un certain o € R qui ne dépend pas de la suite choisie.
De plus, la suite (cos(an)/an)nen converge vers cos(1) (elle est égale a cette valeur a partir d’un
certain rang), et la suite (cos(by)/bn)nen tend vers 0 car (by)nen converge vers +o0o. On en déduit
que la suite (f:: f(t)dt)nen converge vers une limite qui ne dépend pas de la suite exhaustive choisie.
Ceci montre que la fonction f est d’intégrale convergente sur [1,4o00].

Comme conséquence de la relation de Chasles, on a le critére suivant de convergence des in-
tégrales, qui est peut-étre celui qui permet de mieux comprendre la dénomination d’"intégrale
convergente'.
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Propriété 2.2.12 (Caractérisation des fonctions d’intégrale convergente) Soit I C R un
intervalle non vide et f une fonction de R dans C qui est Riemann-intégrable sur tout segment de
I. Pour tout a € I, on peut définir les fonctions

(IN] —o00,a] — C (IN[a,+oo] — C
Ga: ( x — [ f(x)da:) et Da : ( x — [ f(x)d:z;)'

D’une part, l'intégrale de f converge sur I si et seulement si pour tout a € I, la fonction G, admet
une limite finie £4(a) € C en infI et la fonction D, admet une limite finie {4(a) € C en supl.
D’autre part, lintégrale de f converge sur I si et seulement s’il existe a € I tel que la fonction G,
admet une limite finie {y(a) € C en inf I et la fonction D, admet une limite finie {4(a) € C en
sup I. Dans ce cas, on a pour tout a € I,

/1 F(@)de = £y(a) + La(a).

Preuve. Exercice [ |

Terminons par une propriété de structure.

Propriété 2.2.13 Soit I un intervalle de R non vide. L’ensemble C(I,R) des fonctions de I dans
R, Riemann-intégrables sur tout segment de I et dont l’intégrale converge sur I est un R-espace
vectoriel qui contient LY (I,R) (voir la propm'été. L’application de C(I,R) dans R qui envoie
une fonction f sur [; f(t)dt est une forme linéaire sur C(I,R). Elle prolonge la forme I définie d
la propriété|2.1.60

Preuve. La propriété de structure de C(I,R) et la linéarité de la forme sont une conséquence de
la propriété 2.1.11] qui vaut sur les segments inclus dans I, et de la définition de I'intégrale comme
limite d’une suite d’intégrales sur des segments de I. Leur preuve est laissée au lecteur. Le fait que
la forme (maintenant) linéaire prolonge Z est conséquence de la propriété [2.2.2 [ |

Remarque 2.2.14 On a une propriété analogue que C(I,C), qui est laissée en exercice au lecteur.

2.2.2 Rappel : Les deux formules de la moyenne

Les deux formules suivantes, dites “de la moyenne”, sont attribuées au mathématicien francais
Pierre Bonnet.

Propriété 2.2.15 (Premiére formule de la moyenne) Soit g une fonction Riemann-intégrable
positive sur un segment [a,b] (avec a < b), et soit f une fonction continue sur ce segment da valeurs
réelles. Il existe ¢ € [a,b] tel que

b b
wawwhﬁ@ngd (2.12)

Preuve. La fonction f est continue sur le segment [a, b] & valeurs réelles, donc il existe m, M € R
et Ty, xar € [a,b] tels que

flem)=m= inf f@r) et flra) =M= sw f(z)

Z‘E[a, $E[a,b]
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Puisque la fonction g est positive sur [a, b], on a

vt e fa,b],  mg(t) < f()g(t) < Mg(t).

Puisque f est continue sur [a,b], elle est Riemann intégrable sur [a,b]. Puisque de plus g est
Riemann-intégrable sur [a,b], la fonction fg 'est également. On déduit de l'inégalité précédente

que
/ dt</f dt<M/

Si f:g(t)dt =0, alors f: f(t)g(t)dt =0 et 'on a (2.12) quel que soit ¢ € [a, b]. Sinon, ffg(t)dt >0
et les inégalités ci-dessus fournissent
b
Ja f(t)g(t)dt
b
Ja 9(t)dt
Puisque la fonction f est continue sur le segment [a,b] & valeurs réelles, on peut lui appliquer le

théoréme des valeurs intermédiaires. Observons que m et M sont dans I'image du segment [a, b] par

d
f ff (t);)t ! Cest-d-dire qu’il existe ¢ € [a, b] tel que (2.12)) a lieu. m
.9

€ [m, M].

f- Il en est donc de méme de

Remarque 2.2.16 Sous les mémes hypothéses, mais en autorisant la fonction f a prendre des
valeurs complexes, la relation (2.12) n’est plus vraie en général. On peut par exemple considérer

- 2T
f(t) =e't=a" et g(t) =1 pour s’en convaincre. On a cependant dans ce cas la majoration

= swp /@) [ gtort
z€a,b]

Propriété 2.2.17 (Seconde formule de la moyenne) Soit f une fonction Riemann-intégrable
sur un segment [a,b] (avec a < b), d valeurs réelles. Soit g une fonction positive décroissante sur
[a,b]. Il existe ¢ € [a,b] tel que

t)dt

b c
memwmqﬁmw. (2.13)

Preuve. Puisque la fonction g est décroissante sur le segment [a, b], elle est Riemann-intégrable sur
[a, b] par la propriété Par suite, la fonction fg est Riemann-intégrable sur le segment [a, b]
par la propriété puisque f lest également. Le membre de gauche dans la relation est,
donc bien défini. L’intégrale dans le membre de droite est quant & elle bien définie par la propriété
2.1.12] pour tout ¢ € [a, b] car f est Riemann-intégrable sur le segment [a, b] tout entier. Nous allons
donc simplement montrer qu'il existe un ¢ € [a, b] tel que 1’égalité a lieu.

Pour cela, désignons pour tout entier N > 1 par (t;)o<i<n la subdivision réguliere du segment [a, b]
définie pour i € {0,--- ,N} par t;, = a + b ~ - Posons pour tout tel entier N

La fonction f est Riemann-intégrable sur le segment [a, b] par hypothése, donc il en est de méme de
|f], et ces deux fonctions sont donc Riemann-intégrables en restriction a tout segment inclus dans

84



[a,b]. En particulier, on peut introduire les fonctions F' et K définies par
(la,b] — R (la,b] — R
R(xH%ﬁmm R e = i

Puisque la fonction f est Riemann-intégrable sur [a,b], la fonction F' est continue sur le segment
[a,b] en vertu du corollaire [2.1.66, Puisque le segment [a, b] est compact, et F est a valeurs réelles,
la fonction F' est bornée et atteint ses bornes : il existe m, M € R tels que

m = inf F(z) et M = sup F(z).

xe[avb] ze[a,b}
De plus, dans I'esprit de la propriété [2.1.65, si M est un majorant de |f| sur le segment [a, b], on a
Yo,y € [a,b],  |K(z) - K(y)| < Mz —yl,

et ainsi K est lipsciptzienne sur [a, b]. Forts de ces observations, nous allons montrer justifier que la
suite (In)n>1 tend vers l'intégrale dans le membre de droite de , et c’est a partir de Iy que
nous obtiendrons le résultat sur cette intégrale, par passage a la limite. Par application répétée de
la relation de Chasles (propritété , on a pour tout N > 1,

b N-1 g,
[ rwgwa= Y [ roga.
@ k=0 "tk

Par conséquent, par décroissance de g sur [a,b], on a pour tout N > 1,
N—1

[ stowar -1y < Y [ sl - g)ar
@ k=0 7tk =
N-1 tk+1 -
< /\mwmw%mw
k=0 'tk
N—-1
< (9(te) — g(tps1)) (K (tper) — K(tr))
v B
< (9(tr) — 9(thg1)) M (tpgr — ty)
k=0 b—a
7() —a N—-1 ’
< M tr) —qgl(t
< MR L (o)~ altir)
—b—a

< M——(g(b) — g(a).

Ceci assure que la suite (In)ny>1 converge vers ff f(t)g(t)dt. Par ailleurs, on peut effectuer une

85



transformation d’Abel dans I’écriture de Iy en remarquant que pour tout N > 1,

N tet1
Iv = Yot [

k=0 k
N-1

= 9(tk) (F(tes1) — F(tr))
k=0
N-1 N-1

= 9(tR)F(ter1) — ) g(tr) F(tk)
k=0 k=0
N N-1

= > gte1)F(tr) = Y g(tr)F(ty)
k=1 k=0
N-1 N-1

= Y gt 1)F(te) = > g(tr)F(tr) + g(tn-1)F(b) — g(a) F(a)
k=1 k=1 o
N-1

= (9(te—1) — g(te) ) F'(tr) + g(tn—1) F(b). (2.14)
k=1 > 0

On en déduit que, pour tout N > 1,

mNijl (9(te-1) — g(t)) + mg(tn-1) < In <M Nijl (9(tk—1) — 9(tk)) + Mg(tn-1).
k=1 k=1

Ainsi, puisque les sommes ci-dessus sont téléscopiques, pour tout N > 1,
mg(a) < Iy < Mg(a).

Passant a la limite quand N tend vers +o0o dans ces inégalités, on a, compte tenu de la convergence
de la suite (In)n>1 montrée précédemment,

b
mg(a) < / F(Hg(t)dt < Mgl(a).

Si g(a) = 0, alors la fonction g est identiquement nulle sur [a, b] et donc < f; f(t)g(t)dt = 0. Dans
ce cas, la relation (2.13) est vérifiée quel que soit ¢ € [a,b]. Sinon, g(a) > 0, et 'on a donc

g(la) /ab F()g(t)dt € [m, M].

La fonction F' étant continue sur le segment [a, b], & valeurs réelles, et prenant les valeurs m et M,
on sait par le théoréme des valeurs intermédiaires qu’elle prend toutes les valeurs entre m et M.
En particulier, il existe ¢ € [a, ] tel que
1 b
Fe) = o | ramar
Ceci acheve la preuve de la démonstration. [ |

Remarque 2.2.18 L’dentité (2.13|) dans la propriété précédente est encore vraie lorsque a = b :
il suffit de prendre c =a ="b et l'on a 0 = g(a) x 0.

Remarque 2.2.19 Si l'on suppose de plus que [ est continue sur le segment [a,b] et que g y est
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de classe C', alors la preuve de la seconde formule de la moyenne est plus simple. En effet, on peut
écrire directement par intégration par parties que

b b b
| t0gtat = [TF@gear = (Falh+ [TF©) (<g'0) at

Puisque la fonction g est décroissante sur [a,b], sa dérivée est négative sur le segment [a,b]. Par la
premiére formule de la moyenne, on sait qu’il existe d € [a,b] tel que

b b d
| O (g @)t =Fa) [ (=g®)dt = (@) —98) [ st
Compte tenu du fait que F'(a) =0, on en déduit que
[ 5090t = g0)F®) + 9@ - 90 Fl@)

Le cas ot g(a) = 0 correspond a g = 0 sur [a,b], et la seconde formule de la moyenne est vraie pour
tout ¢ € [a,b]. Supposons donc que g(a) > 0. Dans ce cas, on a

[ st = st 20 py+ (1 25 ) i)

€[0,1] €[0,1]

On en déduit que le terme en facteur de g(a) dans le membre de droite de 1’égalité ci-dessus est
dans le segment d’extrémités F(b) et F(d). Puisque la fonction F' est continue sur le segment [a, b]
et d € [a,b], le théoréme des valeurs intermédiaires permet de conclure qu’il existe ¢ € [a, b] tel que
g(b) g(b)
Fl(c) g(a)F(b)Jr( g(a)>F(d).
On a ainsi montré la seconde formule de la moyenne, dans un cas plus restrictif, sans avoir recours
a la suite (IN)N>1-

Cette propriété [2.2.17ne vaut que pour les fonctions a valeurs réelles. Pour les fonctions & valeurs
complexes, on a toutefois, dans le méme esprit, la propriété suivante, dont la preuve s’inspire de la
preuve précédente.

Propriété 2.2.20 Soit f une fonction Riemann-intégrable sur un segment [a,b] (avec a < b), a
valeurs complexes. Soit g une fonctz’on positive décroissante sur [a,b]. On a l'inégalité

t)dt| < g(a) sup

c€la,b)]

/ f(t dt‘ (2.15)

Preuve. Reprenant les notations de la preuve précédente, on peut définir la suite I, les fonctions
F et K, qui sont toujours lipschitziennes donc continues sur le segment [a,b], et prouver comme
précédemment que la suite (In)n>1 converge vers |, ; f(t)g(t)dt Menant la méme transformation
d’Abel que ci-dessus, on aboutit a . De cette égalité, en notant C' = sup,cqy |F'(z)|, on
obtient pour tout N > 1,

N-1
[In| < C (Z (g(tr—1) —g(tr)) + Mg(tN—1)> = Cyg(a).
k=1
Il s’agit de I’égalité que ’on souhaitait démontrer. [ |
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Remarque 2.2.21 Un intérét remarquable de l’inégalité est que le membre de droite com-
porte un module a 'extérieur de l’intégrale. Ceci signifie que les oscillations dans le cas compleze,
et les changements de signe dans le cas réel, qui rendent des intégrales convergentes sans qu’il y
ait d’intégrabilité absolue, sont pris en compte par cette inégalité. Il faut bien garder a 'esprit que

l'inégalité
b
< [M1rwia,

est vraie dés que la fonction f est Riemann intégrable sur le segment [a,b], a valeurs réelles ou
complezes, mais le membre de droite peut étre considérablement plus grand que le membre de gauche
dans cette inégalité. En ce sens, l'inégalité (2.15)) est trés précise.

b
f(t)dt

2.2.3 Le critere d’Abel pour la convergence des intégrales

Lorsque 'on souhaite montrer qu’une intégrale d’une fonction sur un intervalle converge et que
les critéres d’intégrabilité absolue n’ont pas fonctionné (ou, idéalement, quand on est certain que
I'intégrale ne converge pas absolument), on peut utiliser le critére suivant, qui permet parfois de
conclure.

Propriété 2.2.22 (Critére d’Abel pour la convergence des intégrales) Soit a,b avec —oco <
a < b< +o00. On se donne une fonction f de [a,b] dans R ou C, Riemann-intégrable sur tout seg-
ment inclus dans [a,b], et une fonction g positive et décroissante sur [a,b[, tendant vers 0 en b. On
suppose qu’il existe M > 0 tel que

Va € [a, b,

<

L’intégrale de fg converge sur [a,b|.

Preuve. Puisque g est décroissante sur [a, b], elle est Riemann-intégrable sur tout segment inclus
dans [a,b[. Par produit, la fonction fg est donc également Riemann—intégrable sur tout segment
inclus dans [a, b[. Utilisons le critére de Cauchy séquentiel de la propriété [2.2.41 Pour cela, considé-
rons une suite ([ay,, bn])neN de segments de I avec ay, H a et by, H b A I’aide de la relation

de Chasles (propriété |2. , écrivons que pour n,p € N A
brnip bn an brnip
[ rwewar - [T swewa= [ swawar+ [ rwgwa @10

n+p Qn An+p bn
Soit & > 0 tel que [a,a+2J[C [a, b]. La fonction fg est Riemann-intégrable sur le segment [a, a+ ],
donc sa valeur absolue y est majorée par un certain C' > 0. Par ailleurs, utilisant la propriété de la
moyenne [2.2.20} on peut écrire pour tout n,p € N, lorsque by, < bpyyp,

bnip
[ swear sup / o
n CG[bn, ner bn

sup

" “rind
Fou s [ 5w tD
< 2Mg(by). (2.17)

< g(byn)

(VAN
=
=)
\:_/
N




Par une étude similaire laissée au lecteur dans le cas ou by, < by, on conclut que pour tout

n,p €N,
bntp
[ rwgar

Fixons maintenant ¢ > 0. Puisque la suite (a,)nen tend vers a, il existe un rang N! € N, tel que
pour tout n > N2, on a a, —a < min(¢/(4C), ). Par conséquent, on a pour tout n > Nl et p € N,

/ f@Bg(dt| < / F(t)g(t)at

< 2M max(g(bn), g(bntp))-

n+p n+p
An+
< / £ |dt+/ ()]t
< Clapyp —a) + Clay
9
< - 2.18
< (218)

Par ailleurs, puisque la fonction g tend vers 0 en b par hypothese, et puisque la suite (by)nen tend
vers b, il existe un rang N2 € N tel que pour tout n > N2, |g(b,)| < ¢/(4M). Utilisant ([2.18), on
obtient pour tout n > N2/ et p € N,

<

brtp
[ gt
bn

Combinant (2.17)) et (2.19) dans I’égalité (2.16)), il vient par inégalité triangulaire que pour tout
n > max(N1, N2), et tout p € N, on a

(2.19)

bb\m

byt
/ ) g(t)dt — / Fhgdt| < S+ S =«
An+p 2 2
Ainsi, la propriété assure que 'intégrale de fg converge sur [a, b]. [

Remarque 2.2.23 On peut évidemment écrire et montrer un critére d’Abel similaire pour des
produits de fonctions sur un intervalle de la forme |a,b] avec —oo < a < b < 400 et des hypothéses
adaptées. C’est un bon exercice pour le lecteur.

qui n'utilisent que des propriétés locales (continuité, dérivabilité, etc) sont encore vrais si l’on
suppose simplement que f est d’intégrale convergente sur I (ce qui est une hypothése moins forte
que f € LY(I,R)), comme le lecteur pourra s’en convaincre en exercice.

2.2.4 Espace des fonctions de carré intégrable, inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit I C R un intervalle non vide.

Définition 2.2.25 On note L2(I,C) I’ensemble des fonctions (Riemann-intégrables sur tout seg-
ment inclus dans I) dont le carré est absolument intégrable sur I. Pour f € L2(I,C), on note

i1l = [ 150)Par)
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Propriété 2.2.26 L’ensemble L2(I,C) est un espace vectoriel sur C. L’application f ~ | f|l2 est
une semi-norme sur cet espace.

Preuve. Exercice. [ |

Propriété 2.2.27 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit f,g € £2(I,C). La fonction fg est ab-
solument intégrable sur I et l'on a

s s () ([

Preuve. Soit f,g € £L2(I,C). Observons que pour tout x € I, on a

F@e@)] < 31F@P + 3la@)

Puisque f et g sont Riemann-intégrables sur tout segment de I, il en est de méme de fg, de |fg|,
de |f]? et de |g|?. Par suite, pour tout segment [a,b] C I,

b b b
/a |f(z)g(z)|dz < ;/a |f($)|2dx—|—;/a lg(z)|?dz.

Puisque f,g € £2(I,C), le membre de droite de cette inégalité est majoré indépendamment du
segment [a, b]. Il en est donc de méme du membre de gauche. On en déduit que fg est absolument
intégrable sur I (i.e. fg € £1(I,C)). Utilisant I'inégalité (2.6) de la propriété [2.1.59] on obtient

[ f@a@az| < [ 17@g(@)da.

Pour montrer I'autre partie de I'inégalité, on peut donc supposer sans perte de généralité que f et
g sont a valeurs positives sur I. Dans ce cas, on définit classiquement la fonction

P (R — R )
A = [i(f(x) + Ag(x))?dz )

qui est bien définie par la propriété précédente puisque f et g sont de carrés sommables sur I.
Remarquons que la fonction P est a valeurs positives sur R par positivité de l'intégrale et que c’est
une fonction poynomiale de degré au plus 2. En effet, on a

VA ER, (/g dx>A2+2(/f da;>/\+</f 2da:>

Supposons que [; g(z)%dx = 0. Dans ce cas, I'intégrale de g2 est nulle sur tout segment de I. Donc
Iintégrale de g également, et il en est de méme de l'intégrale de fg. On en déduit que 'intégrale
de fg est nulle sur /. Ainsi, on a bien

/If(a:)g(:v)d:v < </I f(x)de>; </I g(x)zdx>é. (2.20)

Supposons maintenant que f; g(z)?dz > 0. Dans ce cas, puisque P est & valeurs positives sur R,
son discriminant est négatif ou nul. Cette condition sécrit

(g o) = ) (fsoras) <o

On en déduit que est encore vraie dans ce cas. Ceci acheve la preuve de l'inégalité. [ |
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2.3 Intégrales a parametres

2.3.1 Fonctions définies par une intégrale sur un segment fixe
Commencons par énoncer et démontrer un résultat assurant la continuité.

Propriété 2.3.1 Soit a et b deux nombres réels avec a < b et (X, d) un espace métrique localement
compact (voir la définition . Soit f une fonction continue sur X x [a,b] d valeurs dans R.

La fonction
X — R
(52 reon) 22

est continue sur X.

Preuve. Remarquons que la continuité de la fonction f sur X x [a,b] implique que, pour tout
x € X, la fonction t — f(z,t) est continue, donc Riemann-intégrable sur [a, b]. Ainsi, la fonction F
est bien définie sur X. Par ailleurs, si I'on fixe 2y € X, alors, puisque X est localement compact,
il existe un voisinage V' de xy dans X qui est compact. Ainsi, la partie V' x [a,b] est compacte,
comme produit de compacts. La fonction f étant continue, par restriction, a cette partie, il vient
qu’elle est uniformément continue sur cette partie par le théoréme de Heine. Fixons € > 0. Par la
raisonnement précédent, il existe > 0 tel que

€
V%Z/GV, thatQG[avb]v <|t1—t2]—|—|x—y|<n:>|f(x,t1)—f(x,t2)]<b_a.>
En particulier, des que = € V est tel que |x — 29| <7, on a
€
Vte[avb]a ’f(xat)_f(x07t)’<b_a'

On en déduit que, pour = € V tel que |z — x| < n,

/ab(f(x,t)—f(xo,t))dt S/ab’f(x’t)_f(xo’mdtg/ab(bfa) Qe

Ceci montre que la fonction F' est continue en tout xg € X. [ |

|F(z) = Fxo)| =

Remarque 2.3.2 Le résultat vaut également pour une fonction f continue sur X x ngl[ai, bil, et
dans ce cas on a la continuité de la fonction F(x) = fH‘Ll[ai,bi] flz ty, - tg)dty---dty sur X. La
preuve est trés similaire (et laissée en exercice).

Remarque 2.3.3 On généralise la propriété précédente aux fonctions & valeurs dans C, R¢ , C?
en séparant partie réelle et partie imaginaire, et en raisonnant composante par composante.

Présentons maintenant un résultat assurant le caractére C' d’une fonction définie par une inté-
grale sur un segment fixe.

Propriété 2.3.4 Soit X un ouvert non vide de R%, et a et b deuz nombres réels avec a < b. On se
donne une fonction f de X x [a,b] dans R, que l'on suppose continue sur X x [a,b]. On suppose

de plus que, pour tout i € {1,--- ,d}, la fonction % existe et est continue sur X X [a,b]. Dans ce
cas, la fonction F définie en ([2.21)) est de classe C' sur X et l'on a
oF b9
Vie{l,---,d}, V(z1,---,zq) € X, —(T1,...,xq) = —f(x,t)dt. (2.22)
0x; a Ox;
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Remarque 2.3.5 L’hypothese sur les dérivées partielles premiéres de la fonction f signifie que
pour tout t € [a,b], z € X eti € {1,---,d}, en notant e; le iéme vecteur de la base canonigie de
R?, le rapport (défini pour h réel différent de 0 de valeur absolue assez petite car X est ouvert)
f(x+h’ei7t)_f($»t) 9

h

admet une limite réelle (notée 872,(15,30)), et que les d fonctions de X x [a,b] dans

R ainsi obtenues sont continues sur X X [a,b].

Preuve. Commencons par remarquer que puisque X est un ouvert de R?, il est localement compact
et la propriété précédente s’applique, de sorte que la fonction F' est bien définie et continue sur
X. Fixons maintenant ¢ € {1,---,d} et montrons que la fonction F admet une dérivée partielle
par rapport a z; en tout point de X. Fixons = = (1, -+ ,24) € X et notons e; le iéme vecteur
de la base canonique de R%. Observons que, puisque X est ouvert, pour h réel assez petit, on a
2% + he; € X. De plus, pour un tel h, on a

b
F(x+ he;) — Fz) = / (f(z + hes,t) — flz, 1)) dt.

Fixons t € [a,b]. La fonction s — f(x 4 se;, t) est continue sur [0, k] si h > 0 et sur [h,0] si h < 0.
Elle est de plus dérivable sur ce segment, comme assuré par ’hypothese sur f (et un résultat sur
la dérivabilité des fonctions composées), de dérivée en s égale a %(m + se;, t). Ainsi, sa dérivée
est continue sur le segment [0,h] (ou [h,0]) par hypothése sur f. Par conséquent, le théoréeme

fondamental du calcul vu en CDI1 assure que
of

h
flothest) = fat)= [ 52

par théoréme de changement de variable de CDI1. Ceci implique, toujours pour h réel non nul assez
petit, disons dans | — §,6[\{0} pour un certain § > 0,

Fle+ he}i) ~ F(z) _ /ab </01 ai (x4 ho, t)d(;) dt.

(x + sei, t)ds,

La fonction
(1—6,0[x ([a,b] x [0,1]) — R
g: (h, (t,0)) — Lz +hot))

est continue sur | — 9, d[x ([a, b] x [0, 1]), par hypotheése sur f et par utilisation des résultats sur les
produits et compositions de fonctions continues. On peut donc lui appliquer le résultat montré a la
propriété [2.3.1] Celui-ci assure que la fonction

(]6,6[ - R )
G: )

he o 2 (Jy 2@ + ho,t)da) dt

est continue sur |4, [. En particulier, on peut passer a la limite quand h tend vers 0 dans le membre
de droite de ([2.3.1]), et ’'on obtient que F' admet une dérivée partielle par rapport a la iéme variable
en x, et que cette dérivée partielle est

oF b Loaf bof
= Oo,t)do | dt = t)dt.
@ = [ ([ 5@ +omnar)a= ["F @
Condidérant les d dérivées partielles de F' ainsi obtenues sur X, et utilisant de nouveau la propriété

[2.3.3] pour montrer qu’elles sont continues sur X, on déduit d’un résultat de CDI1 que la fonction
F est de classe C! sur 'ouvert X et vérifie bien (2.22)). ]
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Remarque 2.3.6 Le résultat vaut également pour une fonction f vérifiant les hypothéses sur X x
0%, [a;, bi], et dans ce cas on a le caractére Ct de la fonction F(z) = fH‘Ll[ai,bi] flx,ty, - tg)dty -+ - dty

sur X. La preuve est trés similaire (et laissée en exercice).

Remarque 2.3.7 On généralise la propriété précédente aux fonctions d valeurs dans C, R% , C?
en séparant partie réelle et partie imaginaire, et en raisonnant composante par composante.

Remarque 2.3.8 Le résultat précédent vaut également losque X est un intervalle (non nécessai-
rement ouvert) de R.

22

Exercice 2.3.9 (Calcul de 'intégrale de Gauss) 1. Justifier que la fonction f: x — e~
est absolument intégrable sur R.

2. Définissons les fonctions
R — R R — R
F: et H: —(14£2)22 )
2 o) (0 0 genny)

Montrer que la fonction H est de classe C' sur R et exprimer sa dérivée en fonction de F
et F'.

3. Calculer H(0) et montrer que H(x) tend vers 0 quand x tend vers +oo.

4. Déduire des questions précédentes que

™
R n
Vx € R, 1

5. En déduire la valeur de [p e da.

2.3.2 Fonctions définies par une intégrale sur un segment variable
Un résultat de continuité

Propriété 2.3.10 Soit (X,d) un espace métrique localement compact et [a,b] un segment de R,
avec a < b. Soit une fonction f continue sur X X [a,b] a valeurs dans R. La fonction

7. X X [a,b] —> R
\ (2T) — [Ifndt)’

est continue sur X X [a,b].

Preuve. Fixons (z,T) € X X [a,b]. La fonction ¢ — f(x,t) est continue sur le segment [a,T],
par conséquent elle est Riemann-intégrable sur ce segment. Ceci assure que F'(z,T') est bien défini.
Observons que, pour y € X et dT € R tel que T + 6T € [a,b], on a

F(y, T+ 0T) — F(z,T) = F(y, T +T) — F(y,T) + F(y,T) — F(x,T). (2.23)
Fixons maintenant € > 0. Puisque X est localement compact, il existe un voisinage compact V de

x dans X. Puisque V et [a, b] sont compacts, V' X [a, b] est compact. Puisque f est continue sur ce
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compact, elle y est bornée. Il existe donc M > 0 tel que pour tout (x,t) € V x [a,b], |f(y,t)| < M.
Ceci implique que, si |0T| < e/(2M), alors pour tout y € V,
max (T, T+6T) c
[Py, T+6T) - F(y.T) < | FlyBldt < MIST| < <. (2.24)
min(T,T+6T) 2
Puisque f est continue sur le compact V' X [a, b], elle est uniformément continue sur ce compact par
le théoréme de Heine. Par conséquent, il existe § > 0 tel que, pour tous y1,y2 € X et t1,ts € [a, ],
si d(y1,y2) + [t1 — t2| <mn, alors |f(y1,t1) — f(y2,t2)| < €/(2(b — a)). On en déduit que pour tout
y € B(z,n[, on a

T

F.1) - F@ DI < [ 1f0) - fwolde < 552 < 2

Notons que W = V N B(z,n[. Remarquons que W est un voisinage de z, puisque c’est une inter-

section de voisinages de z. Utilisant les majorations (2.24)) et (2.25) apres une inégalité triangulaire
dans le membre de droite (2.23), on obient pour y € W et 6T € R tel que |07 < ¢/(2M),

[F(y. T +87) = F(a,T)| < |Fy, T +6T) = F(y, T)| + |[F(y.T) = F(a. T)| < S+ =e.

Ceci démontre la continuité de F' en (x,T). ]

(2.25)

Remarque 2.3.11 Utilisant la relation de Chasles (propm'été ainsi que la propriété de conti-
nuité d’une intégrale sur un segment fize (propritété M), on obtient facilement que, sous les
mémes hypothéses que celles de la proposition pour tout ¢ € [a,b], la fonction (x,T)
fCT f(z, t)dt est continue sur X x [a,b].

Corollaire 2.3.12 Soient [, 5] et [a,b] deuz segments de R avec av < [ et a < b. Soit f une
fonction continue de [, 5] X [a,b] dans R et ¢ et ¢ deux fonctions continues de [a, B] dans [a,b].

Alors la fonction
F- [Oé, B] — R
o — fzb(m) fz,t)dt )’

o(z)
est continue sur [a, (].

Preuve. Le segment [«, 3] est localement compact. Puisque la fonction f est continue sur [«, 5] x
[a, b], la propriété [2.3.10| assure que la fonction G : (z,T) — faT f(z,t)dt est continue sur [«, 5] x
[a, b]. Par suite, la fonction F : (x,T1,Ts) — G(x,T1)—G(x,Ts) est continue sur [«, 8] X [a, b] X [a, b].
Observons que pour tout x € [a, ],

F('T) = F1($,g0(33'),¢(1’)),

ce qui implique que F' est continue sur le segment [«, 5] par composition de fonctions continues. B

Un résultat de dérivabilité

Propriété 2.3.13 Soit X un ouvert non vide de R?, et a et b deux nombres réels avec a < b. On
se donne une fonction f de X X [a,b] dans R, que l'on suppose continue sur X X [a,b]. On suppose
de plus que, pour tout i € {1,--- ,d}, la fonction % existe et est continue sur X X [a,b]. Dans ce

cas, la fonction
7. X x[a,b] — R
\ (@7 — [l fx,t)dt)”
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admet des dérivées partielles premiéres par rapport a chacune de ses d + 1 variables en tout point
de X x [a,b] et celles-ci sont continues sur X x [a,b]f] et l'on a

I T
Vie{l,---,d}, V(z1,---,xq) €X, VT € ]a,b, a—(xl,...,:Ud,T): of (x,t)dt.
o0x; a 0x;
(2.26)
et
OF
V(z1,--- ,xq) € X, VT € |a,b, 8—T(:U1,...,3:d,T) = f(z,T). (2.27)

Preuve. L’existence des dérivées partielles premiéres par rapport aux d premieres variables s’ob-
tient, & T € [a,b] fixé, avec la proposition appliquée a la fonction G définie sur X par
G(x1, - ,xq) = F(x1,--+ ,x24,T). On obtient ainsi . La continuité de ces d dérivées partielles
premieres sur X X [a, b] est conséquence de la continuité des d dérivées partielles premieres correspon-
dantes de ar rapport aux meémes variables sur le méme ensemble (en appliquant la propriété de
continuité [2.3.10| qui assure la continuité des d fonctions (x1,--- ,x4,T) aT %(1:1, e xg, t)dt).
L’existence de la dérivée partielle premiere de F par rapport a sa derniére variable s’obtient, a
(x1,---,2q) € X fixé en appliquant le théoreme fondamental du calcul & la fonction ¢(T") =
faT f(z1, -+ ,xq,t)dt. On obtient ainsi . La continuité de cette dérivée partielle sur X x [a, b]

découle de I’hypotheése de continuité de f sur X x [a, b]. [

2.3.3 Fonctions définies par une intégrale convergente sur un intervalle fixe
Un exemple

Considérons la fonction

;. ([071] x [0,400] — R* )

(x,t) —  ze

On vérifie que la fonction f est continue sur [0, 1] x [0, +o0o[ et que, pour tout x € [0, 1], la fonction
t — f(z,t) est d’intégrale (absolument) convergente sur [0, +oo[. On peut ainsi définir la fonction

. 0,1 — RT
oz — [ f(pat)”

Remarquons que F'(0) = 0 alors que pour tout « €]0,1], F(z) = 1. Ainsi, malgré la continuité de f
sur [0, 1] x [0, +00], la fonction F' n’est pas continue sur [0, 1]. Ceci est une différence majeure avec
le cas ou l'on integre sur un segment fixe une fonction globalement continue par rapport au couple
formé du parametre et de la variable d’intégration (voir propriété .

Notion d’intégrale convergeant uniformément par rapport a un parameétre

Soit X un ensemble non vide, I un intervalle de R non vide, et f une fonction de X x I dans R.
On suppose que pour tout = € X, la fonction t — f(x,t) est d’intégrale convergente sur I. Utilisant

la propriété 2.2.8] ceci signifie que
< E> .

, ce qui explique que 'on ne parle pas

/Cd Fz, t)dt — /I f(x,0)dt

Rd+1

Vo e X, Ve >0, Ja,b] C I, Ve, d] C I, <[a,b]C[c,d]:>

3. On prendra garde ici au fait que X x [a, b] n’est pas un ouvert de
de fonction de classe C' sur X x [a, b] dans ce syllabus.
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On dira que l'intégrale de f converge sur I uniformément sur X par rapport au paramétre x
lorsque le segment [a,b] de la propriété ci-dessus peut étre choisi de maniére indépendante de z
dans X.

Définition 2.3.14 Soit X un ensemble non vide, I un intervalle de R non vide, et f une fonction
de X x I dans R. On suppose que pour tout x € X, la fonction t — f(x,t) est Riemann-intégrable
sur tout segment de I. On dit que l'intégrale de f converge sur I uniformément sur X par rapport
au parameétre x lorsque pour tout x € X, l'intégrale de t — f(x,t) converge sur I et de plus

< ) |

Propriété 2.3.15 Soit X un ensemble non vide, I un intervalle de R non vide, et f une fonction
de X x I dans R. On suppose que pour tout x € X, la fonction t — f(z,t) est Riemann-intégrable
sur tout segment de I. L’intégrale de f converge sur I uniformément sur X par rapport au parameétre
T si et seulement si

< ) .

Preuve. C’est exactement la méme preuve que celle de I'equivalence entre les propriétés [2.2.7] et
de manieére uniforme par rapport a x € X. Elle est donc laissée en exercice. [ |

Ve >0, Aa,b] C I, Vo e X, V]e,d] C I, ([a, b C [e,d] —> /df(m,t)dt—/lf(a:,t)dt

On peut également, dans 'esprit de la propriété donner le critere suivant.

d b
Ve >0, 3a,b] C I, Vo € X, Ve, d| C I, ([a, b C [e,d] —> / f(x,t)dt—/ F,t)dt

Remarque 2.3.16 Une autre formulation équivalente, sous les mémes hypothéses, d la convergence
des intégrales sur I uniformément par rapport au paramétre x € X, est que

d b
Ve >0, Jla,b] C I, Y|[e,d] C I, avec [a,b] C [c,d], sup (/ f(z, t)dt —/ f(:c,t)dt) <e.
zeX c a
ou encore
d b
Ve >0, Jla,b] C I, sup sup / f(z, t)dt —/ f(z,t)dt| | <e.
[e,d] avec [a,b]C[c,d|CT z€X c a

Remarque 2.3.17 Une derniére formulation équivalente, sous les mémes hypothéses, a la conver-

gence des intégrales sur I uniformément par rapport au param‘etre x dans X est de dire : quelle que

soit la suite exhaustive ([an, by))nen de segments de I, la suite de fonctions (an(as) = f;" f(z, t)dt) N
" n

converge uniformément sur X (ou est uniformément de Cauchy sur X ), comme on le verra par

exemple dans la preuve de la propriété|2.3.14 .

Retour sur ’exemple précédent
Dans l'exemple précédent, on a, pour z €]0,1] et [¢,d] C [0, +o0],

—xt

d d oot 14
/ flx,t)dt = 1:/ f(z, t)dt = x l 1 =% e

—T
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Ainsi,

d| _ 1 —e % 4 e—xd_

/]R+ Fla, t)dt — /Cd Flz,t)dt

Fixons [a,b] C I. Choisissant [¢,d] C I avec c =0 et d > b, on a [a,b] C [c,d]. Pour tout x €]0, 1],
on a donc

= ‘1 —e " te”

= e,

/R+ Fl, t)dt — /Cdf(x,t)dt

Ceci implique (en traitant séparément le cas = = 0 qui est trivial) que

sup = 1.

xz€[0,1]

ftdt - /d f(x,t)dt

R

En particulier, on a pour tout segment [a,b] C I,

sup sup > 1.

[c,d] avec [a,b]C[e,d]CT 2€[0,1]

/R+ F(a, t)dt — /cdf(x,t)dt

On en déduit que l'intégrale de t — f(x,t) n’est pas convergente sur R* uniformément par rapport
au parametre z sur [0, 1]. L’objet de la prochaine propriété est de montrer que la continuité globale
de f sur X x I et la convergence des intégrales sur I de t — f(x,t) uniformément par rapport au
parametre x sur X suffit & assurer la continuité de F' sur X.

Une condition suffisante de continuité

Propriété 2.3.18 Soit (X, d) un espace métrique non-vide, et I C R un intervalle non-vide. On se
donne une fonction f de X x I dans R que l’on suppose continue sur X x I, et telle que l’intégrale
de t — f(x,t) converge sur I uniformément par rapport au paramétre x dans X. La fonction

(X — R
F<~”C — f[f(x,t)dt>’ (2.28)

est continue sur X.

Preuve. A z € X fixé, la fonction ¢t — f(x,t) est intégrable sur I, de sorte que F(z) est bien
défini. Soit ([an, by])nen une suite exhaustive de segments de I. Posons pour tout n € N,

X — R
Fn . bn, .
r o [ f(x,t)dt
Puisque f est continue sur X x I, elle est continue en restriction a X X [ay,, b,] pour tout n € N. La

propriété 2.3.1] assure que la fonction F, est continue sur X pour tout n € N. De plus, pour tout
neNetxe X,ona

bn
P(a) = Fu(w)| = | [ £ 0t = [ .

Fixons € > 0. Par convergence des intégrales de ¢t — f(x,t) sur I uniformément par rapport au
parametre z dans X, il existe [a%, b°] C I tel que

d
Vo € X, V]e,d] C T avec [, 5] C [c, d], |/If(:z:,t)dt—/ FH)dt| < e.
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Par exhaustivité de la suite ([an, by])nen, il existe N € N tel que pour tout n > Ng, [a®, b°] C [an, by].
Par suite, pour n > N, on a

sup |F(z) — Fp(z)| < e.

reX

C’est-a-dire que la suite de fonctions (F},),ecn converge uniformément vers F' sur X. Puisque chacune
des fonctions F,, est continue sur X, il en est de méme de F par le corollaire [I.2.10} |

Une condition suffisante de dérivabilité (caracteére C!)

Propriété 2.3.19 Soit X un ouvert non vide de R? et I un intervalle de R non vide. Soit f une
fonction de X x I dans R que l'on suppose continue sur X x I. On suppose que l'intégrale de
t — f(z,t) converge sur I uniformément par rapport au paramétre x dans X. On suppose de plus
que f admet des dérivées partielles premiéres par rapport a ses d premiéres variables en tout point
de X x I et que les d fonctions (z,t) — g—i(x,t) sont continues sur X x I. On suppose enfin que

pour tout i € {1,---,d}, Uintégrale de t — g—mi(x,t) converge sur I uniformément par rapport au

paramétre © dans X. La fonction F définie en (2.28)) est de classe C' sur X, et l'on a

OF [ of
oz, @)

Vie{l,---,d}, Vo € X, (x,t)dt. (2.29)

~J1 Ox;

Remarque 2.3.20 On peut remplacer Uhypothése "X est un ouvert de R:" par "X est un intervalle
de R" et avoir la méme conclusion (avec les mémes autres hypothéses) dans la propriété précédente.

Preuve. On peut travailler comme dans la preuve précédente avec les mémes fonctions F,, dont on
vérifie cette fois qu’elles sont de classe C! sur X par la propriété [2.3.4, De plus, cette suite converge
vers F' uniformément sur X et chaque suite de dérivées partielles %% converge uniformément sur

X vers x — [; %(m, t)dt. Par le théoreme m il vient que F est de classe C! sur X et que (2.29)
est vérifiée. [ |

2.3.4 Deux conditions suffisantes de convergence uniforme d’intégrales

Propriété 2.3.21 (Critére de Weierstrass pour la convergence uniforme des intégrales)
Soit I # () un intervalle de R et X # () un ensemble. Soit f une application de X x I dans C telle
que pour tout x € X, la fonction t — f(x,t) est Riemann-intégrable sur tout segment inclus dans I.
On suppose qu’il existe une fonction g de I dans RT (Riemann-intégrable sur tout segment inclus
dans I et) absolument intégrable sur I telle que

Vee X, Vtel, |f(x,t)] < g(1). (2.30)
Alors Uintégrale de t — f(x,t) converge sur I, uniformément par rapport au paramétre x dans X.

Preuve. Remarquons que, si [a,b] C I et [¢,d] C I avec [a,b] C [c,d], alors la majoration (2.30))
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assure que pour tout x € X,

/Cdf(;r,t)dt - /ab [z, t)dt /ca [z, t)dt + /bdf(:v,t)dt

IA

/b " )t

/Caf(w,t)dt‘ +

IN

[ 1+ [ iseojar
< [“gwar+ [ g

c b
< [Cowar— ["gwar

Fixons € > 0. Puisque g est d’intégrale convergente sur I, la propriété de Cauchy assure qu’il
existe un segment [a,b] C I tel que pour tout segment [c,d] C I, on a [ g(t)dt — ffg(t)dt < e. Par
conséquent, pour tout segment [c,d] C I avec [a,b] C [, d], les majorations précédentes impliquent
que

Vx € X, < e.

/Cd F, 1)dt — /abf(x,t)dt

La propriété [2.3.15| assure alors que l'intégrale de ¢t — f(x,t) converge sur I uniformément par
rapport au parametre z dans X. [ |

Remarque 2.3.22 L’inégalité (2.30) demande une majoration du module de l’intégrande da para-
métre par une fonction intégrable sur I, de maniéere indépendante du parameétre x dans X.

On présente le critére suivant, dit d’Abel pour la convergence uniforme des intégrales, sur un
intervalle de la forme I = [a,b] avec —0o0 < a < b < 400. On peut bien siir écrire un théoreme
similaire (en exercice) sur ]a, b] lorsque —oo < a < b < +00.

Propriété 2.3.23 (Critére d’Abel pour la convergence uniforme des intégrales) Soit I =
[a,b] un intervalle de R avec —0o < a < b < 400 et X # 0 un ensemble. Soit u une fonction de
X x I dans C, telle que pour tout x € X, la fonction t — u(x,t) est Riemann-intégrable sur tout
segment inclus dans I et il existe M > 0 tel que

Ve e X, Ve € [a,b],

/ u(m,t)dt’ < M.

Soit v une fonction de X x I dans R*, telle que pour tout = € X, la fonction t — v(t,x) est
décroissante sur [a,b] et est de limite nulle en b~ de maniére uniforme par rapport ¢ v € X,
c’est-a-dire telle que

Ve >0, e €la,b], VreX, Vtelc,b|, lv(x,t)| <e.

Alors la fonction f = wv a la propriété suivante : l'intégrale de t — f(x,t) converge sur I, unifor-
mément par rapport au paramétre x dans X.

Preuve. Il suffit de reprendre la preuve de la propriété [2.2.22] et de s’apercevoir que, grace aux
hypothéses de la propritété 2.3.23] les majorations s’obtienent de maniére uniforme par rapport a
rze X. [ |
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2.3.5 Des théorémes de Fubini

Considérons une fonction f est définie sur un produit I x J d’intervalles de R. Supposons
d’une part que pour tout = € I, y — f(x,y) est d’intégrale convergente sur J et que la fonction
x — [; f(x,y)dy est d’'intégrale convergente sur I. Supposons d’autre part que pour tout y € J,
xz — f(x,y) est d’'intégrale convergente sur I et que la fonction y — [; f(z,y)dz est d’intégrale
convergente sur J. On donne dans ce paragraphe des conditions suffisantes pour assurer que

/1 (/Jf(x,y)dy> dz = /J (/[f(%y)dx) dy,

sous le nom que l'on présente sous le nom de théorémes de Fubini.

Théoréme 2.3.24 (de Fubini sur un produit de segments) Soit [a,b] et [c,d] deur segments
de R. On se donne une fonction f continue de [a,b] X [c,d] dans R. On a que, pour tout x € [a,b],
la fonction y — f(x,y) est intégrable sur le segment [c,d]. De plus, la fonction x — fcdf(x,y)dy
est continue sur [a,b] donc intégrable sur ce segment. De méme, on a que pour tout y € [c,d], la
fonction x — f(z,y) est intégrable sur le segment [a,b]. De plus, la fonction y — f:f(x,y)dx est
continue sur [c,d] donc intégrable sur ce segment. Enfin, on a

/ab (/cd f(:v,y)dy> dz = /Cd (/abf(x,y)dx> dy. (2.31)

Preuve. Soit B € [a,b]. La continuité des applications x fcd flz,y)dy et y — f;f(:n,y)d:n sur
[a, B] et [c, d] respectivement découle de la continuité de f sur [a, B] X [c, d] et de la propriété[2.3.1
Pour B = b, on justifie ainsi le début des conclusions du théoréme. Pour B € [a, b] quelconque, on

pose
F(B):/aB (/jf(:c,y)dy) dx et G(B):/cd (/(ff(ac,y)dx) dy.

La continuité de I'application =z — [ Cd f(z,y)dy sur [a,b] implique que la fonction F' est de classe
C! sur le segment [a, b] et pour tout B € [a,b],

F(B) = / " FB.yy.

par un théoréme de CDI1 inclus et rappelé dans la propriété 2.1.68] Par la méme propriété, et par
continuité de f sur [a,b] X [¢,d], pour tout y € [c,d], la fonction B ff f(z,y)dz est de classe
C! sur le segment [a,b] et sa dérivée en B vaut f(B,y). Puisque cette derniére fonction de (B,y)
est continue sur [a,b] X [c,d], et puisque (y, B) — ff f(z,y)dz Vest également (par la propriété
, la propriété assure finalement que la fonction B est de classe C! sur le segment [a, b]
et 'on a pour tout B € [a, b],

)= [ 1B,

Remarquant alors que la fonction F' — G est de classe C! sur le segment [a, b] et de dérivée nulle,
elle y est constante. Puisqu’elle est nulle en B = q, il vient qu’elle est identiquement nulle sur [a, b].
La relation F'(B) = G(B) fournit finalement (2.31)). ]
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Théoréme 2.3.25 (de Fubini sur le produit d’un segment et d’un intervalle) Soit [a,b] un
segment de R avec a < b et I un intervalle non vide. Soit f une fonction continue de [a,b] x I dans
R. On suppose que Uintégrale de t — f(x,t) converge sur I uniformément par rapport au paramétre
x dans [a,b]. Sous ces hypothéses, d’une part, la fonction

(la,b] — R
F( r fIf(x,t)dt>’

est continue sur [a,b], d’autre part, la fonction

a- I — R
"\t — fff(m,t)dx ’

est continue sur 1. De plus, Uintégrale de G converge sur I et l'on a

/a " Pl = /1 G(t)dt, (2.32)

/ab </I f(:v,t)dt) do = /1 (/ab f(x,t)dac) dt. (2.33)

Preuve. La continuité de f sur [a,b] x I implique celle de G sur I par la propriété La
continuité de f sur [a,b] X I et la convergence des intégrales de t — f(x,t) sur I uniformément par
rapport au parameétre x dans [a, b] implique la continuité de F sur [a, b] par la propriété Soit
([an, bn])nen une suite exhaustive de segments de I. Fixons ¢ > 0. Par convergence des intégrales
de t — f(z,t) sur I uniformément par rapport au parametre x sur [a,b] (voir la remarque ,
il existe N € N tel que pour tout n > N, et tout = € [a, b],

/: f(x,t)dt—/}f(m,t)dt

Par suite, on a pour tout N > N,

’ bnf(x,t)dtdx— ' f(z, t)dtdz
a Jan a JI

Par le théoréme [2.3.24] on obtient, pour tout n > N., par continuité de f sur [a,b] X [ay, by],

ce qui s’écrit encore

3

< b—a

<e.

bn b b
/ / f(z, t)dadt — / F(z)dz| <e.
an a a
Ceci s’écrit encore, pour n > N,
bn b
G(t)dt — / Fa)de| < e.
an a
Ainsi, l'intégrale de G converge sur I et l'on a (2.32]), donc (2.33)). [ |

Théoréme 2.3.26 (de Fubini sur un produit d’intervalles) Soit I et J deux intervalles de
R non vides. Soit f une fonction continue de I x J dans R. On suppose qu’il existe une fonction g
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de I dans RY, absolument intégrable sur I et une fonction h de J dans RT, absolument intégrable
sur J telles que

Veel, Vyeld  |f(z,y)] < g(x)h(y). (2.34)

Sous ces hypothéses, la fonction F : x — [, f(x,t)dt est continue sur I et la fonction G : t —
J; f(z,t)dx est continue sur J. De plus, F est absolument intégrable sur I, G est absolument

intégrable sur J, et l'on a
/ F(z)de = / G(h)dt, (2.35)
I J

/] (/Jf(:mt)dt) dz = /J (/If(:n,t)dx> dt. (2.36)

Preuve. Montrons que F' est continue sur I. Pour cela, commengons par montrer que 'intégrale
de t — f(z,t) converge sur J uniformément par rapport au paramétre t sur tout segment de I.
Soit donc [a, f] C I. Puisque g est absolument intégrable sur I, elle est Riemann-intégrable sur le
segment [a, (], donc elle est bornée sur [«, ). Utilisant ’hypothese , il vient que

Veela,fl, Vyeld,  |f(2t)] <9l amh(y)- (2.37)

Fixons € > 0. Puisque h est absolument intégrable sur J, il existe [a%,b°] C J tel que pour tout
[e,d] C J, contenant [a®, b°],

c’est-a-dire

/h )dy — h( )dy| <

14 [|glloo,ja,8

Compte tenu du fait que la fonction h est positive sur I, ceci s’écrit encore grice a la relation de
Chasles de la propriété [2.1.9]

s
L+ 119lloo,fa,8

On peut alors écrire, pour tout [¢,d] C J contenant [a, b°], et tout = € [a, ],

[ s+ [ s

o</ hw)dy+ | " h)dy < (2.38)

bE

/c ey — [ fe )y

at

€

< / f xy\dy+/ |f (@, y)|dy

< Nollesnsy [ 10y + lglcio [ o
191l o0, a8 e
L+ l9lloo,(0,3]

en utilisant successivement la relation de Chasles de la propriété 2.1.9, une inégalité triangulaire

puis la propriété [2.1.11] et enfin la majoration (2.37)) et 'inégalité (2.38)). Cette majoration valant

pour tout = € [a, b], il vient que l'intégrale de y — f(z,y) converge sur J uniformément par rapport
au parametre z dans [, §]. Par continuité de f sur [a, 8] x J, la propriété assure que F' est
continue sur [a, (§]. Ceci valant pour tout segment [«, 5] C I, il vient que F' est continue sur I tout
entier. Un raisonnement similaire, laissé en exercice au lecteur, fournit la continuité de G sur J.

Montrons maintenant que la fonction F' est absolument intégrable sur I. Pour cela, considérons un
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segment [, f] C I et observons que, en utilisant la propriété 2.1.59| et en intégrant l'inégalité

veelad,  IF@ =/ f(x,wdy\ < [ 1@wldy < o) [ hw)a.

Par conséquent, on a

[ 1F@ < ( / Bg<x>dm) ([ rwian) < ([ stwrae) ([ ntwray).

en utilisant a nouveau la positivité de g. Puisque cette derniére borne est (finie et) indépendante
du segment [, §] de I, il vient que F' est absolument intégrable sur I. On obtient l'intégrabilité
absolue de G sur J par un raisonnement symétrique laissé en exercice au lecteur.

Montrons enfin la relation , qui équivaut a . Pour cela, considérons une suite exhaustive
([otn, Bn])nen de segments de I. Pour tout n € N, par continuité de f sur [a,,b,] X J et par
convergence des intégrales de y — f(x,y) sur J uniformément par rapport au parametre x dans
[@n, by] montrée en début de preuve, il vient par le théoréme que

/ai” F(z)da = /ain (/J f(:v,y)dt) dz = /J ( abn f(ac,y)dac) dy.

n

Par suite, pour n € N,

/ i"F(x)dz— | eway = [ ( / i"f(m)dx) ay~ [ ([ s@ic)ay
-/ ( " s | f<:c,y>dx) ay.

Abusant un peu la notation intégrale et en désignant par I\ [a,,b,] la réunion des 0, 1 ou 2
intervalles qui composent cet ensemble, en fonction des cas, on a pour tout n € N, et y € J,

/ f(z,y)de| < hiy) / g(z)dz,
J\[an ,bn] I\[an,bn]

< ([ nwiay) ( / g(a:)daf) .
J [\[arubn]
Ceci implique pour tout n € N,

" Fayds - [ iy < ([ hw)ay)  [o@de— [ gz )
[ reaa= f o] < (o) ot [ o)

Cette derniére quantité tend vers 0 quand n tend vers +o0o par absolue intégrabilité de g sur I (et

de h sur J). On en déduit que ([2.35)), donc ([2.36]). ]

bn,
" ey /1 f(@,y)da| =

a

d’ou l'on tire pour tout n € N,

/J ( : flz,y)dz — /If(x,y)d:z:> dy

2.4 Application a la régularisation par convolution

2.4.1 Approximations de l’identité

Propriété 2.4.1 Il existe une fonction p de classe C* sur R, d valeurs positives, d’intégrale (ab-
solument) convergente sur R, telle que p et toutes ses dérivées tendent vers 0 en —oco et en +00 et
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telle que [ p(z)dz = 1.

Preuve. On peut par exemple considérer la fonction
R — RT
P (az — \}Ee_ﬁ) ’
et utiliser le resultat de ’exercice qui assure que [p e dy = /7. Toute fonction de classe

C® sur R & valeurs dans R™ et nulle en dehors d’un compact, convenablement normalisée, convient
également. [ |

On désigne par p une telle fonction dans la suite de cette section. On désigne par (&,)nen une
suite de réels strictement positifs qui tend vers 0. Pour tout n € N, on note

on : (R — R )>. (2.39)

y — p(2

En

Propriété 2.4.2 Pour tout n € N, la fonction p, est de classe C*° sur R, a wvaleurs positives,
d’intégrale (absolument) convergente sur R et vérifie [p pn(x)dx = 1. De plus, p, et toutes ses
dérivées tendent vers 0 en —oo et en +00.

Preuve. Exercice. ]

Propriété 2.4.3 La fonction p et toutes ses dérivées sont bornées sur R. Il en est de méme pour
chacun des fonctions p, pour n € N.

Preuve. Exercice. [ |

Définition 2.4.4 (de la convolution) Soit f une fonction de R dans R, absolument intégrable
sur R. Pour tout x € R, la fonction y — p(x —y)f(y) est absolument intégrable sur R et l’on pose

(R — R
p*f'<w — pr(w—y)f(y)dy>' (2.40)

Preuve. Puisque la fonction p est bornée sur R d’apres la propriété il existe M > 0 tel que
pour tout z € R, 0 < p(x) < M. Par suite, pour x € R, on a

Vy € R, Ip(z —y) f(y) < M[f(y)|.

|
Propriété 2.4.5 Soit f une continue de R dans R, absolument intégrable sur R. La fonction
R — R
pxs <x — fenla - y)f(y)dy> ’
est de classe C*° sur R et l'on a
VekeN, (pxf)® = (pr)) X f. (2.41)
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Preuve. Pour tout k € N*, la fonction F : (z,y) — p(x — y)f(y) admet une dérivée partielle
par rapport & x a tout ordre inférieur ou égal a k£ en tout point de R x Ret I'on a, pour tout

pE{O,'”,k},

OPF
Vw,y) €R? o (my) = (@ — ) f(y).
Cette fonction est par ailleurs continue sur R x R quel que soit p € {1,---,k}. Puisque, par la

propriété 2.4.3] la fonction p et toutes ses dérivées de p sont bornées sur R, on sait que pour tout
p € {0,--- ,k}, il existe M), > 0 tel que pour tout X € R, |p(p)(X)] < M,,. Par suite, pour tout
pe{0,...,k},ona

V(z,y) € R?,

0
o (00| < M7 W)

Puisque la fonction f est absolument intégrable sur R, cette derniére majoration implique que
lintégrale de y — (%p E(z,y) converge (absolument) sur R uniformément par rapport au paramétre

z € R. Utilisant la propriété k fois, on obtient que la fonction px f est de classe C!, C2,..., et ce
classe C* sur R (car les dérivées successives sont continues par convergence uniforme des intégrales
d’une fonction globalement continue) et pour tout p € {0,...,k},

e eR, (px )P (@) = (o) * f) (@),

Propriété 2.4.6 Soit f une continue de R dans R, absolument intégrable sur R. La fonction px f
ainsi que toutes ses dérivées tendent vers 0 en —oo et en +00.

Preuve. D’apres la propriété précédente, et vu l'identité (2.41)), il suffit de montrer le résultat
pour px* f, car le méme raisonnement vaudra pour les dérivées successives de p x f, sous réserve de
ne pas utiliser la positivité de p et le fait que cette fonction est d’intégrale 1 sur R. Fixons € > 0.
Puisque p tend vers 0 en +oo0, il existe R > 0 tel que pour tout X € R tel que |X| > R, on a
€
0<p(X) < :
2([p | f()]dt + 1)

Ecrivons alors, a l'aide de la propriété [2.1.62, pour z € R, puisque Uintégrale de y — p(x — y) f(y)
converge absolument sur R,

[ oe—nsean= [ se—mswa+ [ du+ [ ple - ). 242

Majorons tout d’abord la valeur absolue de chacun des deux derniers termes de cette égalité. Quel
que soit x € R, on a

rz—R z—R
’/Oo plr —y)f(y)dy| < / p(z —y)|f(y)ldy

—00

3

r—R
YAy AL

IN

et de méme

[ oe—nswa] < [ e -plrwlay

+R x+R
€ oo
S A(lf W)y + 1) RO
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Par inégalité triangulaire, on obtient pour tout = € R,

z—R 400 c
| rla—wsways [ ol )iy ay < =
z+R

—0o0

S AT e AL

Puisque la fonction f est absolument intégrable sur R, par la propriété il existe Ry > 0 tel que
pour tout segment [a, b] inclus dans R\ [—R;, R1], on a ff |f(y)|dy < e/(2(]|p|loc,r +1)). Observons
que, si x € R est tel que |x| > R+ Ry, alors [ — R,z + R] C R\ [- Ry, Ry]. Ceci implique que, pour
z € R tel que || > R+ Ry,

z+R z+R 5 IS
T — dy| < R/ dy < R <o
[ P@ =@y <ol |1y < Dol gy < 5
Par inégalité triangulaire dans (2.42)), il vient que pour x € R avec |z| > R+ Rj, on a

lpx f(z)] <e.
| ]

Propriété 2.4.7 Soit f une fonction de R dans R, continue, bornée et absolument intégrable sur
R. On désigne par p,, la suite de fonctions définie en (2.39). Dans ce cas,

wER, (g f)(@) — (@) (2.43)

Remarque 2.4.8 Notons C%,(R,R) l’espace des fonctions de classe C*° sur R qui tendent vers
0 quand |z| tend vers +oo ainsi que toutes leurs dérivées. Notons Cp(R,R) Uespace des fonctions
continues bornées sur R. Sous les hypothéses précédentes, la suite de fonctions p,x f converge donc
ponctuellement vers la fonction f. C’est pourquoi la suite d’applications linéaires py x - définie pour
n € N par

Pk : LY(R,R)NCY(R,R) — C%y(R,R)
f — pn* f ’

est appelée approximation de l'identité.

Remarque 2.4.9 Le résultat précédent affirme que toute fonction continue bornée absolument in-
tégrable sur R est limite simple d’une suite de fonctions de C%.

Remarque 2.4.10 Une version continue de la propriété précédente est que, sous les mémes hypo-
theses,

¥z € R, i/Rp<x_y> Fy)dy — f(@). (2.44)

5 e—0t

Preuve. Nous allons montrer la version (2.44)) du résultat. La version ([2.43)) suivra par composition
de limites puisque €, — 0%. Fixons x € R. Quel que soit € > 0, écrivons, a 'aide de la propriété
n

ELT que o
i/Rp <x - y) )y = i/Rp (z) fla=wdu= [ p(w) (o~ cu)du.

Par la propriété [2.4.1, on a [ p(u)du = 1. Par suite, on a

(P - 1@ = [ o) fo - cudu= £) [ puldu

3 £ R

= [ o) (Fla = 2w) = f(a)) du. (2.45)
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Notons M > 0 un majorant de |f| sur R. Fixons 0 > 0 et observons que, par absolue intégrabilité
de p sur R, par la propriété il existe R > 0 tel que

-R d +o0 d )
pr(u) u+/R p(u)u<m.

Ceci implique en particulier que

-R
| o) (@ —ew) = f@) du

—00

/ T ) (Fla— eu) — F)) dul < 2= — 572, (2.46)

+R AM

Par ailleurs, par continuité de f en z, il existe n > 0 tel que pour tout y € [x — n,x + 1|, |f(x —
y) — f(z)| < /2. En particulier, si 'on suppose £ < n/R, alors on a

Vue [-RE,  1f—eu)~ fz) < 3.
Ceci implique que, pour € < /R, on a
R R 0
| o) (@ = cu) = g du) < 5 [ pludu < 5. (2.47)
-R -R

Utilisant la relation de Chasles de la propriété 2.1.62] dans 'intégrale dans le membre de droite de
(2.45) (Iintégrande étant absolument intégrable sur R comme produit de la fonction absolument
intégrable p par la somme de deux fonctions bornées sur R) en utilisant les intervalles | — oo, — R,
[—R, R] et [R,400], on conclut par inégalité triangulaire que, dés que € < /R, on a

1 T —y

> Lo () iy - s
e Jr €

a l'aide des inégalités (2.46)) et (2.47). ]

<9,

Propriété 2.4.11 Soit f une fonction de R dans R, continue, bornée et absolument intégrable sur
R. On désigne par py, la suite de fonctions définie en (2.39). Dans ce cas sur tout compact K non
vide de R, on a

sup [(pn x f) (z) = f(z)| — 0. (2.48)

zeK n—-+o0o

Autrement dit : la suite p, * f converge vers f uniformément sur les compacts de R.

Remarque 2.4.12 Une version continue de la propriété séquentielle est que, sous les mémes hy-
pothéses, pour tout compact K C R non vide,

~ o () sy - s@)

Preuve. Soit K un compact de R non vide. Il existe R; > 0 tel que K C [-Rj1, Ry]. La fonction f
étant continue sur R, elle est continue sur le segment [—R; — 1, R + 1], donc elle est uniformément
continue sur ce segment par le théoreme de Heine. Fixons § > 0. Comme dans la preuve de la
propriété précédente, il existe R > 0 tel que pour tout x € R, I’estimation a lieu (en notant
toujours M > 0 un majorant de |f| sur R). Par uniforme continuité de f sur [-R; — 1, Ry + 1], il
existe un 7 > 0 tel que pour tous u,v € [-Ry — 1, Ry + 1], |f(u) — f(v)| < §/2. En particulier, si
¢ €]0, min(n, 1)/R][, on a pour tout = € [—Ry, R1], et tout u € [-R, R], x —eu € [-R; — 1, Ry + 1]

— 0.

sup
e—0t

zeK
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et donc |f(z —eu) — f(z)| < §/2. Ainsi, dans le méme esprit que pour (2.47)), on a

5 (R 5
< <2
< 2/_Rp(U)du_ 5

vee k), e comn /Rl | [ o) (e - )~ f(@) du

On conclut comme a la propriété précédente par inégalité triangulaire apres relation de Chasles
dans le second membre de 1'égalité (2.45)), les estimations étant uniformes en x sur [—R;, R1] (donc
sur K). ]

2.4.2 Le théoreme d’approximation de Weierstrass

Théoréme 2.4.13 (d’approximation de Weierstrass) Soit a < b deux nombres réels. Soit f
une fonction continue de [a,b] dans R. Pour tout ¢ > 0, il existe un polynome P € R[X] tel que

||f_P||oo,[a,b] <e.

Preuve. Etape 1 : Prolongement et changement de variable. Soit f € C%([a,b],R). Notons f la
fonction de R dans R, qui coincide avec f sur [a, b], qui est nulle sur | — oo, a — 1] et sur [b+ 1, +o0],
qui est affine sur [a — 1,a] et sur [b,b + 1], et qui est globalement continue sur R. Posons ¢ la
bijection strictement croissante de R dans R définie pour t € R par ¢(t) = (b —a + 2)t + Z’_T“.
Observons que ¢([—1/2,1/2]) = [a — 1,b+ 1] et que ¢ préserve les fonctions polynomiales : pour
toute fonction A de R dans R, h est polynomiale sur R si et seulement si hop 'est. Posons g = fo ®.
Remarquons que g est continue sur R, nulle en dehors de [-1/2,1/2]. Soit € > 0. Si I'on montre
qu’il existe Q@ € R[X] tel que |lg — Ql[oc,(=1/2,1/2] < €, alors on aura que P = Qo (¢71) € RIX]
vérifie || f — Plloo [a—1,+1] < €, et en particulier ||f — Pl|og (a5 < &

Etape 2 : Etude d’une suite de noyaux de convolution. Posons pour tout k € N*,

R — R
: o0k
hy N {(1 x?)F sz <1

0 sinon

Observons que, quel que soit k € N*, la fonction hy, est continue et positive sur R, non identiquement
nulle, mais nulle en dehors de [—1,1]. En particulier, elle est (absolument) intégrable sur R et ’on
a o = [p hi(z)de > 0. On peut ainsi définit la fonction normalisée py = hy/ay, de sorte que py, est
continue et positive sur R, nulle en dehors de [—1, 1], absolument intégrable sur R, et d’intégrale
égale a 1. Observons par ailleurs que, pour tout k > 1,

2

1 1 1
- 1—t“dt:2/ 1—t2kdt<2/ 1)kt = .
o= [ a=rar=2 [a-@fa<e [ a-ia= 2

Montrons que pour tout § €]0,1[, la fonction pp converge uniformément vers 0 sur | — oo, —d] U
[6, +00[. Fixons § €]0, 1[. Pour & €]—o00, —§]U[d, +00[, et k € N*, on a 62 < 2% et donc 1—2% < 162

Ainsi, en utilisant (2.49)),

Vk € N*, Vz €] —o0o0,—d] U], +o0, 0 < pi(z) <

(2.49)

ok
(1-0%% _k+1
o - 2

(1— 62k, (2.50)

Puisque ce dernier majorant tend vers 0 quand & tend vers 400, ceci démontre que (py)x>1 converge
uniformément vers 0 sur | — oo, —d] U [0, +00].

Etape 3 : On approche la fonction f par convolution avec la suite de noyaux Pour tout € R et
k € N*, la fonction t — pg(x — t)g(t) est continue sur R, nulle en dehors de [—1/2,1/2], donc
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intégrable sur R et ’on peut définir

() = prx g(x /pk (x —1t)g dt—/ pr(z —t)g(t)dt.

Montrons que pour tout k € N*, la fonction g est polynormale sur [—1/2,1/2]. D’une part, pour
€[-1/2,1/2], et t € [-1/2,1/2], on a x —t € [—1, 1], de sorte que, pour tout k € N*, pi(z —1t) =
(1—(z— t)Q)k. Ainsi, pour tout £ € N*, il existe 2k + 1 fonctions polynomiales sur [—1/2,1/2],
notées af, ..., a%, telles que pour tout (z,t) € [~1/2,1/2],
1172

V(z,t) € [—2, 2} , pr(x —t) = ab () + ab, ()2 T+ db () + al (D).

Multipliant par g(t) et intégrant sur [—1/2,1/2], on trouve par linéarité de l'intégrale sur [—1/2,1/2],
pour tout k > 1,

1

2

gulw) = [ ab gt + -+ [ ekt + / ab(t
-1 -1 _1

Ceci montre que pour tout & > 1, la fonction gi est polynomiale sur [—1 /2,1/2]. Montrons main-

tenant que g converge vers g uniformément sur [—1/2,1/2]. Pour cela, écrivons que, pour k € N*

etz € [~1/2,1/2],

o) =gl@) = [ pula=0g(0)dt—g(@) [ pilw)du

= [ pelwygla —wyt - / 9(w)pr()du (2.51)
R R

= [ (ola = u) = g(@)) pru)du
R
1

_ /_ (e =) = g@) prludu (2.52)

Notons toujours € le nombre réel strictement positif fixé a la fin de la premiére étape ci-dessus.
Puisque ¢ est continue sur R, elle est continue sur le segment [—3/2,3/2]. Par le théoreme de
Heine, elle est donc uniformément continue sur [—3/2,3/2]. Ainsi, il existe § €]0, 1] tel que pour
tout © € [—1/2,1/2] et tout u € [—0,9], |[g(z — u) — g(x)| < /2. Ceci implique que, pour tout
keNvetze[-1/2,1/2],

)
< / gte =) = g(a)| pr(w)du

c 4
< / pe(w)du
2/

9
< - 2.
< : (253)

Puisque la fonction |g| est continue sur R et nulle en dehors de [—1/2,1/2], elle est bornée par un
certain M > 0 sur R. Ceci implique, pour k > 1 et z € [—-1/2,1/2],

1 1
| 6@ =) = g@) ] < [ lgta—u) = g(a) pi(u)du
0 0

1
< 2M/ pr(u)du
é

1
‘ [ (e =) = g(a)) pew)du
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On montre de méme que, pour k > 1 et x € [-1/2,1/2], on a

[ (ot ) — gt putayn

-1

Utilisant la convergence uniforme de py vers 0 sur R\| — 4, d[, et plus explicitement la borne ([2.50)),
il vient en additionnant les inégalités précédentes que, pour k > 1 et x € [—1/2,1/2],

[ (ot =) = o)) (e

-5
< 2M/ pr(u)du.
-1

[ ol ) — o) putun] < 201 - 0)(k + 1)1 - 62"

-1

(2.54)
Utilisons finalement la relation de Chasles dans I’égalité (2.52]) en découpant le segment [—1, 1] en
[—1,—4], [-0,0] et [J, 1], puis une inégalité triangulaire, et la majoration (2.53), qui est uniforme
en x, on otbient pour tout k > 1 et tout = € [—1/2,1/2],

9
+o+

4| [ 06— - o) el

)
[, (ol =) = g(a)) pr(w)du

-1

|g(2) — g()] <

Enfin, utilisant la majoration précédente, elle aussi uniforme en z € [—1/2,1/2], on obtient pour
tout k£ > 1,

sup |gn(@) = gl@)| < 5 +2M(1 - 8)(k + (1 - 5.
ze[-1/2,1/2] 2

Choisissant k. > 1 assez grand pour que 2M (1 — §) (ke +1)(1 — 62)¥= < £/2, il vient que la fonction
polynomiale Q) = g, vérifie [|g — Q|| [=1/2,1/2) < € [ ]

Corollaire 2.4.14 Soit a < b deuz nombres réels. Soit f une fonction continue de [a,b] dans C.
Pour tout ¢ > 0, il existe un polynome P € C[X] tel que || f — P| s, a0 < €-

Preuve. Reprendre la preuve du théoreme [2.4.13| ligne a ligne lorsque f est a valeurs complexes
pour conclure. ]

2.5 Application a la transformation de Fourier

2.5.1 La classe de Schwartz

Définition 2.5.1 On note S(R,C) l’ensemble des fonctions de classe C*° sur R et a valeurs com-
plezes telles que, pour tout polynome P € C[X] et tout o € N, il existe M > 0 tel que

Ve eR,  |P(x)f®(z) < M. (2.55)
L’ensemble S(R, C) est appelé classe de Schwartz.

Propriété 2.5.2 Une fonction f de classe C*° sur R d wvaleurs complexes est dans la classe de
Schwartz si et seulement si pour tout polynome P € C[X] et tout « € N, on a

P(z)f(x)

|z| =400

Preuve. Exercice. [ |
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Propriété 2.5.3 La classe de Schwartz est un espace vectoriel sur C.

Preuve. Exercice. [ |

Propriété 2.5.4 Si f € S(R,C) et P € C[X], alors Pf € S(R,C).
Si f € S(R,C), alors pour tout k € N, k) es.
Si f,g € S(R,C), alors fg € S(R,C).

Preuve. Exercice. ]

Propriété 2.5.5 Pour tout f € S(R,C) et tout £ € R, la fonction x — f(x)e™ % est dans la classe
de Schwartz.

Preuve. Exercice. [ |

Propriété 2.5.6 Si f € S(R,C), alors f € LY(R,C).

C’est-a-dire que les fonctions dans la classe de Schwartz sont absolument intégrables sur R.

Preuve. Utilisant par exemple le polynéme P = 1+ X? dans la définition de S(R, C), on sait que,
puisque f € S(R,C), il existe M > 0 tel que

Vo € R, (142 f(z)| < M.

La fonction f étant continue sur R, elle est Riemann-intégrable sur tout segment de R. En outre,
la majoration

M

VeR, @) <

assure que f est absolument intégrable sur R car la fonction z — M/(1+ 22) I'est aussi en utilisant

la propriété 2.1.70 [ |

2.5.2 Définition de la transformée de Fourier dans S(R,C)
Définition 2.5.7 Pour f € S(R,C), on définit la fonction

R — C
Propriété 2.5.8 La fonction F(f) est de classe C*° sur R et l’on a
k
ves®o, ween veer Do rmentoe. @)

Preuve. Montrons tout d’abord que la fonction F(f) et de classe C! sur R, de dérivée en ¢ € R
donnée par F(f) (&) = \/% Je(—iz) f(z)e"*%*dx. Pour cela considérons la fonction g : (&,z)

f(x)e~%*, La foncion g est continue sur R x R, car elle est de classe C* sur cet ouvert. De plus, sa
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dérivée partielle par rapport & £ au point (¢, ) € R? est donnée par —iz f(x)e %", Observons que
cette fonction est également continue sur R x R. De plus, on a la majoration

V(i z) € R xR, —ia:f(x)efigx < |zf(z)],

qui assure que l'intégrale de x +— —izf(x)e %?® converge sur R uniformément par rapport a & sur
R. En effet, le majorant du module de cette fonction est une fonction (absolument) intégrable sur
R (par la propriété , indépendante de £. Par la propriété il vient que F(f) est de classe
C! sur R et I'on a la formule annoncée. Ceci valant pour tout f € S(R, C), on en déduit la propriété
2.5.8|et en particulier (2.57)) par stabilité de S(R, C) par multiplication par un polynéme (propriété
2.5.4)). [

Corollaire 2.5.9 On a également[Y]

Vi€ S(R,C), VPeC[X], VEER, P(i)ﬂﬁ@waﬂpewﬂ»@»

Preuve. Il suffit d’utiliser la propriété précédente, la linéarité de l'intégrale, et la linéarité de la
dérivation. |

Propriété 2.5.10 Soit f € S(R,C). On a

VEEN, VEER,  ONF(F©) =F(fM)(©. (2.58)

Preuve. Montrons la propriété pour tout f € S(R,C) et k = 1. Le cas général s’en déduisant
par stabilité de S(R,C) par dérivation (propriété [2.5.4). Soit donc f € S(R,C). Observons que
f' € S(R,C) par la propriété 2.5.41 Fixons £ € R\ {0}. Puisque les fonctions x — f(z) et z — ZCZ

sont de classe C' sur R, on a pour tout R > 0, par intégration par parties,

R ,
/ f(z)e %z =
“R

Multiplions par i£/+/2m pour obtenir
i& (R itx 1 _ng / Ye~iti

r)e” “dr = —— | f(z)e dz.
Vor J-Rr /@) Vam [f( Je \/271'
Cette identité est par ailleurs triviale (c’est le théoréeme fondamental de I’analyse) pour £ = 0. On
en déduit qu’elle vaut pour tout £ € R. Soit donc £ € R. Observons que le terme entre crochets
dans I’égalité ci-dessus tend vers 0 quand R tend vers +oo car la fonction z + f(x)e™%? est dans la
classe de Schwartz (propriété [2.5.5). De plus, les intégrandes dans les termes du membre de droite
et du membre de gauche sont dans la classe de Schwartz (propriétés et [2.5.5). On en déduit
par la propriété que ce sont deux fonctions absolument intégrales sur R. En particulier, en
passant a la limite quand R tend vers 4-oc0, on obtient

VfeSR,R), VEeR,  (i)F(f)(&)=F(f)&).

Ceci montre (2.58)) pour k = 1. Le résultat pour tout k¥ € N s’en déduit comme indiqué en début
de preuve. [ |

—z{x —z{z
Flo) ] / e (2.59)

4. Pour P = ZZ:O ap X" € C[X], on note P (d%) lopérateur différentiel ZZ:O ak%.
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Corollaire 2.5.11 Soit f € S(R,C). On a

vpeclx], veek  PaOF(NE© = (P(5:1))©.

Preuve. C’est une conséquence de la linéarité de l'intégrale et de (2.58)). [ |

Remarquons a ce stade que ’'on a montré que la transformation de Fourier "échange" dérivation
par rapport a une variable et multiplication par rapport a +¢ fois I'autre variable. En effet, dériver
F(f) par rapport a ¢ revient a calculer F((—iz) f(x))(€) (voir la propriété[2.5.8), et calculer F(f)(€)
revient a calculer (i&)F(f)(§) (voir la propriété [2.5.10)). I est par ailleurs remarquable que la
transformée de Fourier F, définie par , vue comme application (dont on vérifie aisément
qu’elle est C-linéaire),

((SR,C) — C*(R,C)
F < ! . F(f) ) , (2.60)

laisse en fait stable I'espace S(R,C), comme on va le voir ci-dessous.
Lemme 2.5.12 (de Riemann—Lebesgue) Soit f € S(R,C). On a

F(£)E)

\£I%+OO

Preuve. Foit f € S(R,C). Fixons € > 0. La fonction f étant dans la classe de Schwartz, elle est
absolument intégrable sur R par la propriété 2.5.6] Par suite, il existe R > 0 tel que

+oo /2
/ |dx+/ x)|de < 27r ,

par la propriété Consiérons maintenant £ € R avec || > 1. En particulier, £ # 0 et 'on peut
utiliser la relation (2.59). On en déduit que

SR VR LR
g e e g @

Puisque la fonction f est dans la classe de Schwartz, elle est bornée par un certain M > 0 (définition
2.5.1)), et 'on a ' € S(R,R) (propriété , donc f’ est absolument intégrable sur R (propriété
2.5.6). On en déduit que pour tout £ tel que [¢| > 1,

R . 2M 1
—iéx et 7 /
/_Rf(a:)e da| < 7 + |§|/R|f (2)|dz.

Par relation de Chasles (propriété [2.1.62) et inégalité triangulaire, on obtient pour tout £ € R avec

z)e % dg| <

€l >1,
‘/Rf(fli)e—ifxdx < |/Rf($)e_igm N /Rf(a:)e_i& n /I:OOf(g;)e—ifw
[ | [
< */ﬁ e

€ el
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En particulier, pour £ € R tel que |£] > max (1, 22M + [g |f(z)|dz)/ (e 277)), on a

’\/12? /R f(z)e ®%dx

<e.

Comme annoncé, ceci assure la stabilité de S(R,C) par la transformation de Fourier F vue
comme en (2.60)). C’est 'objet du résultat suivant

Propriété 2.5.13 Soit f € S(R,C). La fonction F(f) est également dans la classe de Schwartz
S(R,C).

Preuve. Soit f € S(R,C). On sait déja que F(f) est de classe C*° sur R par la propriété [2.5.8
Utilisant la propriété 2.5.2} il nous suffit de montrer que pour tout P € C[X] et tout o € N,

PO 3 FOE) 0. (2:61)
Soit @ € N. Par la propriété 2.5.8, on a
R Lo FDE) = F((i) @) (E)
Soit P € C[X]. Par le corollaire on a

WER PO (N = POF(-in) @) = F (P (1) [-in) )] ()

On sait depuis la propriété [2.5.4| que = +— P (%%) [(—iz)*f(x)] est une fonction dans la classe de

Schwartz car f € S(R,C). Le lemme de Riemann-Lebesgue [2.5.12] assure que

1d o
F (P (G3) (i s@]) © = o
On en déduit que 'on a (2.61)) pour tout a € N et P € C[X]. [ ]

On peut définir la transformation de Fourier F wvia la formule sur des espaces bien plus
gros que S(R,C) : il suffit que f € L(R,C) pour que cette formule soit bien définie. Et si 'on
requiert un peu de régularité sur f (par exemple f est dérivable sur R un certain nombre de fois,
de dérivées continues et dans £!(R,C)), on peut avoir des formules de type pour l'entier k
jusqu’a une certaine valeurs. On peut alors comprendre ce résultat comme un "échange" entre f
et F(f) : la régularité de f se traduit par de la "décroissance" de F(f) (au sens ou l'on controle

[EF(F)(E)] pour [¢] grand).

De méme, si 'on suppose que f et un certain nombre des premieres puissances de x fois f
sont dans £!(R,C), alors on peut définir F(f) via la formule et avoir la dérivabilité de F
sur R jusqu’a un certain rang et des formules de type jusqu’a un certain entier k. On peut
de nouveau interpréter ces propriétés comme un échange : la "décroissance" de f (au sens ou 'on
controle quelques puissances de z fois f(z) pour |z| grand) implique de la régularité sur F(f).

Ces propriétés, dans leur forme précise, dépassent le cadre du cours. Cependant on peut remar-
quer que la classe de Schwartz S(R, C) est un parfait compromis entre les deux aspects : il y a dans
cette classe uniquement des fonctions tres régulieres et tres "décroissantes” (au sens précédent).
Ainsi, les transformées de Fourier des fonctions de la classe de Schwartz sont trés "décroissantes"
et trés régulieres. Au point que F(S(R,C)) € S(R,C). Nous allons étre encore plus précis dans
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la section en montrant que F est en fait un endomorphise de S(R,C) (application linéaire
bijective de S(R, C) dans lui-méme ; on ne parlera pas de sa continuité éventuelle, car on ne parlera
pas de la topologie de S(R, C)), et expliciter sa bijection réciproque.

2.5.3 Transformée de Fourier d’une gaussienne

On rappelle que 'on a montré a ’exercice que
I= / e dz = /7. (2.62)
R

Exercice 2.5.14 Soit a un nombre réel strictement positif. On considére la fonction

R — R
I r — e’
1. Justifier que la fonction f est dans la classe de Schwartz.

2. Justifier que F(f)(0) = \/%—a

3. Justifier que la fonction F(f) est dérivable sur R et l'on a

dF(f) ,.n &
V¢ € R, Tg(f) = _%]:(f)(f)‘

4. A Uaide du cours sur les équations différentielles (voir chapitre 2 2 ?), en déduire que

V¢ € R, F(f)(§) = —=e 4a. (2.63)

2.5.4 Le théoréme d’inversion de Fourier

Pour f € S(R,C), on définit la fonction

R — C >

En particulier, on a
VfeSR,C), VEeR,  G(f)(E) = F()(=E).

On déduit de cette observation que la fonction G, tout comme la fonction F (comme on I’a vu en
section [2.5.2)), est une application (linéaire) de S(R,C) dans lui-méme.

Théoréme 2.5.15 (d’inversion de Fourier) Pour tout f € S(R,C), on a
vVeeR,  F(G(N)))=[fx) e GFU)() = flz) (2.64)
Remarque 2.5.16 Une autre maniere d’écrire ce théoréme est la suivante :
Fog=ldsrc) et GoF = ldgr,c):

En particulier, les applications linéaires de S(R,C) dans lui-méme que sont F et G sont injectives
et surjectives, et inverses l'une de l’autre.
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Preuve. Soit f € S(R,C) et ¢ > 0. Fixons X € R. Considérons la fonction
hE:<RxR—> oc )
(z,6) — e (7 f(x)e BrtitX
Cette fonction est continue sur R x R et vérifie
VeeR, VEER,  |he(zy)| < |f(a)le” 9,

et le majorant s’écrit comme le produit d’une fonction de la premiere variable et d’une fonction de
la seconde variable, chacune étant dans £!(R,R*). Par le théoréme de Fubini [2.3.26} il vient que

/R(/Rhe(m,é)da:) dg:/ﬂ%(/jzhs(x7§>d§> Q.
On en déduit que
/Re—(a£)2 (/R f(w)e—ifxdx> e+i§Xd£:/Rf(x) (/Re—(€§)2e—i§(x—)()d£) .

Ceci implique

L e_(5 )? et _ L " e_€2 2 v .
\/ﬂ/u@ D F(f)(€et X de \/ﬂ/Rf( )F(e ™) (2 — X)da. (2.65)

A T'aide de la relation (2.63) de 'exercice [2.5.14} on peut écrire que

1 _@-x?

_22¢2
Ve eR,  F(e Ef)(x_x):@e 222

On peut ainsi écrire le membre de droite de (2.65)),

1 _(X—sc)2

\/12? /R F@)Fle =) (@ — X)dz = /]R f@)ggme (2.66)

1 —u?/4

En définissant la fonction p pour u € R par p(u) = PN , on a une fonction de la classe de

Schwartz & valeurs positives, et d’intégrale

1 )2 1 1 2
udu:i/e—(a) deuzf/e*v dv =1,
/Rp() N 92 Nz

en utilisant (2.62)). Utilisant la relation (2.66)), on peut donc écrire le membre de droite de (2.65))
sous la forme

o= [ @FE T e X)do = [ fa) x 2o (T o

3

Puisque la fonction f est dans la classe de Schwartz, elle est continue, bornée, et absolument

intégrable sur R. La propriété sous le forme (2.44)), assure que le membre de droite de ([2.65))
tend vers f(X) quand € tend vers 0. Considérons maintenant le membre de gauche de ([2.65]).

Observons que la fonction

(RxR — C
T NGO = TERQ )
Puisque la fonction f est dans S(R,C), il en est de méme de la fonction F(f) par la propriété

2.5.13l En particulier, cette derniere fonction est continue sur R. On en déduit que la fonction f
est continue sur R x R. De plus, on a la majoration

V(5,§) e Rx R, |g(6,8)| < |F(F)E)I,
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et le majorant est une fonction de £!(R,C) indépendante de J. Ceci assure que lintégrale de
& — g(6,&) converge sur R, uniformément par rapport au parametre 6 dans R. Par suite, la propriété

[2.3.18| assure que la fonction
G- R — C
\§ — Jrg(6,6)dE)”

est continue sur R. Elle admet en particulier une limite en 0, qui est
G(0) = /Rf(f)(f)e_i@(dé = V2rG(F(f))(X).

En particulier, le membre de gauche de ([2.65) converge vers G(F(f))(X) quand ¢ tend vers 0.
Passant a la limite quand ¢ tend vers 0 dans (2.65), il vient

G(F(HX) = f(X).
On a ainsi démontré la seconde partie du théoreme [2.5.15] au sens ou 'on a montré la seconde

égalité de (2.64)). Pour déduire la seconde égalité de (2.64]) de la premiere, il suffit de remarquer
que

W = 217T/R</Rf(x)ei5rdx> e~ XEd¢

= 217T/]R (/R f(x)e_igxdx) eXede
= G(F(H)IX)
= fX),
en utilisant le résultat que 'on vient de démontrer (puisque f € S dés que f € §). On en déduit
en conjuguant le calcul précédent que

FGNX) = f(X),

et le théoréeme est ainsi montré en totalité. [ ]

Remarque 2.5.17 Le théoréme d’inversion de Fourier assure que, lorsque f € S(R,C), on peut
écrire pour tout x € R,

1 1T
f@) = | F@©eae.

Toute fonction f dans la classe de Schwartz (on pourrait affaiblir les hypothéses, mais cela dépasse
le cadre de ce syllabus) s’écrit ainsi comme une "somme" (continue) de fonctions ondulatoires
de la forme x v e affectées de la densité (complexe) F(f)(€)/v/2r, ou du poids (complexe)
F(f)(©)de/ V2.

Remarque 2.5.18 Si[’on interpréte la variable x comme une variable temporelle, alors la variable
¢ est naturellement une pulsation, et £/(2m) est naturellement une fréquence.

Remarque 2.5.19 Le fait que F est bijective implique en particulier qu’il y a exactement autant
d’information dans f que dans F(f) : connaitre f ou connaitre F(f) sont deux choses rigoureuse-
ment équivalentes.
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2.5.5 La convolution dans la classe de Schwartz
Lemme 2.5.20 (Inégalité de Young) Pour tout p,q €|1,+o0] tels que 1/p+1/q=1, on a

uP e
Yu,v > 0, w < — + —. (2.67)
p q

Preuve. C’est évident si u = 0 ou v = 0. On suppose donc que v > 0 et v > 0. On peut donc
poser
U =pln(u) et V =qln(v).

Puisque la fonction x +— e” est convexe sur R, et puisque 1/p >0,1/¢>0et 1/p+1/g=1,0n a

1 1 1 1
“U+=V
er TV < er + *ev.

Ceci s’écrit encore
eln(u)+ln(v) < leplnu + leqlnv.
op

On en déduit aisément (2.67)) ]

Lemme 2.5.21 Pour tout o € N, il existe Co, > 0 tel que
Va,b > 0, (a+b)* < Cy(a*+1bY).
De plus, on peut choisir Co = 2071,

Preuve. Le résultat est trivial pour a = 0 avec Cy = %, et pour a = 1 avec C7; = 1. Raisonnons
par récurrence. Afin de montrer I’hérédité, supposons le résultat vrai pour un certain o > 1. Pour
tout a,b >0, on a

(a+b)* < (a+b)*(a+b)
< Cy(a®+0b%) (a+D)

< O, (aa“ 1 a% + b% + ba“) .

Or, par inégalité de Young (lemme [2.5.20)), on a

o 1 1

b < — % _gatly 1 patl ot pog < & patl 1 jatl
T a+1 a+1 T a+1 a—+1
On en déduit que
(a+b)t < Co (2074 426071,
Le résultat suit alors avec Cy 1 = 2C, au rang o + 1. [ ]

Propriété 2.5.22 (La convolution laisse stable S(R,C)) Soit f,g € S(R,C). On définit la

fonction
Fag: R — C
P \e — faf@e@—y)dy)

La fonction f g est définie sur R, de classe C*° sur R, et elle vérifie (2.55) pour tout polynome P,
de sorte qu’elle est elle-méme dans la classe de Schwartz.
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Remarque 2.5.23 On généralise ainsi le produit de convolution introduit o la définition [2.4.4)

b RxR — C
\(y) — flyglz—y))’

est de classe C* sur R x R, puisque f et g sont dans la classe de Schwartz. De plus, pour tout
a €N ona

Preuve. L’intégrande

ooh
Y,y €R,  o(wy) = FW)g' ) (x —y).

Désignant par M, > 0 un majorant de ]g(a)| sur R (qui existe puisque g est dans la classe de
Schwartz). Puisque f est également dans la classe de Schwartz, il existe M > 0 tel que

vyeR,  (1+y)|f(y) <M.
On en déduit que

[0}

0°h M
—_ <
e (L) = M.

ai-

1492
On déduit de la propriété [2.3.21| que I'intégrale de y — g%‘(m, y) converge sur R uniformément par
rapport au parametre x sur R, pour tout o € N. Utilisant la propritété [2.3.19] il vient que f x g est
de classe C*° sur R et

VaeN, VzeR, (f+g) @ (z)= /R F)g" (2 — y)dy. (2.68)

V(z,y) € R?,

Justifions maintenant que pour tout (c, ) € N2, la fonction z — z%¢(®)(z) est bornée sur R. Fixons
(o, B) € N2 et observons que

ek '@ = [ W) @ —yay.
Majorons le module de I'intégrande en remarquant que, pour x,y € R, on a
w2’ @—y)| < Wl —y) +yld (@ —y)
< G ([ F )9 @ —p)| + |[F W)@ =) (@ —y)) -
Puisque f € S(R,C), il existe Mg > 0 et M > 0 tels que
weR, |1+ W) S Ma et |(14+A) ()| < M.

De méme, puisque g € S(R, C), il existe Ny g > 0 et Ny > 0 tels que

WeR, @@ <Ne et [0)9 )] < Nog.
On déduit de ces dernieres inégalités que
M, M
R Pgl) @ —y)| < a(Na“ No )
ey eR |f)e’y e —y)| < Co (Nag Sy + Napip s
Utilisant (2.68)), il vient par intégration que
Vz € R, ‘xﬂg(a) (x)’ <7Cq (NoMy + Ny gM) .

Ainsi, la fonction z — z#¢(®) () est bornée sur R. Ceci valant pour tout o, € N, on en déduit
que pour tout P € C[X] et tout o € N, la fonction x — P(z)g(®(z) est bornée sur R. Finalement,
on conclut que g € S(R,C) en utilisant la définition [2.5.1] [ |
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Propriété 2.5.24 (Transformée de Fourier d’une convolution dans S(R,C)) Pour tout (f,g) €
S(R,C), on a
VEeR,  F(frg)(&) =V2rF(f)(&) x F(g)(§)-

Autrement dit : dans la classe de Schwartz, la transformée de Fourier d’un produit de convolution
est, 4 une constante multiplicative preés, le produit (classique) des transformées de Fourier.

Preuve. Soit f,g € S(R,C). Ecrivons pour ¢ € R,

Ffa©) = == [(Fra@eda (2:69)

- [/ f(y)g(w—y)dy> oDV
_ \/ﬁ// “8Yg(x — y)e EE Y dyde

En admettant pour le moment que les hypothéses du théoréme [2.3:26] de Fubini sont vérifiées, on
obtient

F(f*a)€) = e — [ [ e rgo — e azdy (2.70)
_ \/TTT /R Fly)e e /R g(:c—y)e_if(x_y)dxdy
1 —1 —éu
~ VI [ e —— N = [ gt dudy
1 Yy —— u)e %4 duy
_ mm/Rf(y)e fdym/ﬂggu fug
= V21 F(f)(§) x Flg)(&),

en utilisant le théoréme du changement de variable Justifions maintenant que les hypotheéses
du théoreme [2.3.26| de Fubini utilié ci-dessus sont vérifiées. Pour cela, obsevons que, puisque f, g €
S(R,C), il existe M > 0 tel que

Yoy eR, |1+ @)1+ (@ — )l —y)| < M.
Ceci implique

M 1 1
Vr,y € R, T—y) < x ‘
y W9l =yl < T X T T =2

(2.71)

Observons, que, pour x € R tel que |x| > 2, la fonction
R — R*
hy 1 1 ;
y 14+y? 14+(z—y)?
est majorée sur R par sa valeur en ZEVZ"=2 ”21272 On en déduit que la fonction

R — Rt
1 1

u:|lx — 1o ol (@) + Li_o91(z) |,
1+(%+ w2—2>21+(%_\/9627—2>2 ] ,2]U[2,+ [( ) ] 2,2[( )

2 2

vérifie
vV e R, VyeR, he(y) < u(z).
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Puisque la fonction o — (1 + 22)u(x) est de plus majorée sur R, il vient qu'’il existe C' > 0 tel que
pour tout z € R, u(x) < C/(1 + 2?). En particulier, utilisant ([2.71)), il vient que

VEER, Vz,y€R, ‘f(y)e gz —y)e @] < T+ 21422

Cette majoration par le produit de deux fonctions (absolument) intégrables sur R, I'une par rapport
a la premiére variable, I’autre par rapport a la seconde, permet d’appliquer le théoreme de Fubini
a l'intégrande (continue sur R x R et & valeurs complexes a { € R fixé), pour passer de (2.69)) a
(12.70]). [

2.5.6 Le théoréme de Plancherel
Définition 2.5.25 Pour f € S(R,C), on définit la fonction

R(P) (Hf — (Q_:x))

Exercice 2.5.26 1. Vérifier que R(f) € S(R,C).
2. Justifier que R définit une application R-linéaire de S(R,C) dans lui-méme.
3. Justifier que R est une involution.
4. En déduire que R est une application bijective de S(R,C) dans lui-méme.

5. Justifier que
Vf€SR,C), VEER,  F(fxR(f)(E)=V2r|F(f)E.

Définition 2.5.27 Pour f € S(R,C), A > 0 et zy € R, on définit les fonctions

DA(f):<R_> C>> et Tzo(f):<R_> ¢ )

x — [ x — f(x—x)

Exercice 2.5.28 (Dilatations et translations) 1. Vérifier que D(f) € S(R,C) et T,,(f) €
S(R,C).

Vérifier que Dy et Ty, sont des applications linéaires de S(R,C) dans lui-méme.
Vérifier que Dy o Dyjy = Ty, 0 T2y = ldsr c)-

En déduire que D) et Ty, sont des applications bijectives de S(R,C) dans lui-méme.

AN

Justifier que

ek FONO=3FN(F) o FE@NO =N
Propriété 2.5.29 On a l'inclusion
S(R,C) C L*(R,C).

121



Preuve. Soit f € S(R,C). La fonction f est continue sur R, donc elle est Riemann-intégrable sur
tout segment de R. Il en est donc de méme de f2 et de |f?|. De plus, il existe M > 0 tel que

vreR,  (1+2%)|f(z)] < M.

En particulier, on a

M 2
vz €R, |f(x)|2§(1+x2> .

Puisque la fonction = + M?/(1 + 22)? est absolument intégrable sur R, il en est de méme de la
fonction |f]2. |

Propriété 2.5.30 (Identité de Plancherel) On a
VieSRO), [ If@lde= [ |FUEPde. (272

Preuve. Utilisons & nouveau la suite de fonctions (p,)nen définie en (2.39) pour une certaine
suite (e)nen de nombres réels strictement positifs qui tend vers 0. Soit f € S. Notons R(f) la

fonction définie en [2.5.25] Posons g = f x R(f). Par lexercice [2.5.26, on a que g € S(R,C) et
F(9) = V27| F(f)|?>. On peut donc définir pour tout n € N la fonction p, x g par (2.40). De plus

on a p, xg € S(R,C) par la propriété [2.5.22| Par la propriété on a
(pnx9) (0) — 9(0).
Or

90 = [ F0-pRwy = [ )Ty = [ [F@)[ d,
en utilisant le théoréme de changement de variable de la propriété Ainsi,
(bux9)(0) > [ Ifw)*dy. (273)
n—+oo JR
Par ailleurs, utilisant ’exercice pour tout n € N, on a
1 ené 2 1 1 — (= 2
VEeR, F e_(2)>x:e () — ) (2).
; (o= @)= 7= pula)

Ainsi, on peut écrire pour tout n € N

(pnx9)(0) = /R pn(0 = 1)g(y)dy

ené

2 fe"gydf) g9(y)dy

f (G e

Afin d’utiliser le théoréme de Fubini [2.3.26] remarquons que l'intégrande est une fonction continue
de (&,y) sur R?, et que son module vérifie

L (eng)? —ily _(en€)? 1
V¢, y €R, ‘%6(2)8 9(?J)§Me(2)ﬁyy
pour un certain M > 0 puisque g € S(R, C). Cette majoration permet d’appliquer le théoréme de
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Fubini [2.3:26] pour obtenir

(pn ¥ ) (0) = j% /| (j% [ stweienay) (5 ag
ené

= o= [ Flaree ) a
- ¢12?/R@|f<f><s>|2e<“f>2ds

£ 2

= [IFD@Fe 5 ag

. (RXR — C )
N\ — IFHE©PeE) )

Cette fonction est continue sur R x R. De plus, elle vérifie

V(e,§) eR?,  |h(e, )| < |F(NOI.

Le majorant étant dans £'(R) et indépendant de ¢ € R, on en déduit que I'intégrale de & — h(e, &)
converge sur R uniformément par rapport au parametre € dans R. Ainsi, la fonction

(R — C
H'<g — th(s,g)dg>’

est continue sur R par la propriété [2.3.18, En particulier,
(b x9)(0) = H(e) 5 HO) = [ IF(FEF de.
n—-+00 R

Par unicité de la limite de la suite ((pn, * g)(0)),,cry, on déduit de la ligne précédente et de (2.73)
que (2.72)) a lieu. ]

Considérons la fonction

Corollaire 2.5.31 (Identité de Plancherel polarisée) Pour tout (f,g) € S(R,C)?, on a
[ f@g@)de = [ FH©F @ (274)
R R

Preuve. Pour f,g € S(R,C), on pose
alf)= [If@P e al) = [IFOEFE

plfo)= [ f@g@de et ealfo) = [ FNOFGEE

Ces quatres fonctions sont bien définies & 'aide des propriétés 2.5.29] et 2.2.27] De plus, on a par
simple calcul pour k € {1,2},

1 . . . .
ve(f.9) = 7 (a(f +9) = au(f = 9) +ian(f +ig) —ign(f —19)). (2.75)
L’identité de Plancherel (2.72) assure que ¢; = ¢2. La relation ci-dessus assure par conséquent que
Y1 = 2. [ |
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Remarque 2.5.32 Les fonctions q1 et qo sont des formes quadratiques sur l’espace vectoriel com-
plexe S(R,C). Les fonctions @1 et w2 sont les formes hermitiennes associées. Le fait que q1 et qo
coicindent sur S(R,C) implique que @1 et o coincident également sur S(R,C), par la relation
, appelée dans ce contexte identité de polarisation.

Remarque 2.5.33 La forme

- _(S(R(C)XS(]R,C) — o )
e (f,9) —  Jg fx)g(z)dz )

est hermitienne, définie et positive sur S(R, C). C’est donc un produit scalaire complexe sur S(R, C).

La norme associée est donnée par ||f||zc2 = /[ |f(2)|?dz. En appliquant (2.74) da f et g = G(g),

on obtient
Vg ESRO), (16 = [ f@G@@dr = [ FN©O9EdE = (F().)

Ceci indique que Uapplication linéaire F admet G comme adjoint dans (S(R,C), () 2).

Remarque 2.5.34 Avec les notations de la remarque précédente, une maniére d’écrire l’identité de
Plancherel de la propriété[2.5.30 est de dire que la transformation de Fourier F est une isométrie
de (S(R,C), || - ||z2) dans lui-méme. On obtient sans peine (et en exercice) qu’il en est de méme de
sa bijection réciproque G.

Remarque 2.5.35 Attention, l'espace (S(R,C),(:,-)2) est un espace préhilbertien complexe qui
n’est pas complet.

2.5.7 Application a une équation elliptique linéaire en dimension 1

Exercice 2.5.36 Soit ¢ > 0 et f € S(R,C). On cherche une fonction u € S(R,C) telle que
Vz € R, —u"(x) + cu(z) = f(z). (2.76)
1. Justifier que, si u € S(R,C) est solution de , alors on a
VEER,  (c+&) Fu)(&) = F(H)©):

2. Justifier que & — F(f)(€)/(c+ £2) est une fonction de la classe de Schwartz.
3. Justifiquer que l’équation (2.76) admet une unique solution dans S(R,C).
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Chapitre 3

Equations différentielles
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Chapitre 4

Fonctions d’une variable complexe
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