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Premiére partie

Suites et Séries de fonctions et
Intégration






Chapitre 1

Suites et Séries de fonctions

1. Rappels de Topologie métrique
1.1. Espaces métriques.

DEFINITION 1. Une distance sur un ensemble X est une applicationd : X x X —
RY telle que :

(1) Vo, yeX dlzy) = dlyz)

(2)Vaxye X sidlzy =0=z=1y

(8)Vuxy z€ X, dlz;y) < d(x,z) + d(zy)

DEFINITION 2. Soit (X,d) un couple formé d’un ensemble X et d’une distance

d sur X (i.e. un espace métrique). Soit (,)neny € XV une suite dans X. (7,)nen
converge vers x si : Ve >0, AN € N t¢gVn > N, d(z,,z) <€

PROPOSITION 1. Soit (z,)nen € XN et 2,y € X tq, (x,) converge vers x et
(xn) converge vers y alors z=y.

DEMONSTRATION. Soit (7, )neny € X et x, y € X comme dans 1’énoncé. Alors :
Yn €N, 0 <d(x,y) < d(z,z,)+ d(y, x,). Par convergence de la suite vers x et y,

on peut trouver un N € N tq d(z,,z) < § et d(z,,y) < 5. On trouve alors que

d(x,y)< €, Ve > 0, ce qui implique d(x,y)=0 et donc x=y. a
1.2. Espace Vectoriel Normé.

DEFINITION 3. Soit (E,+, .) un espace vectoriel sur un sous-corps K de R ou
C, on appelle norme sur E toute application N : E — R tq :

(1) VA e K,Vz € E, N(Ax) = |A\|N(x)
(2) Ve € E N(z)=0ssix=0
(3) Yo,y € E :N(z +y) < N(x) + N(y)

DEFINITION 4. Un espace vectoriel normé est un couple (E, N) d’un espace
vectoriel E sur un sous-corps de R ou C et d’une norme N sur E.

PROPOSITION 2. Soit (E,N) un espace vectoriel normé, soit X C E. Posons
d: X x X -5 R" :d(z,y) = N(z —vy). Alors (X, d) est un espace métrique.

DEFINITION 5. (2,)nen € (E, N)N converge vers x ssi : Ve > 0, AN € N tq
Vn >N, N(z, —z) <e!

DEFINITION 6. Soit (X, d) un espace métrique, soit (x,)nen € X" Cette suite
est dite de Cauchy si Ve >0, AN € N, Vm, n > N, d(xp,zm) <€

1. ici la notation est ambigué, ne pas confondre le N de la norme et le N de la définition
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4 1. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

PROPOSITION 3. Soit (x,,) une suite convergente de (X,d), un espace métrique.
Alors (x,,) est de Cauchy.

DEFINITION 7. Un espace métrique dans lequel toute suite de Cauchy converge
est dit de Banach.

1.3. Continuité.

DEFINITION 8. Soit f: (X1, d1) = (X2, d2) une fonction, soit x € X. On dit
que f est continue en x ssiV suite (z,)nen € X3 tq (7,) — @ alors (f(z,))neny € XY
converge vers f(x)

DEFINITION 9. Soit f: (X1, d1) — (X2, d2), une fonction et X C X;. On dit
que f est continue sur X ssi f est continue Vo € X

2. Suite de fonctions et notion de convergence

2.1. Convergence simple.

DEFINITION 10. Soit X un ensemble, (Y, d), un espace métrique, f, : X —
(Y, d). On dit que la suite (fn)nen converge simplement sur X ssi Vo € X la suite
(fn(x))nen converge dans (Y, d). Dans ce cas f : X =Y 2 — lim f,(x)
n—oo

2.2. Convergence uniforme.

DEFINITION 11. Soit (fn)nen une suite d’un ensemble X dans un espace mé-
trigue (Y, d). On dit que (fn)nen converge uniformément sur X vers f : X — Y
881 :

Ve >0,3IN €N, tq, sin > N, d(fu(x), f(z)) <eVzx e X
< Ve>0,3INeN, sin> N, sup{d(fn(z), f(z))} <e
reX

PROPOSITION 4. Si (f,) converge uniformément vers f, alors elle converge aussi
simplement vers f.

PROPOSITION 5. Soit (X, dy1) et (Y, ds), deux espaces métriques, soit fr : X —
Y une suite de fonctions, soit a € X tq : Vn € N, f,, est continue en a. Supposons
que (fn) converge uniformément vers f : X— Y sur X, alors f est continue en a

COROLLAIRE 1. Si (f,) "5 fet siVn € N, f, € CO(X;Y). Alors, f € C°(X;Y)

DEMONSTRATION. Il faut montrer que : Ve > 0, 3u > 0, Vo € X, si di(x,a)< i
= do(f(x),f(a))< €. Soit € > 0, nous remarquons que pour x€X et n €N :

d?(f(x)ﬂ f(a)) < dQ(f(‘T),fn(I) + d2(fn(x)7fn(a)) + d2(fn(a)7f(a))

Par CVU de f,, vers f sur X et par continuité de f,, en a, on sait qu’il existe Ny,
Ny et N3 € N tels que
Vn = Ny, SuP{fn(x) (CC)}
reX
)

Vn > Na, jg)f;{fn(a) fla)} <
Yn > Na, fg)zz{fn(a) n()} <35
S d(f () f (@) < ¢ -

Wl wolm



4. CONVERGENCE UNIFORME SUR LES COMPACTS 5

3. L’espace vectoriel normé B(X;E)

DEFINITION 12. Soit X, un ensemble, (E;||.||g) un espace vectoriel normé. On
appelle ,espace de fonctions bornées de X dans E :
B(X;E)={f: X — Etelle que sup||f x)||g < 00}

Pour f € B(X;E), on note : IIfI\oo = supllf(@)lls

PROPOSITION 6. Si X # &, alors (B(X,E), ||.||) est un espace vectoriel
norme.

DEMONSTRATION. Soit f, g € B(X,E) et soit A, « € K = (Af +ag) : X—E. De
plus, sup NAf +ag)®)lle = sup IAf(2) + gl < A sup IEG) 2 + | sup

|If(x )||E =<o0= (Af+ag) € B(X E). Enfin, ||.||oo posséde les propriété sulvantes

(1) ¥ fe B(XE), ¥ A € K« A flloe = ] [l
(2) Si ||fllec = 0 alors f=0
(3) [lf+glleo < [lflloc + [lgllo

A

O

PROPOSITION 7. Si X # @ alors (B(X,E), ||.||sc) est de Banach < (E, ||.||g)
est de Banach

DEMONSTRATION. =2 Soit (en)n € E" une suite de Cauchy. Soit f, : X = E :
fa(x) = e, Vo € X.
(fu)n € BY est de Cauchy? et donc converge € B car B est de Banach.
Soit f, la limite de (f,)n, soit x, un élément fixé de X : e, = fo(x) — f(x) =t e
Donc (ey,),, converge vers e et E est de Banach.

< Soit(fn)n € B(X, E)YN une suite de Cauchy pour ||.||co = Ve > 0, IN € N tq

Vn,m > N, on a que ||fn — fim||oo < €. Fixons x € X, € > 0 et soit N correspondant

= Vnm > N, onaque : [[/u(@) — fu@lle < [fa — fmlle < € Donc fu(z)

est de Cauchy. Or, (E, ||.||g) est de Banach donc f,(z) converge. Comme ceci

est vrai Vx € X nous pouvons définir une certaine fonction f qui envoie x sur

la limite de (fn(2))n. Comme ||fu(x) — f(2)]| < € Vo € X, sup||fu(z) — f(2)|le
zeX

< |fn(x) = f(z)||g< €. Donc B(X, E) est de Banach. On peut justifier que f €
B(X, E) car f, est bornée et tend vers f, donc f est bornée. a

4. Convergence uniforme sur les compacts
4.1. Rappels.

DEFINITION 13. Soit (X, d) un espace métrique, soit x € X et r> 0= B(x, r[ :
{yeX, d(z, y)<r} est la boule ouverte centré en x de rayon r.

DEFINITION 14. La partie A de X est dite ouverte lorsque Vx € A, Ir >0 C A

2. Cette démonstration n’a pas été faite au cour. Soyez prudent avec.
3. Nous laissons au lecteur le bon soin de le vérifier
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DEFINITION 15. Une partie K # @ de X est dite compacte lorsque ¥ 1 # &
ensembles, V(O; € I) € P(X) ( :=ensemble des partie de X) ouverte tq K C U;c10;,
I JC ItgJestfiniet KC UjeJOj.4

PROPOSITION 8. Soit K # ¢ une partie de X : K est compact < V(xp)nen €
KN, 3z € K et 3¢ : N — N strictement croissante tq Tyn) — T
n—oo

PROPOSITION 9. Si K est une partie compacte de X, alors X est fermé et borné

PRrROPOSITION 10. Si X = R? ou X = C% et K C X est non-vide, fermé et
borné, alors K est compact.

4.2. Convergence uniforme sur les compact.

DEFINITION 16. Soit (X, d), un espace métrique, f., f: X — E, un espace
vectoriel normé. On dit que f,, converge uniformément vers f sur les compact de X
lorsque ¥ K C X compact f, converge uniformément sur K vers f lorsque n — oo

. ., CVU cvuU
ProrosiTioN 11. Soit f,, f: X — E si f, — wers f, alors f, —
surcompactdeX

f, alors fy, o9 f.

PROPOSITION 12. Soit X une partie d’un espace vectoriel normé de dimension
finie. Soit f, f: X — E. SiVn € N f, est continue en a € X et si f, converge
uniformément sur les compacts de X alors f est continue en a.

La preuve de cette proposition est laissée en exercice, il s’agit en fait de trouver
un compact comprenant a et d’utiliser les propriétés précédentes dessus.

5. Suites de fonctions, intégrations et dérivations
5.1. Passage a la limite dans une intégrale de Riemann.

THEOREME 1. Soit f, : X — R une suite de fonctions Riemann-intégrables.

Soit f : X — R. Supposons que f, vy f, alors :
— La suite [y fn(t)dt converge
— La fonction f est Riemann-intégrable

- nlﬁgofxfn(t)dt = fxf(t)dt

DEMONSTRATION. Puisque f,, C?‘?U f,onaVe >0, IN € N,Vn > N, sup |fn(x)—
zeX

f(x)| < e. Puisque Vn € N, f,, est Riemann-intégrable, on a que f € B(X;R). Or,
fn VYt dans X, donc f, vy f € B(X; R), donc f € B(X;R). Ainsi, f est borné.
Soit € > 0 et N € N correspondant (par CVU) tq Vn > N ||fn — flleo < ¥y La
fonction fy est R-int sur X = 30, ¥ € e(X;R) tq: P < fy < Vet [, -V <
=g <fo-—gx<f@)<fitgg<¥tgyg =Y

P,V € e(X;R). De plus :

~ ~ € € 2¢ € €

4. 11 faut comprendre : de tout recouvrement de K, on peut extraire un sous-recouvrement, fini
de K.

£
2




5. SUITES DE FONCTIONS, INTEGRATIONS ET DERIVATIONS 7

Donc f est Riemann intégrable.

Pour finir : Vn € N : | [ fu— [ f| < fX|fn f| <||fn = flloo, x. Puisque f, vy

foona|[fn— flloo = 0= [y fut)dt — [ f(t)dt| =0
On peut donc voir que :
— la suite ([ fn(t)dt) converge

— [y lim=1lim [,

5.2. Passage a la limite et dérivation.

THEOREME 2. Soit Q € R? un ouvert. Soit f,, € C*(;R) ¢
cs

— Vk={1, .., d}5> T g

Ay, compacts de Q

Alors :
(1) f € CH(QR) et Yo € Ryl (x) = lim gl ()
CcvuU
(2) fn surcom_p>actdeX

DEMONSTRATION. Soit x = (1, ..., 4) € . Puisque Q est ouvert, 3§ > 0 tq
B(x; 0] C Q

= B(x; 2] est une partie fermée et bornée de R? et ainsi, B(x; 3| est un
compact de €

Pour i € {1, ..., d}, h E[—g; %], neN:

h
of
wa(z+h6i) :fn(if)‘F 9 n(17+t6i) dt
o 0%
Par convergence simple : f(z + he;) = f(z) + [, g aj (x +te;) dt. Ainsi, f admet une
dérivée partielle par rapport & x; en x, ce qui se traduit par : BTf = g,;. Puisque

toutes les dérivées sont C°, f est C*.
Soit K € © un compact. Va € K, 3z > 0, B(a,r.[€ Q car KC Q et Q est ouvert.
Ainsi, par convergence simple de f,, vers f et la propriété de Borél-Lebesgue :
Ve > 0, 3N € N, Vn > N, 3 un nombre fini de p de (a;) tels que : |f,(a;) —

flai)l < 5
Soit € > 0 et Ne N correspondant, soit x€ K, 3i € {1, ..., p} tel que x€B(ay, r|
Puisque f et f, sont toute deux de classe C' sur €, elles le sont aussi sur
B(ag, ri[ et on a :

1
f(@) = fla) + / (2 — a)V flax + s(z — ax)) ds

f— (@) = falar) + / (& — ap)V fulan + s(z — ap)) ds

Par I'inégalité triangulaire, nous avons :

1
[fn(2)=f(2)| < Ifn(ak)*f(ak)H/o (z=a)V f(ar+s(z—ar))=V fnlar+s(z—ay))|ds

[fn(z) = f(z)] < e
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Car pour k assez grand, on peut borner le premier terme par convergence
uniforme, de méme pour le deuxiéme. ([

COROLLAIRE 2. Soient :

(1) fn, f:Q— R avec f,, CVS vers f

(2) VneN, f, e CP(X,Y) (p € Ny)

(8) Vk € {0, ..., p — s}, les dérivées partielles d’ordre k de fi convergent sim-
plement sur X

(4) les dérivées partielles d’ordre p de f, CVU sur les compact de Q
Alors :

(1) feCP(,Y)

(2) Vo e N* s a|=a1+ ... +ag <p, Ve e Q : 0%f(z) = lim 0% fn(x)

(8) Vo € N* tq |a| < p, la série 0°f,, CVU sur les compact de X vers 0*f

6. Séries de fonctions
6.1. Retranscriptions des résultats sur les suites :

DEFINITION 17. Soit X un ensemble, E un e.v.n., (uy), une suite de fonction
de X dans Y. On appelle série de terme général (u,,) la suite de fonctions définie
n

par : Spen(x) := > up(x)Va € X. La série (S,) de terme général u, CVU sur X
k=0
lorsque (Sp)n CVU sur X vers S.

THEOREME 3. Soit (X, d), un espace métrique, soit a € X tq Vn € N u,, est
n

continue en a et si Sy, = > up CVU vers S alors S est continue en a (continuité
k=0
locale).

THEOREME 4. Soit (X, d) un espace métrique, soit u, € C°(X,Y) Vn € N, si
S>> ug CVU vers S sur X alors S € C°(X, Y) (continuité globale).
k=0

THEOREME 5. Soit X un pavé de R?, Y=R, C, R¢ ou C%, u,, : X — Y une
suite de fonctions Riemann-intégrables sur X. Si Sy, la série de terme général uy,
CVU sur X vers S, Alors :

— S est Riemann-intégrable sur sur X

— [x Sn(t) dt converge

— lim Jx Sn(t)dt = [ S(t)dt

THEOREME 6. Soit X C RY un ouvert (ou segment pour d=1), Y=R, C, R? ou
(Cd
up - X = Y le terme général d’une série (Sp), tq :

(1) Vn e N, u, € CP(X,Y) (p € Ny)

(2) Vk € {0, ..., p — s}, les dérivées partielles d’ordre k de Sy convergent sim-
plement sur X

(8) les dérivées partielles d’ordre p de S, CVU sur X
Alors :
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(1) SeCP(X,Y)
(2) Vo e N* s a|=a1+ ... +ag <p,Vr e X :90%S(x) = lim 0% Sy (x)
(8) Yo € N%, la série 0%S,, CVU sur les compact de X vers 0*S

Ces théorémes découlent immédiatement des théorémes équivalents pour les
suites de fonctions sans autre subtilités.

6.2. Convergence normale. Soit X un ensemble et Y un e.v.n

DEFINITION 18. Soit (uy,), une suite de fonctions de X—Y. On dit que la série

de terme général (u,) converge normalement sur X lorsque Y ||un]]oo,x < +00.
neN

Remarquons qu’il s’agit de la convergence absolue dans (B(X,Y), ||-||cc)- Comme
les sommes partielles sont toutes bornées et de terme général positif, si la série
converge normalement, alors elle converge simplement.

THEOREME 7 (Critére de Weierstrass). La série de terme général u,, vérifie le
critére de Weierstrass si :
(1) ¥n e N, IM,, > 0 : ||Jun(2)|]oo, x < My,

(2) 3 M, < oo
neN

Une série converge normalement sur X si et seulement si la série vérifie le critére
de Weierstrass
THEOREME 8. Avec les notations précédentes, si (Y, ||.||) est un espace de Ba-
n n
nach et si Y wuy, converge normalement sur X, alors >, uy converge uniformément

k=0 k=0
sur X.

DEMONSTRATION. Puisque Y est de Banach (B(X;Y), ||-||oc) I'est aussi. Puisque

n
> u, converge normalement sur X, > ||ugllco,x < oo. Donc, la suite o, =
k=0 -

n
> ||uk]loo,x est converge dans RT. Donc, (0,,), est de Cauchy de R*. Donc,
k=0

Ve > 0,dN € N,Vm,n > N, ||on, om|lr+ < €. Fixons € > 0 et soit N correspon-
dant. Pour z € X :

max(n,m)

1S0(2) = Sm@)lly = | >  w@lly
k=min(n,m)+1

max(n,m)

Yo lu@)l]

k=min(n,m)+1

IN

max(n,m)

< Yo lun@)lleex

k=min(n,m)+1
||Un70m||]R+ <e

€

1Sn (2) = Sm (2)]]o0,x
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Sp, est de Cauchy de (B(X, Y), ||.||o) et donc converge dans B(X;, Y') et converge
alors uniformément vers une fonction f sur X. O

COROLLAIRE 3. Soit f, : X — Y, Y de Banach. On suppose que Yn €
N, M, > 0,Vz € X, [|fuq1(z) — fi(@)|ly < My et Y, My, < oco. Alors la suite
(fr)nen CVU sur X.

DEMONSTRATION. Posons Vn € N, S,,(z) = > (fut1(x) — fr(x)). Cette série

converge normalement sur X par le critére de Weierstrass. Puisque (Y, [|.|]y) est de
Banach (S, )neny CVU sur X. On a S, (z) = frni1—fo(z)Vn € N,Ve € X = (fn)nen
CVU sur X. 0

6.3. La transformation d’Abel (pour les série).

CRITERE 1. Soit (Y,||.||y) un espace vectoriel normé de Banach, soit f, une
suite de R" décroissante et tendant vers 0, soit (gn)nen une suite de vecteurs tq

n
IM >0,Vn >0, || > g|| < M. Alors la série > frgx est convergente.
k=0

n
DEMONSTRATION. Posons Vn € N, S, = > frgr et montrons que cette suite
k=0
est de Cauchy. Posons n, m € N avec n < m.

Sm - Sn = Z fkgk:
k=n+1

n

Posons Vn € N: o, = > gg. Ainsi, g, = 0y, — 0p—1.

Donc Sy — S = > filok —ok—1) = > fuok — X fuOk—1 = fomom —
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
m—1
fonr10n + > (fx — fxs1)0k. On en déduit que : [|S;, — Sull < ||fmomlly +
k=n+1
nm—l
[ fnvronll + 22 (fe = frr1)owlly
k=n-+1
m—1
1Sm = Sully < [fmomlly + |[fns100|l + . > (e = frer1)owlly
=n—+1

Par hypothése sur o, :

m—1

1Sm=Snlly < M(fmtfar)+M D> (fr—fir1) < M(fasr—Fm) M (fmt fnsn) = M o
k=n+1

Puisque f, =+ 0on a Ve > 0,dN € N, Vn > N, 2M f,, < e. Ainsi, Ve > 0, AN €
N, Vn, m > N, ||S;, — Su|ly < €. Donc S, est de Cauchy dans (Y, ||.||y) de Banach
donc S,, converge. O

THEOREME 9. Soit X un ensemble et Y un espace vectoriel normé de Banach,

(fn)nen une suite de fonctions X — RT tq Vn > 0, for1 < fu, fn Y0 et

501t (gn)nen une suite de fonction de X — Y tq AM > 0,Vn € N, Ve € X :
n

| > gu(x)|ly < M. Alors la série Y fngn CVU sur X
k=0
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DEMONSTRATION. Vx € X, appliquons le raisonnement du théoréme précédent
a fn(z) et gn(x) pour arrive a : ||Sy(x) — S (2)||ly < 2M fr41(z). Donc, Vo € X,

[[Sn(z) = Sm()]]y < 2M||fn+1||OO,X

D'ou [|Sn(z) — S (2)||co,x < 2M||frt1lloo,x- = (Sn)nen est de Cauchy dans
(B(X5Y), [|-]loo,x) et donc (Sp)nen CVU sur X O

7

7. Séries de puissances

7.1. Théorie du rayon.
On s’intéresse a un espace vectoriel réel complet (Y, ||.||y) et aux séries de
fonctions de terme général :

U : X =C =Y 2= uy(x) = an(x —x0)"
ott (U )nen € YN, 2o € C fixé. (uy,)nen = le terme général d’une série de puissance.

DEFINITION 19. Awec les notations précédentes, on appelle rayon de la série de
puissances ’élément de RT définit par :

1

- . 1/n
Limsup(||an|y/")
n—oo

avec les conventions 1/0 =00 et 1/oo =0
PiOPOSITION 13. Soit uy, = an(z—x9)™ le tg d’une série de puissances, notons
R € Rt le rayon. On a les propriétés :
(1) Vz € C, ||z — 20| < R la série de tg u,(z) converge absolument.
(2) ¥z € C, ||z — x| < R la série de tg u,(z) diverge grossiérement.”®
DEMONSTRATION.
(1) Soit z € Ctq |zg — 2| <R
E< oy = 3Rta <5<

[zo—z2|

1
lwo—z|"

L= z%sgpnann;” = 3IN eNtq¥n > N, |lan||"/" < L = [Jan]] < -

Ainsi, [|an(@ — 20)"||y = llanll oo — 2| < Lzo==l”

] lzo—z"

Or, la série de terme généra est une série géométrique de raison <

1 et est donc convergente

: 1 1 n 1 1 1
(2) Soit z € C tq \xo—z|>R§>m:>3th§>§> o7
Puisque + = limsup||an||;//”, J¢ : N — N strictement croissante tq :
n—oo
Vn € N,
#(n)

— < ||ugn
J ()Y
On en déduit que
|z — 2|

— = < llagemllleo - 2% = [Jag( (z — 20)?™ ||y

5. Le terme général de la série ne tend pas vers 0 (et donc la série diverge)
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Or, Iz%"‘ > 1 et ¢(n) — oo donc la suite ||a,(z — x0)"||y n’est pas bornée
et u, diverge grossiérement.

O

THEOREME 10. avec les notations précédentes

(1) Si R < oo alors, Ve > 0 avec € < R, la série de fonctions de terme général

Un(2) = an(z — x0)"™ converge uniformément sur B(xo; R — €

(2) Si R = oo, alorsVRy > 0, la série de puissances de terme général a,,(z—xo)"

converge normalement dans B(zo; Ro)

DEMONSTRATION. Nous devons montrer les deux cas séparément, :

(1)

Supposons R < +00, soit € €]0, R| et soit ® € B(zg, R—¢], alors ||uy(e)||y =
lan (o — 20)™ |y = llanlly]|(® = 20)||" < |lan|ly (R — €)™, qui est indépendant
de o. De plus, |a,||y (R — €)™ est le terme général d’une série convergente
car R — e < R et R est son rayon de convergence et donc, par le critére
de Weierstrass, la série de fonction de terme général u, (o) = a, (e — 2o)"
converge normalement sur B(zg, R — €.

Supposons que R = +00, soit Ry > 0 et soit e € B(zg, Ro] alors, ||un(e)|ly =
lan(® — 20)"|ly = |lanlly|l® — 20l|™ < |lan]ly (Ro)™ qui est indépendant de
e. De plus, ||lan|ly(Ro)™ est le terme général d’une série convergente car
Ry < R =+ et R est son rayon de convergence, donc, par le critére de
Weierstrass, nous avons que la fonction de terme général u,, (o) = a, (e—2¢)"
converge normalement sur B(zg, Ry].

O

PROPOSITION 14. La série de fonction S de terme général u, (o) = a,(® — zp)
et de rayon de convergence R, converge normalement sur tout compact de B(zo, R].

DEMONSTRATION. Nous avons trois cas :
— Si R=0il n’y a rien & démontrer.
— Si R €]0,+00], soit K un compact de B(zg, R[, alors Je €]0, R[ tel que

K C B(zp, R — ¢]. Comme une série de fonctions de terme général u, (o) =
an (e — zp) converge normalement sur B(zg, R — €] la convergence normale
sur K suit.

— Si R = 400 alors nous avons que B(zp, R[= C. Soit K C C un compact

IRy > 0 tel que K C B(zp, Ry]- Comme une série de fonctions de terme gé-
néral u, (e) = a,(®—2p) converge normalement sur B(zo, Ry la convergence

normale sur K suit.
O

PROPOSITION 15. La série de puissance S de terme général u, (o) = a,(e—zp)"
et de rayon de convergence R est continue sur B(zg, R|.

DEMONSTRATION. Observons que le terme général de la série de puissance
Up : X =C =Y : e a,(e— z)™ est un polynéme Vn € N et toutes fonction
polynomiale est continue. De plus, VK C B(zg, R[ ot K est un compact, nous avons
que la série de terme général u,(e) = a,(® — 2) est absolument convergente alors

—+oo

S(e) = > uy(e) est continue sur B(zg, R|. U

n=0
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PROPOSITION 16. Soit 0 < R < 400 le rayon de convergence de la série de
puissance U, (o) = an (e — 29)". Si Jzg € <(20, R) :={2 € C | ||z — 20|y = R} telle
que la série de fonction de terme général u,(xo) = an(xo — 20)" est absolument
convergente alors la série de fonction S(e) de terme général u,(e) = a, (e — z)"
converge normalement sur B(zo, R].

DEMONSTRATION. Prenons z € B(zp, R| et observons que |a,(z — 2z0)"|ly =
lanllllz = 20ll™ < llanlly B™ = [lan|l[lzo — 20" = llan(zo — 20)" || mais la série de
terme général u,(z) = a,(zg — 20)™ est absolument convergente ce qui signifie que
la série de terme général ||a,(z — z0)"|| converge. Observons que ceci ne dépend
pas de z € B(z, R] alors, par le critéres de Weierstrass, nous avons que la série de
fonctions u,(e) = a, (e — 2p)™ converge absolument sur B(zg, R]. O

THEOREME 11 (D’Abel, radial sur les série de puissances). Si Jxg € (20, R)
telle que la série de puissance de terme général u,(xo) = an(xo—20)" converge, alors
la série de puissance de terme général u,(e) = a,(® — 29)"™ converge uniformément
sur le segment [zo, o] := {txo + (1 — )20 | t € [0,1]}.

DEMONSTRATION. Sans perte de généralité, prenons zg = 0 € C et 2y € Rar.

Soit z € [0, 20, un(z) = apz"™ = anz{}(i)n et R = zp. Alors, définissons s, =
n

n
> agzo. I vient u, = (s, — sn_1)<%> . Alors pour n,p € N avec n > 1 Nous
E=0

avons :
n+p n—+p N
Z uk(z) = Z(Sk — Sk,1)(;0)
k=n k=n
n+p P k
= Z(Sk — Sp—1) = (Sk—1— Sn—1)<*)
k=n 0
n+p k n+p k
z z
= Sp—Sn—1)|— ) — Sk—1— Sn—1)| —
];l( k 1)<Zo) /;( k=1 1)<Zo)
n+p k n+p—1 k1
z z
= (s 5n—1)(%> - > (k- Sn—l)(%)
k=n k=n—1
n+p—1
z \"tP Z\" z\k z
= \Sn — Sn— — —(Sn—1—Sn— — —Sn— — ]-_7)
(Sn4p — s 1)(z0) (Sn-1—s 1)<Zo> * ;;1 (s 1)<2f0) ( 20

Ce qui donne
n+p n+p—1

’kz_;w@(z)‘ < |(Sntp — sn—1)(i)”+p| 4 kz:; (s — 3"_1)|<i)k(1 B %)
= (Sntp — 5n—l)(i>n+p| + n§1|(8k — sn_1)|<(%)k _ (Zio>k+1>
k=n

Mais, par hypothése, la série si, de terme général a,z{, converge. Prenons ¢ > 0,
3N € N tel que Vn > N, Vp € N nous avons |S,4p, — Sp—1| < e. Alors, Vn > N,
nous avons :

n-+p n+p—1

‘,;LUk(z)‘ < €(i)n+p+e kz:; (Z—Zo)k — (%)k+1 = e(zio)n <e
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Notons que pour S, les sommes partielles de la série de puissance a,,z", nous avons
Ve > 0 3N € N tel que Vn,p € N tel que n > N, Vz € [0, z9] nous avons |S,4p(2) —
Sn(2)| < € ce qui signifie [[Sn1p — Snlloc,j0,29] < € Donc (Sp)nen est une série de
Cauchy in (B([0, z0],Y), ||.]lcc) qui est un espace de Banach donc (S, )nen converge
dans (B([0, 20],Y), ||.]lcc). Donc la série de fonction S,, converge absolument sur
[0, Zo]. (Il

THEOREME 12 (Produit de Cauchy). Si (ay)n, (bn)n € CN sont des séries telle

o0
que le terme général a,, et b, converge absolument, alors la séries ¢, = Y apbn_k
k=0

o0 o0 (o]
converge absolument et nous avons que Y, ¢, = ( > an>( > bn).
n=0

n=0 n=0

THEOREME 13. Si (an)n, (bn)n € CN sont telle que la série de terme général a,

oo
et b, convergent et que la série de terme général ¢, = > apbn_j converge aussi,
k=0
oo oo oo
alors nous avons que > ¢, = ( > an)< > bn).
n=0 n=0 n=0

DEMONSTRATION. Posons que u,(2) = anz", vn(2) = bp2™, wp(2) = cp2™.
Comme la série de terme général a,,, b, et ¢, nous avons les rayons de convergences
respectifs : Ry, Ro, R3 des séries u,(z), v, (2) et wy(2) sont tous > 1. nous avons
o0 o0 o0

aussi que A(z) = > un(z), B(z) = > vp(z) et C(z) = > wyp(z) sont trois
n=0 n=0 n=0

fonctions continues sur [0, 1] et avec les théoréme radial d’Abel, nous avons que ces

fonctions convergent normalement sur tout compacts de B(0, R[ avec R > 1. De

plus nous avons que Vz € [0,1[C B(0, R], les séries de terme général u,(z) = a,z",

Un(2) = bp2™, wp(z) = ¢, 2™ sont absolument convergentes. Dela, il suffit d’observer
n n

que n € N et z € [0, 1] nous avons qeu Y. (ar2®)(bp_r2" %) = 3 (ag)(bn_k)2" =

n
2" 3 apbp—g = 2"c, == ¢, 2" et par le théoréme du produit de Cauchy nous avons
k=0
que Vz € [0,1], A(2)B(z) = C(z) et par continuité de ces fonctions en z =1 z =1
nous avons que A(1)B(1) = C(1)et nous avons que Y. ¢, = ( > an)( > bn) O
n=0 n=0 n=0

7.2. Fonctions réelles analytiques.

DEFINITION 20. Soit Y un espace vectoriel normé de Banach et soit une suite

U R =Y 12 up(x) = an(z — x0)", 0 x9 € R, alors nous nommons la série

formelle dérivée de la série de puissance te terme général u,, la série de puissance
0 stn=20

de terme général v/, R —Y :x— u (x) =
" n(@) nan(x —x0)" 1 sin>1

PROPOSITION 17. Soit R le rayon de convergence de terme général u,, et soit
R’ la dérivée formelle de la série de puissance de terme général u.,, alors R = R'.

. P . 1/n—1
DEMONSTRATION. Par définition, de R’ nous avons; = limsup ||nan||y/ "=
n—oo

limsup nt/"~1 ||an||%,/7k1 = limsup ||an||%,/7k1 car n!/"~1 = exp (bﬁ) — 1.Alors
n—oo n—o0

n=1) nsco
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nous avons que 5, = limsup Han||%//"_1 = limsup (||an||i,/")”/”*1 = limsup ||an||§//n
n—oo n—oo n—oo
+etdonc =4 < R=R. O

PRrROPOSITION 18. Soit f la somme de la série de puissance de terme général
Un () = an(x — x0)"™ de rayon de convergence R > 0, alors f est C™ sur |xg —

)
R,ao+R|eta, =1 n(,”).

DEMONSTRATION. Le fait que la fonction f soit C*° vient du fait que u,(z) =
an(x — o)™ est une fonction polynomiale Vn € N, alors f,, est aussi une fonction
polynomiale et que toutes fonction polynomiales sont C'°°. Prouvons que a, =

(n) , . S
fT(!IO). Soit x €]xg— R, 20+ R[ et soit n € N alors nous avons (™ (z) = 3 ap(z—

k=n

o0
x0)*~". En particulier pour = = xo nous avons f(™(z) = kz ap(xg — )" =
=n

a2 = gonl & a, = £ comme voulu O
n (n—n)l nfl: n ol :

DEFINITION 21. Soit Y un espace vectoriel normé de Banach et soit U C R
un ensemble ouvert. On dit que f : U — R est réelle analytique sur U si Vg € U,
Je > 0 tel que V =|xg — ;20 + €] C U et on a que f est la somme d’une série de
puissance sur V.

PROPOSITION 19. Soit Y un espace vectoriel normé de Banach, soit U C R un
ensemble ouwvert f : U — R be C'°° on peut définir la série de Taylor de f dans

X ) ()
xg € U, P(x) = Y % Et nous avons que f est réelle analytique sur U
k=0

< Vg € U, Je(xg) > 0 tel que P converge uniformément vers [ sur |zo — €, x0 + €]






Chapitre 2

Intégration

1. Intégrale absolument convergente

1.1. Rappel sur l’'intégrale de Riemann.

DEFINITION 22. Soit a,b € R tel que a < b. On dit que f : [a,b] = R est
une fonction étagée < In € N avec n > 1 tq I{ap,a1,...,an-1,a,} C R et
AL A, -, A CRaveca = ag < ay < ag < -+ < ap—1 < ap = b et
Vi€ {1,2,...,n} nous avons f [ai_1,a:] = Ai- Nous notons l’ensemble des fonctions
étagée f : [a,b] = R, &([a,b],R)

DEFINITION 23. Soit f : [a,b] — R borné sur [a,b] alors nous définissons :

— [ flx)dz = inf (f: w(x)da:>.

[a,b] f<peé([a,b],R)
— [ fwdr= sw ([ p(@)dz).

[— | f>p€eé([a,b],R)

a,b

PROPOSITION 20. Soit f : [a,b] = R une fonction bornée sur [a,b]. f est Rie-
mann intégrable sur [a,b] < Ve > 0, Jp, ¢ € &([a,b],R) tel que Yz € [a,b] nous

avons p(z) < f(x) < ¥(x) tel que ff(w(m) —p(x))de <e.

PROPOSITION 21. Soit f,g : [a,b] = R deux fonctions Riemann intégrables sur
[a, b] alors :

(1) YA\, p € R la fonction A\f 4+ pg est Riemann intégrable sur [a,b] et f:(/\f +
ng)(t)dt = X [2 f(t)dt + p [7 g(t)dt.

(2) La fonction min(f,g) : [a,b] — R : x — min(f(x),g(x)) est Riemann
intégrable sur [a,b] et fab(min(f, 9))(t)dt < min(f; f(t)dt, f:g(t)dt).

(8) La fonction max(f,g) : [a,b] — R : & — maz(f(z),g(x)) est Riemann
intégrable sur [a,b] et f;(maw(f, 9))(t)dt > ma:c(fab f(t)dt, f;g(t)dt).

(4) La fonction |f| : [a,b] = R : z — |f(z)| est Riemann intégrable sur [a,b] et
2 10yt < [71F (D).

DEMONSTRATION. La preuve est laissée en exercice ! (I

1.2. Fonctions absolument intégrables.

1. non, cela n’a rien & voir avec la longueur et la non nécessité de la preuve...

17
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DEFINITION 24. Soit I C R tel que I # @ et soit f : I — R on dit que f est
absolument intégrable sur I lorsque : V[a,b] C I, f est Riemann intégrable sur |a,b]
et que sup f;|f(t)dt| < +o00.

la,b]CT

DEFINITION 25. Soit I C R un interval, on nomme suite exhaustive croissante
de segment de I, toutes suites ([an, bn))nen, 00V € N, [an, b,] C I, tel que Vn € N,
[an,bn] C [ant1,bns1] et que nLgJN[an,bn] =1.

LEMMA 1. Soit I C R un intervalle non vide alors 3 au moins une suite
([an, bn])nen, qui une suite exhaustive croissante de segment de I.

THEOREME 14. Soit I C R un intervalle non vide, soit f : I — R une fonction
absolument intégrable de I alors, la suite oy, = f;: f(@®)dt converge ¥([an,bp])nen
suite exhaustive croissante de segment de I et sa limite ne dépend pas du choizx de
la suite ([an, bn])nen-

DEMONSTRATION. PosonsVn € N, 3, = fab"|f(t)|dt et notons L = sup fab|f(
" I

a1 =
400 car f est absolument intégrable sur I. De plus, Vn € N nous avons [que Bn < L.
Prenons une suite exhaustive croissante de segments ([ay, b,])nen, alors nous avons
que la suite 3, est aussi croissante et nous avons que 3, est convergent dans RT
car elle est croissante et bornée. Par ce fait, nous avons que [3,, est une suite de
Cauchy. Observons que Vn,p € N nous avons que :

|Ctntp — an|—‘/an:p t)dt — / f(t dt‘
= \ st / b J(t)dt + /b b s~ | b fyee|

bn+p brntp
- ‘ £)dt + / ()] < | f(t)dt‘ +| / o
b Aptp bn

An brtp
< / F)ldt + /b (b))t
an b, bnip bn
- / )t + / F@)ldt + /b @)t~ / (b))t

busp bn
- / F)ldt +/ FOIdE = Butp — Ba = |Busp — Bl

Anip an

Comme (B,,)nen est une suite de Cauchy nous avons que (a;, )nen st une suite

de Cauchy in (R, |.|). Mais (R, |.|) est un espace vectoriel de Banach et donc nous
avons que (o, )nen converge. De plus, prenons |a,b] C I alors nous avons que
3N € N tel que Vn > N, a,, < a et b, > b ce qui signifie que [a,b] C [an, b,] alors
Vn > N nous avons que fab|f( t)|dt < B, < L. Notons | = lim € R" et nous avons

’I’L—)OO

que f:|f(t)\dt <1 V|a,b] C I ce qui signifie que L = sup fa |f(#)|dt <1 et donc
lab]C1

nous avons que L < let ! < L car 3, < L ce qui signifie que L = I. Soit ([an, bn])nen
et ([an,bn))nen deux suites exhaustives croissantes de segment de l'intervalle 1.

t)|dt >
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Posons oy = [ f(8)dt, B = [P 1F()|dt, G = [2 F()dt, B = [271F(2)]dE. Alors
nous avons que ": " ~ o
by brn
an—anl =| [ e~ [ roar

max(an,an) min (b, ,En) max(by, ,En) max(by, ,En)
/ Ft)dt+ f(t)dt+/ f(t)dt—/ f(t)dt‘

nin(an,an) max(anp,an) min(bn,~n) nin(ay,an)

max(a,L,a,L max b,L,b,L) max an,an) max(by by, )
- (/ dt+/ dt’ ]/ dtH/ f(t)dt’
min(an ,an) min( n,~ in(ay,an) min(by, by, )

B max(an ,an) max by ,br)
<16, — Gl = [ sl [l

min(ay,an) min(by,,b,)
max(anp,an) min(bn,i)n) max(bn,gn) min(bmi)n)
= [ e [l [ ol [ ol
min(a,,an) max(ar ,an) min(by, by, ) max(an,an)

max(bn,,bn) min (b ,byn) b b
:/w ~ﬂﬂmﬁ—/ (~Jﬂmﬁ=/lﬂmﬁ—/lﬂmﬁ

Ainsi, | = L et f;"|f(t)|dt — Let f;,,"|f(t)|dt — L ce qui signifie que |a,, —
n n—oo n n—oo
an| < 18n — Bn] —> L — L =0. Nous obtenons que «,, ne dépend pas du choix de
n—oo
la suite ([an, bn])nen- O

PROPOSITION 22. Soit I = [a,b] C R alors nous avons que f : I — R est
absolument intégrable sur I < elle est Riemann intégrable sur I = [a,b] C R et
dans ce cas nous avons que

bn
d d
w2 [ o= /‘f

n— oo
Pour toute suite exhaustive croissante de segments de [a,b], ([an,bn])nen-

DEMONSTRATION. Prouvons ces deux choses séparément :

— (<) Nous avons que f : I — R est Riemann intégrable sur [a,b], ce qui
signifie que f est Riemann intégrable sur tous segments J C [a,b]. De plus,
|f] est Riemann intégrable sur [a, b] car f D'est et car [a, b] est un intervalle

alors nous avons que 3L < +oo tel que L =  sup ff|f(t)\dt = f:|f(t)|dt
a,B]Cla,b]
et donc nous avons que |f| est Riemann intégrable sur [a, b].
— (=) Si ([an, bn])nen est une suite exhaustive croissante de segments de [a, D]
alors AN € N tel que ¥n > N nous avons que [an, b,] = [a,b], alors nous
avons f[a p f(B)dt = f: f(t)dt car f est absolument intégrable sur I par

hypotheése. Ce qui nous donne que f est Riemann intégrable sur I.
O

PROPOSITION 23. Soit I C R un intervalle non vide, alors I’ensemble L*(I) :=
{f: I —>R| [ est absolument intégrable sur I} est un espace vectoriel réel, « :
LYI) = R : f— [; f(t)dt est une forme linéaire sur L'(I) et N : L*(I) — R :
f— fl\f )|dt est une pseudo norme (posséde juste les 2 premiére propriétés de la
norme) sur L1(I).
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1.3. Intégrales convergentes fonction d’une de leurs bornes.

PROPOSITION 24. Soit I C R un intervalle non vide, soit a € I et soit f :
I — R alors f est absolument intégrable sur I < nous avons que [ est absolument
intégrable sur IN] — oo, a] et on IN[a,+oo| dans ce cas nous avons que : [, f(t)dt =

e seay SOt + f[am[ F(t)dt.

DEMONSTRATION. Prouvons les deux implications séparément :

N

— (=) Comme f est absolument intégrable sur I nous avons que V], ]
Infa,+oo] donc [a, B] C 1T :

B
/|f( )|dt < sup /|f )|dt = /|f )|dt < 400
«a la,B]CI

Ce qui nous donne quef est absolument intégrable sur I N [a, +o0].
De plus, comme f est absolument intégrable sur I nous avons que V[a, /3]
IN] — 00,a] donc [a, B] C 1 :

B
/|f( )|dt < sup /|f )|dt = /\f )|dt < 400
«a la,B]CI

Ce qui nous donne quejf est absolument intégrable sur IN] — oo, aj.
Soit ([cn, Bn])nen une suite exhaustive croissante de segments de U'intervalle
IN] — o0, a] et soit ([dn, Bn])nen une suite exhaustive croissante de segments
de I N [a,+oc[. Alors, nous avons que la suite ([or,, Bn])nen est une suite
exhaustive croissante de segments de I, et nous avons que Vn € N :

B

N

a Bn
F(tydt = / fydt+ | ft)at

Qn

En prenant la limite ot » — oo nous avons :

/SZ(t)dt - /Iﬁ]oo,a] f(t)dt * zﬁ[dﬂr@[ f(t)dt

— (<) Soit o, 8] C I tel que [a, ] C I NJa,+o0f or [a, 5] C IN] — o0, a] alors
nous avons par hypothése que f est Riemann intégrable sur [«, 5]. D’autre
part, nous avons que a € [, 3] et nous avons par hypothése que f est abso-
lument intégrable sur [, a] C IN] — 00, a] et on [a, 8] C I NJa,+oc[ donc on
[a, B]. Ce la nous donne que f est Riemann intégrable sur tous compacts del.
Posons My =  sup  [P|f()ldtet Mo=  sup [P f(t)|dt.

[, 8] CIN]—00,a] [, 8]CTN[a,+o00]
nous avonstrois cas :

— Si [a, 8] € IN] — o0, a] nous avons que ff|f(t)\dt < My < My + M.
— Si [, 5] € I NJa,+o0] nous avons que ff|f(t)\dt < My < My + M.

— Sia € [a, 8] alors ff|f(t)|dt = f;’|f(t)|dt+ff\f(t)|dt < My + Mo.
Ce qui signifie que f est absolument intégrable sur I.
O

PROPOSITION 25. Soit I C R un intervalle non vide et soit f : I — R absolu-
ment intégrable sur 1. Alors, les deuz fonctions Fy : I — R :xz — fm]—oo 2] f(t)dt
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et Fo: I >R :xz— fm][z’Jroo] f)dt sont de Lipschitz sur I, ce qui signifie aussi
que Fy, Fy € C°(1,R).

DEMONSTRATION. Soit g € Int I, alors 3§ > 0 tel que Jzg — d, 29 + 0[C I.
Comme la fonction | f(e)| est Riemann intégrable sur le segment [xg—0/2, zo+d/2] C
I, nous avons que Vz € [zg — §/2,2¢ + /2], | f(x)] < M(xo, ) et nous avons que
Yo,y € [x0 —6/2,20 +0/2] :

max(x,y)
P - Fel=| [ sl [ i < Mol
IIlln
Maintenant, prenons xg € I mais z ¢ Int I. Alors, comme I = [a, b] est un intervalle
nous avons deux cas :

— o = a alors nous avons que la fonction |f(e)| est Riemann intégrable sur
le segment [a,a + §[C I que Vz € [a,a + ], |f(z)] < M(a,d) et nous avons
que Vz,y € [a,a + ],

Fw) - rwl=| [ 1] < /m(i’y F(0)ldt < M(a,5)|z ]

min(z,y)

— o = b alors nous avons que la fonction |f(e)| est Riemann intégrable sur le
segment [b — §,b[C I que Yz € [b—4,b[, | f(z)| < M(b,d) et nous avons que
Ve,y € [b—4,b],

rw) - rwl = [ s < [ " o < M 0.0)1e —

min(z,y)

Alors nous avons que F' est une fonction de Lipschitz sur 1. (Il

THEOREME 15. Soit I C R un intervalle non vide, soit f : I — R absolument
intégrable sur I, soit xo € I et soit f continue sur xq, alors nous avons que F' = Fy
et F = F5 sont dérivables en xq et F'(xo) = f(x0)-

PROPOSITION 26. Soit I C R un intervalle non vide, soit f : I — R absolument
intégrable sur I et de classe C* sur un voisinage de xo € I, alors nous avons que
F = F, et aussi F = Fy est de classe C*T1 sur un voisinage de xg.

1.4. Critére d’intégrabilité absolu.

PROPOSITION 27. (Critére de domination)
Soit [a,b[C R, soit f : [a,b]— R et g : [a,b[— R Riemman intégrable sur [a,b] et
supposons que IM € RT tel que Vx € [a,b] nous avons que |f(x)| < Mg(x) alors
nous avons que :

— Si g est absolument intégrable sur [a,b[ alors f est absolument intégrable sur
[a, b].

— Si f n’est pas absolument intégrable sur [a, b] alors alors il est de méme pour
g.

DEMONSTRATION. Prouvons le premiers point, le second étant la contraposee

exacte. Comme g est absolument intégrable sur [a, b[, nous avons que  sup f ﬁ t)dt <
[a,B]Cla,



22 2. INTEGRATION

+o0o ce qui signifie que Vz € [a,b], |f(x)] < Mlg(z)] ot M € R nous avons que
Ve, ] C [a, b :

B B B
/ F ()t < / M(t)dt = M/ g(t)dt < 400
Ce qui nous donne que f est absolument intégrable sur [a, b]. ([

DEFINITION 26. Soit I C R et soit f,g: 1 — R, alors on dit que [ est dominé
par g enxg € I, noté f = O(g), si 36 > 0 tel que IM > 0 avec Vz € [xo— 0, xo+ 0],
xo

[f(@)| < Mlg()|.

DEFINITION 27. Soit I C R et soit f,g: I — R, alors on dit que [ est négli-
geable par rapport & g sur un voisinage de xo, noté f = O(g), si Ve > 0, 36 > 0 tel
Z

que Y € [zo — 6,20 + 0], [f(2)] < elg(z)|.

DEFINITION 28. Soit I C R et soit f,g : I — R, alors on dit que f est est
équivalent a g sur un voisinage de xy € I, noté f > g si nous avons que f—g = O(g).

PROPOSITION 28. (Critére d’équivalence)
Soit [a,b[C R, soit f : [a,b]— R et g : [a,b[— R, Riemann intégrables sur [a,b]
alors si, f ~ g, nous avons que :
r—b~

— Si g est absolument intégrable sur [a,b[, alors [ est aussi absolument inté-
grable sur [a,b| et que f:|f(t)\dt o~ f;g(t)dt.

— Si g n'est pas absolument intégm%le sur [a,b[ alors il en est de méme pour
fet fab|f(t)|dt e f;g(t)dt et elles tendent vers oco.

DEMONSTRATION. Prouvons les deux points séparément, :
— Comme | f] ~ 9 36 €]0,b — al tel que Vx €]b— 4, 8] :
z—b—

[f(@)| = g(x) < |f(x) — g(2)] < g(z) & [f(z)| < 2¢(x)

Comme g est absolument intégrable sur [a,b], g est absolument intégrable
sur |b—4, b[ ce qui signifie, par le critére de domination, que f est absolument
intégrable sur |b— 4, b|. Par le fait que f est Riemann intégrable sur [a, b— 4],
qui est un intervalle, nous avons que f est absolument intégrable sur [a, b—0]
et donc f est absolument intégrable sur [a, b[. A partir de 14, fixons € €]0, 1],
alors 39, €]0,b—a] tel que Vo €]b—4, b, | f(x) —g(x)| < eg(x) ce qui signifie
que Vt €]b — ., b[ :

b b b
(1=e)g(t) < ()] < (1+e)g(x) & (1—e) / g(t)dt < / F@Oldt < (14¢) / o(t)dt

/ﬂf (Ot = /:g“)dt\ < 6/:"" e Trol ~ /:g(t)dt

— Le fait que g n’est pas absolument intégrable sur [a, b[ suit de la contraposée
exacte du premier point. Fixons € €]0, 1[. Alors nous avons que 39; €]0,b—a]
tel que Vo €]b—01,0], | f(2)—g(x)| < §9(x) ce qui signifie que Va, t €]b—0d1,b]
nous avons que :

(1-5)9(t) < IF)] < (1+5)g(@) & (1-3)

54

xT xT € xT
‘ /b G /b Il < (15) /b .

g(t)dt
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<:>‘/b:1|f(t)|dt—/b:19(t)dt‘S;/bz sdt = [ 1rwld ~ /: o(t)dt

—61 b—51 z—b~ —5;

De plus, par le fait que g est non riemann intégrable sur [a,b[ et que Vz €
[a,b], g(z) > 0, nous avons que [ g(t)dt = +00. Et donc nous avons que
z—b~

302 €]0,01] tel que Va € [b— da, ]

€

2" (£ (0)] + o)t _ [ s

Ce qui nous donne que Vz € [b — 62, b] :

i [ owal<| [ e [ gmals] [T ol [T g
a a a a b—6, b—4,

x

[ arerssonal 5 1 o< [Comaes [ o= [

Cela signifie que :
[ s~ [ g
a z—b a

1.5. Fonction de références de Riemann.

<

PROPOSITION 29. Soit o € R, soit la fonction f: R - R:x — 2~ dlors, si :
— R=[1,4c], f est absolument intégrable sur [1,4+o00] & a > 1.
— R =]0,1], f est absolument intégrable sur |0,1] < o < 1.

DEMONSTRATION. Prouvons les deux points séparément, :

— Nous avons que la fonction f : [1,4+o0[— R : z — 2~ est continue sur
[1,+o0] et donc elle est Riemann intégrable sur tout le segment [1,x] C
[1, 400, alors nous avons aussi que f est positive et que pour o # 1, Ve > 1:

/“” /“”dx [xl_ar | {11 sia>1

= _— = = — @

1 1z 1—al1 l—a 2240 |40 sia<1
Cela signifie que la fonction f : [1,+o0o[— R : z — z~¢
intégrable & o > 1.

— La fonction f :]0,1] — R : z +— x~“ est continue sur |0,1] et donc est

Riemann intégrable sur tous segments [a, b] C]0, 1] alors nous avons comme
f est positive que pour aw # 1, Vo > 1 :

[e3

dzx

xOL

est absolument

pl-a_gl-a 1 .
/b dx bd.’L‘ |:$1_a:|b 1fal<ﬁ . sia<1
—_ = —_— = = l—a -« —1)— .
o 1z . T° 1—ala b e = (aaa_)l —M — 400 sia>1

a—0t

Ainsi, la fonction f :)0,1] — R: x +— 2~ % est absolument intégrable < a <
1.
O
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1.6. Changement de base.

THEOREME 16. (Changement de base pour l’intégration)
Soit I,J C R deuz intervalles, soit ¢ : I — J be une bijection de classe C*, soit
f+J = R est Riemmann intégrable sur J, alors la fonction f est absolument
intégrable sur J < la fonction (fop) x ¢'(e) est absolument intégrable sur I et
dans ce cas nous avons que [;(fop)(x)y'(x)dx = [, f(t)dt.

DEMONSTRATION. Observons que ¢ : I — J est une bijection de classe C*, ¢
est continue et donc est monotone. Nous avons donc 2 cas a traiter :

— Si p est strictement croissante sur I = [a, D] :
(=) Alors nous avons que Y([an, by])nen suites exhaustives croissantes de
segments, I = [a,b] la suite ([¢(an), ©(bn)])nen est une suite exhaustive
croissante de segments de J = [p(ay), ¢(by)]. De plus, par le changement
de base pour l'intégration vu ’année derniére, nous avons que Vn € N nous
avons que :

b by @ (bn)
o "()|dx = 00) ()| (2)dx = t)|dt
/a (fop) x ¢ ()] / (fop)(@)]¢ (z) /W )

n n

Comme f est absolument intégrable sur J nous avons que 3M € N tel que
VK C J segments nous avons que [, |f(t)|dt < M alors Vn € N nous avons
que :

bn @(bn)
[ ltto0) x o @l = [ jseyiae < v

a ‘P(an)
Donc, nous savons que la fonction (fop) x ¢’'(e) est absolument intégrable
sur I.
(<) Reéciproquement, nous avons que si la fonction (fogp) x ¢’(e) est abso-
lument intégrable sur I, alors IM € N tel que VK C I ou K est a segment,
nous avons que :

n

/ (fop) x ¢ (z)|dz = / (fop) (@)l (x)dx < M
K K

Alors Vn € N nous avons que :

@ (bn) bn, bn

|ttt = [ (o0 x o @ldn = [ IFoe)@)e (w)do < 11
e(an) an an
Donc, nous avons que la fonction f est absolument intégrable sur tous seg-
ments [ay, b,] mais comme nous savons que la suite, ([p(an), ¢(bn)])nen C J
est une suite exhaustive croissante de segments nous avons que [ay, b,] C I
en est aussi une et en prenant sa limite, nous avons que [a,, b,] C I converge
vers I = [a, b].

— Si p est strictement décroissante sur I = [a, ] :
(=) Alors nous avons que Y([an, by])nen suite exhaustive croissante de seg-
ments de I = [a,b] la suite ([p(bn), ¥(an)])nen est une suite exhaustive
croissante de segments de J = [o(by), ¢(an)]. De plus, par le changement
de base pour l'intégration vu ’année derniére, nous avons que Vn € N nous
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avons que :

b, bn
/ (fop) x o/ (2))de = — / (fop)(@)|¢ (x)dz = / (b))t

(bn)

n n

Comme f est absolument intégrable sur J nous avons que M € N tel que
VK C J segments nous avons que [, |f(t)|dt < M alors ¥n € N nous avons

que :
bn , W(an)
[ top) < p@lde= [ iptolar <1
an So(bn)
Donc, nous avons que la fonction (fop) x ¢'(e) est absolument intégrable
sur 1.

(<) Réciproquement, nous avons que si la fonction (fop) x ¢'(e) est abso-
lument intégrable sur I, alors M € N tel que VK C I ou K est un segment,
1ous avous que :

/K (fop) x o/ (2))dz = — /K (Fop) (@)l (x)dz < M

Alors Vn € N nous avons que :

v(an) by,
[ 1l = [ l(fo0) x o @)ds < 11
S"(bn) An

Donc, nous avons que la fonction f est absolument intégrable sur tous seg-
ments [ay, b,] mais comme nous savons que la suite, ([p(br), ¢(an)])nen C J
est une suite exhaustive croissante de segments nous avons que [a,,b,] C I
en est aussi une et en prenant sa limite, nous avons que [a,, b,] C I converge
vers I = [a, b].

O

2. Intégrales convergentes

2.1. Définitions.

DEFINITION 29. Soit I C R un intervalle, soit f : I — R Riemann intégrable
sur tous segments de I alors on dit que lintégrale de f converge sur I si pour
toutes suite erhaustive strictement croissante de I, ([an,bn])nen, la suite (o, =

f;" f(t)dt)nen est convergente et sa limite ne dépend pas de la suite choisie I,
([an;bn])nEN~

PrOPOSITION 30. Soit I C R, un intervalle, soit f : I — R absolument inté-
grable sur I, alors l'intégrale de f converge sur I.

PrOPOSITION 31. Soit I C R un intervalle, soit f : I — R Riemann intégrable
sur tous segments de I, alors Uintégrale de f converge sur I < pour toute suite
exhaustive strictement croissante de I, ([ap,by])nen nous avons que la suite (o, =

f;" f(#)dt)nen est une suite de Cauchy sur R.

DEMONSTRATION. La preuve constitue une partie du travail personnel (I
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2.2. Théoréme de la moyenne.

THEOREME 17. (Théoréme de la moyenne pour l'intégrale)
Soit [a,b] C R un segments, soit f,g : [a,b] = R, deux fonctions Riemann intégrable
sur [a,b], soit g(x) > 0 Vz € [a,b] et g est décmissante, alors nous avons que

Jc € [a,b] tel que ff f(t)gt)dt = g(a) [ f(t)
DEMONSTRATION. Soit N € N, alors on subdivise l’intervalle [a,b] en posant
Vie {0,1,...,N} que z; = a+ &< “)z Posons Iy = Z fr’“ (z)g(z;)dz. Obser-

vons que

‘IN / fz dx = ‘ Z/IJH g(xj)dz — Z/I]H x)dx
< Z/:H1|(f(m)g(xj)) (f(@)g(x))|dz = Z/W 2)llg(@) - g(a;)lde

wJ+1

< Z / D)llgz;) — g(zy41)|de

La derniére inégalité v1ent du fait que g est décroissante on [a, b]. Introduisons la
fonction K : [a,b] — RT : & — [7|f(t)|dt Comme la fonction f est Riemann
intégrable sur [a,b] nous avons que la fonction K est de Lipschitz sur [a,b], en
particulier, nous avons que la fonction K est uniformément continue sur [a,b]. K
est une fonction de Lipschitz sur [a,b] car f est continue sur [a,b] et donc, en
particulier, elle est bornée. donc nous avons que Vz € [a,b], |f(x)] < M et alors

Vz,y € [a,b] nous avons que |F(z) — (t)dt‘ <1/, Mdt‘ = M|x — yl|.

Posons w(N) = sup (K(t— W) — K (t)) et donc nous avons, par continuité

te [a,bf(b;Na)]

uniforme de K sur [a, b], que w(N) e 0. Alors nous avons que

e [ ste dx\<2 [ i@t - oyl

2

(K(ﬂfj+1) — K(z;))|g(x;) — g(xj41)ldz

<.
Il
o

N—

[y

N-1

19(;) = 9(xj41)| =< w( 9(zj11))] = w(N)(g(a) = g(b))
j=0 j:O

Nous en déduisons que I converge vers fa f(t)dt. Introduisons F : [a,b] — R :
z— [ f(t)dt et observons que :

Iy = Z /%JH f(@)g(a;)de = 9(z;)(F(zj41) — F(z))
j=0 "% 7=0
N-1 N-1 N N_1
= g(xj)F(x]+1) - g(x])F(xj) = Zg(xjfl)F(x]) - g(xJ)F(‘rJ)



2. INTEGRALES CONVERGENTES 27

N-1
=g(en—1)F(zn) — g(xo)F(x0) + Z (g(wj—1) — g(x;))F(x;)

Comme F est C° on [a, b] nous avons que f est aussi Riemann intégrable sur
[a, b], elle est aussi bornée et atteint ses bornes, m et M. Donc, VN € N nous avons
que :

N_1 N-1
g(xn_1 +Z 9(@j-1) ))) <IN<M (TN-1) + Z 9(xj-1) xj)))
3=0 =0

Ce qui 51gn1ﬁe que mg(zg) < Iy < Mg(zp), et, en prenant la limite, que mg(a) <
f f(t)g(t)dt < Mg(a). Pour conclure :

— Sl g( ) =0 alors g(z) = 0 Vx € [a,b] et chaque ¢ € [a,b] convient.

— Sinon, nous avons que g(a) > 0 et nous avons que m < ﬁ f; F®)g(t)dt <

M avec m = m[inb}F(as) et M = m[aX]F(x), par la continuité de F' sur [a, b]
TE(a S

nous avons que Jc € [a, b] tel que F(c g(a f f@)
O

2.3. Critére de convergence d’intégrales.

THEOREME 18. (Théoréme d’Abel pour les intégrales)
Soit —0o < a < b < +0o et soit f,g : [a,b]— R deux fonctions Riemann intégrable
sur tous segments de [a,b] alors si :

— 3M > 0 tel que Vx €]a,b[, nous avons que | [ f(t)dt| < M.
— g(z) > 0 Vz €la, b, g décroissante on ]a,b| avec g(x) — 0.
T—b—

Alors nous avons que l'intégrale de la fonction (fg)(e) converge sur [a,b].

DEMONSTRATION. Soit ([an, bn])nen une suite exhaustive croissante de seg-
ments de [a, b[ alors nous avons que 3N € N tel que Vn > N, a, = a. Posons

f " f(t)g(t)dt, alors Vn > N, Vp € N nous avons que :

bntp n bryp
%ﬂ—%zl .mmwm—l ﬂmww=1 F(Hg()dt

n

Par le théoréme de la moyenne pour les intégrales, nous avons que Jc,, € [a,b] tel

que :
%ﬂf%:mm/ £(t)dt
bn

Ce qui nous donne que, comme |F(x)| < M par hypothése :
Cn+4p bn
[ ] = g0)| [ rwa= [ s

= g(0n)|F(cnyp) — F(bn)| < g(b )(|F(Cn+p)| +|F(bn)]) < 2Mg(bn)
Soit € > 0 alors comme b, —> b~ et que g(z) —> 0 nous avons que IN, € N avec

N, > N tel que Vn > N, g( ) <e¢/2M. Et ﬁnalement Vn > N, [anyp — an| <
ce qui signifie que la série (o, )nen est une suite de Cauchy dans R et donc par le
critére de Cauchy, nous avons que l'intégrale de la fonction fg(e) est convergente
sur [a, bl O

Cn+tp

|an+p - an| = g<bn)






Chapitre 3

Intégrales a paramétres

1. Résultats d’existence, continuité et dérivabilité

DEFINITION 30. On dit que l’espace métrique (X,d) est localement compact
lorsque Yz € X YO C X ouvert tel que x € O nous avons que IK C O compact
avec z € K.

PROPOSITION 32. Soit (X,d) un espace métrique localement compact, soit
a,b € R tel que a < b, soit f : X x [a,b] = R avec f continue sur X X [a,b]
alors nous avons que F: X - R:x — fab f(z, t)dt est bien définie et continue sur
X.

DEMONSTRATION. Soit zg € X, la fonction ¢ : [a,b] = R : ¢t — f(xo,t) est
continue sur [a,b], Vzo € X. Elle est donc aussi Riemann intégrable sur [a,b], ce
qui signifie que F: X - R:z — f; f(z,t)dt est bien définie. Soit 29 € X, K C X
un voisinage compact de xz( alors la fonction f : K x [a,b] — R est continue sur
K x [a,b]. Comme K X [a,b] est compact, car K et [a,b] sont compacts, nous avons
que f: K X [a,b] — R est uniformément continue sur K x [a, ] ce qui signifie que
Ve > 0,30 > 0 tel que Va1, x5 € K avec d(x1,32) < 8, Vitq,t2 € [a,b] avec |t1,ta] < &
nous avons |f(z1,t1) — f(z2,t2)| < €/(a —b) = €. Fixons € > 0 et z € K tel que
d(x0,x) < § nous avons que :

F(z) — F(zo)] = ‘/abf(x,t)dt _ /:f(xo,t)dt‘

b
< / (@) — Fro,t)|dt < &b —a) = ¢

Ce qui nous donne que Vxg € X, Ve > 0, 3 un voisinage de zg, K N B(xg, [, dans
lequel |F(x) — F(x0)| < € et donc F est continue sur X. O

PROPOSITION 33. Soit X un ouvert de R% localement compact, soit a,b € R
tel que a < b, soit f : X x [a,b] — R de classe C° sur X x [a,b]. Supposons que f
posséde des dérivées par rapport a x;, Vi € {1,...,d} en tous points (z,t) € X X|a, b]
avec % : X % [a,b] = R continue sur X X [a,b], alors la fonction F définie par :

b
F:X—)R:x»—>/ flx, t)dt

est C1 sur X et nous avons Vo € X, Vi € {1,...,d} que

OF baf
871:1(1') = . T%(x,t)dt

29
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DEMONSTRATION. La fonction F' est définie et continue sur X par I’hypothése
que f € C°(X x [a,b],R) et la proposition 32. Fixons o € X et prenons § > 0
tel que B(zg,5[C X. Un tel § existe car X est un ouvert de R% Observons que
Vt € [a,b] la fonction f, : X — R : o — f(z,t) est de classe C! sur B(xo,d][.
Soit {ey,ea,...,e4} la base canonique de R? alors nous avons que VYh € R tel que
0<|hl<detVie{l,2,...,d}:

h 8f 1 af
f(zo + hes,t) — f(xo,t) :/0 oz, (xo+sei,t)ds:h/0 axi(mo—l—sei,t)ds

Par la proposition 32, le membre de droite est une fonction C° sur [a, b] et nous
obtenons que :

F(zo + he;) — Flwo) = h/b (/01 gi: (z0 + sei,t)ds)dt

o F(zo +h€fi) — Fwo) _ /b (/1 gg (o +sei7t)d8)dt
a NJo OTi

Ainsi, le membre de droite de 1’égalité est une fonction continue de h €] — 6,0
en appliquant la proposition 32 avec I’hypotheése : Vi € {1,2,...,d}, % est C° sur
X X [a,b], ce qui signifie que :

N b 1 b
F(xo + he;) F(SUO)QA ( 0 of (xo,t)ds)de/a of (o, t)dt

oF baf
= t)dt
© 55 ™) = J, 55,709
Donc F' est dérivable dans toutes directions Vzo € X. De plus, par la proposition
32, STZ € C°(X,R) ce qui signifie que F' € C1(X,R). 0

2. Intégrales définies sur un segment variable
PROPOSITION 34. Soient a, b, o, B € R tel que a < b, a < S et soit la fonction

f e, B] x [a,b] = R, continue sur [a, 8] X [a,b] alors la fonction :

t
F:la, 8] x[a,b] = R: (z,t) r—)/ f(z,s)ds
est continue sur [, 8] X [a, b].

DEMONSTRATION. Soit (z,t) € [a, 8] X [a,b] et soit (Ax, At) € R? tel que
(x + Az, t + At) € [, 8] X [a,b]. Alors nous avons que :

t+At
F(z+ Az,t + At) — F(z,t) = /

a

t
flz+ Az, s)ds — / fz,s)ds
t t+At t ’
:/ f(m+Am,s)ds+/ flx+ Az, s)ds —/ f(z,s)ds

t t+At
= [+ Aaes) = faopds+ [ flo+ Aais

Comme [ est continue sur [«, 5] X [a,b], qui est un compact, f est uniformément
continue sur [o, 8] X [a, b]. Donc Ve > 0, 30, > 0 tel que |Az| < d, Vs € [a,t] C [a,b] :

|f(z + Az, s) — f(z,5)| < €/2(b—a)
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Comme f est continue sur [a, 8] X [a, b] qui est un compact, IM € RT tel que
V(x,t) € o, B] X [a, b] nous avons que f(x,t) < M. Cela signifie que si nous prenons
At <e€/2M :

t+AtL t+At t+At
‘/ f(m—&—Am,s)ds‘g/ |f(£L‘+Al‘7S)|d8§/ Mds = AtM < ¢€/2

t t t

Donc, Ve > 0, en prenant |Az| <4, |At] <e/M :

t t+At
|F(a+ Az, t+A8) — Fz,1)] < \/ (f(z+Az, s)— f(z, s))ds+/ f(ac—&—Ax,s)ds‘
a t

< ‘ /t(f(x + Az, s) — f(a, s))ds‘ + ‘ /Hm fla+ A, s)ds‘
a t

g/ |f(x+Ax,s)—f(x,s)|ds+e/2§/ (¢/2(b— a))ds + ¢/2
=(t—a)e/2(b—a))+e/2< (b—a)(e/2(b—a))+€/2=¢€/24+¢€/2=¢

Cela signifie que la fonction F' est continue sur [a, 8] X [a, b]. O

PROPOSITION 35. Soit a,b,a, 3 € R tel que a < b, a < 8, soient les fonctions
f ], 8] X [a,b] = R continue sur [o, 8] X [a,b] et soient les deux fonctions v, :
H

[, B] = [a, b] continues sur [a, 8], alors la fonction F définie par :
Pp(x)
F:[a,ﬂ]—ﬂR:mHF(m):/ f(z,s)ds
»(z)

est continue sur le segment [« [3].

DEMONSTRATION. V(z,Ty,Ts) € [, B] x [a,b]?, posons :
Ty Ty

Fi(z,T1,T,) = f(z,s)ds = f(z,s)ds — " f(z,s)ds

Ty a a

@ ©

Or,® est CY sur [a, 8] x [a,b] avec Ty € [a,b] et © est C° sur [, B] X [a, b] avec
T, € [a, b]. Cela signifie que la fonction Fy est C° sur [a, 3] x [a, b]?. Par composition,
¢, : [a, B] — [a,b] nous avons que la fonction F(x) = Fy(z,p(z),¥(x)) est C° sur
[, B]- O

PROPOSITION 36. Soit a,b,a, 8 € R tel que a < b et a < . Soit [ : [, B] X
[a,b] = R continue sur [a, 5] X [a,b]. Si % eziste et est CV sur o, B] x [a, b] alors,
la fonction F définie par :

F: o, f] x [a,b] = R: (x,t) »—>/ f(z,s)ds

est C1 sur [, 8] % [a,b].

DEMONSTRATION. Comme la fonction f est continue sur [«, 8] X [a,b] et que

la fonction % existe et est C” sur [, 8] x [a,b] nous avons par proposition 33 que
Y(zo,t0) € o, B] X [a,b] :

OF o9
%(xo,to) = %(mo,s)ds

a
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De plus, par la proposition 34, appliquée a la fonction %—‘5 s e, B] X [a,b] = R,
la fonction 2E est C° sur [, B] x [a,b] — R.

Par le théoréme fondamental de I’analyse, nous avons que V(zo, o) € [a, 8] X
[a,b] :

fo oF
F(zo,to) = f(zo, s)ds < E(‘r07t0) = f(2o,0)
Comme f : [, ] x [a,b] — R est continue sur [a, 8] x [a,b], la fonction 2 :
[, B] % [a,b] — R est aussi C° sur [a, 8] % [a,b]. Cela signifie que F' est C! sur
[ov, B] x [a, b] car toutes ses dérivées partielles existent et sont C° sur [a, 8] % [a,b]. O

PROPOSITION 37. Soit a, b, o, B € R tel que a < b, a < B. Soit la fonction
f o, 8] x [a,b] — R, continue sur [a, ] x [a,b]. Si % existe et est C° sur
[, B] % [a,b] et que les deuz fonctions, v, : [a, 8] — [a,b] sont C' sur |, ],
alors la fonction F définie par :
()
F:[a,ﬁ]—)R:xHF(m):/ f(z,s)ds

()

est C1 sur le segment [, 8] et Vo € [a, B] -

YP(z) of

p (z,s)ds

(2) o(x)

P(x)
% (L f(z, 3)d3> () = ' () f(z,(x)) — @' (2) f (2, p(x)) +/
DEMONSTRATION. Soit = € [«, 3], nous avons que :
() P(x) ()
/ f(x,s)ds = / f(z,s)ds — / f(z,8)ds = Fy(z,9(x)) — Fu(z, o(x))

()

Par la proposition 36, F, € C'([a, 8] x [a,b],R). Par compositions des fonctions
0, : [, B] = [a, b], qui sont toutes deux C! sur [a, (], les deux fonctions :

F o, f] 5 R:z— Fi(z) = Fu(z, o(x))
Fy: o, f] = R:xz— Fy(z) = Fu(z,9(x))

sont C! sur [, 8]. Observons que F(z) = Fy(z) — Fi(x) et concluons grace au fait
que F est C! sur [a, A].

De plus :
% ;()) e s)ds — % Fla) = % Fg(m)—%Fl(x) _ dd};* (x,w(x))_dd};* (2, ¢())
= O bl + 0, 0(0) — 2 0 p(0) — (0 2 ()
= [ s st - [ D s - pwseew)
— V@) pla) - St + [ T()) L (s
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3. Fonctions définies par des intégrales convergentes

DEFINITION 31. Soit X # & un ensemble tel que (X, d) est un espace métrique,
soit I C R un intervalle fini et soit f: X x I — R alors on dit que l’intégrale de la
fonction FF: R — R :t+— f(z,t) est convergente sur I, Vo € X < Vr € X Ve > 0,
JK. . un segment de I tel que VK segments de I avec K., C K C I nous avons

que :
‘/Kf(x,s)ds—/lf(x,s)ds‘ <e

DEFINITION 32. Soit X # & un ensemble tel que (X, d) est un espace métrique,
soit I C R un intervalle fini et soit f : X x I — R alors on dit que l’intégrale de
la fonction F : R — R : t — f(x,t) est convergente sur I uniformément sur X
& Ve > 0, 3K, un segment de I tel que VK segments de I avec K. C K C I et
Vr € X nous avons que :

‘/Kf(x7s)ds—/1f($a8)d8‘ <e

PROPOSITION 38. Soit (X,d) un espace métrique, soit & # I C R, soit f :
X x I — R, continue sur X x I et supposons que l’intégrale de la fonction

fi: X XTI =Rt f(z,t)

posséde une intégrale convergent sur I uniformément sur X. Alors la fonction :
F:XxR::cH/z’(:c,s)ds
s
est continue sur X.

DEMONSTRATION. Soit ([an,bn])nen une suite exhaustive croissante de seg-
ments de I. Posons Vk € N que :
b
Fp: X—>R:zw— fz,s)ds
ak
Alors observons que Yk € N nous avons que Fj est continue. De plus, nous avons

que :
by

\F(2) — Fi(z)| = ‘/f(x,s)ds - f(x,ds)ds‘

I
Comme l'intégrale de la fonction f. : X x I — R : ¢t — f(x,t) est convergente sur
I uniformément sur X par hypothése, nous avons que Ve > 0, AN, € R tel que
Vk > N, :

(25

b
sup |F(z) — Fy(x)| = sup ‘/f(m,s)ds — f(@ds)ds‘ <e
zeX zeX'JI ay

Ce qui signifie que la suite de fonctions Fj, converge uniformément vers la fonction
F' et donc comme Vk € N nous avons que Fj, est continue sur X, nous avons que la
fonction F' est aussi continue sur X. O

PROPOSITION 39. Soit @ # X C R? un ouvert et soit @ # I C R un intervalle,
soit f: X x I — R tel que f est continue sur X x I, soit % existe et est C' sur
X xI,Vie{l,2,...,d} et soit lintégrale des fonctions :

fo:I >Rt f(x1,29,...,24,1)
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0
gi: I —-R:t— (1,22, ...,2q,1)
8131'
est convergente sur I uniformément sur X, Vi € {1,2,...,d} alors la fonction :

F:X—>R:x»—>/i(w,s)ds
S

est C1 sur X et nous avons que Vi € {1,2,...,d}, Vo € X :

oF oF
Flz)= [ ——(x,5)d

31‘,’ (217) I 8.’ILL' (1’, 8> 5

DEMONSTRATION. bbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbb

(I

4. Théorémes de Fubini

THEOREME 19. (Théoréme de Fubini sur des produits d’intervalles fizes)
Soit a,b,a, B € R tel que a < b, a < 3, soit f € C°([a, 8] x [a,b],R) alors les deuz
fonctions F et G définies par :

b
F:la,f] —>R::r'—>/ f(z,t)dt

B
G : [a,b] —>R:t»—>/ f(z, t)dx

sont toutes deux continue sur leurs domaines respectifs et nous avons que :

/j F(x)dz = /j (/abf(:c,t)dt)dxz/ab (/j f(x,t)dx)dt:/ab(}(t)dt

DEMONSTRATION. F et G sont clairement continue par la proposition 35. Alors
introduisons :

Hl:[a,ﬁ]%R:xH/zF(x)dz

Hg:[a,ﬁ]:mH/abg(x,t)dt:/ab(/;f(x,t)da:>dt

Alors nous avons que la fonction H; est C! sur [, 5] car F est continue sur [a, 3]
et nous avons que Vz € [, 8], H|(x) = F(x). La fonction g est C° sur [a, 8] x [a, ]
par le théoréme 35. De plus, nous avons que % existe sur [a, ] X [a, b] et est égal &
f(z,t) dans V(z,t) € [a, 8] X [a, b] ce qui signifie que % est C° sur [«, B8] x [a, b] par
hypothése sur f. Cela nous donne, par la proposition 34 que Hs est C! sur [a, 3]
et que Vz € [«, 8] nous avons que :

b b
() = | g, = [ st = r@) = mi(w)

avec que et par connectivité par arc de [o, 8], Ik € R tel que Vz € [a, §] nous avons
que H;(x) = Ha+k mais pour = a nous avons que Hy(a) = Ha(a)+k < 0= 0+k
et donc k = 0 et nous avons que Y(z,t) € [, 8] X [a, b] O
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THEOREME 20. (Théoréme de Fubini sur des produits d’intervalle variables)
Soit a, B € R tel que a < B, soit @ # I C R, un intervalle et soit f € C°([ar, 5] x
I,R) alors les deux fonctions F' et G définies par :

P [a,B]—>R:x»—>/i(m,t)dt
S

B
G:I—HR:t»—)/ f(z, t)dx

sont toutes deux continues sur leurs domaines respectifs, l’intégrale de la fonction
G est convergente sur I et nous avons que :

/j F(m)dxz/j (/Si(x,t)dt)dx: /I (/j f(x,t)dx)dt: /IG(t)dt

DEMONSTRATION. Nous avons que F' € ([a, 8], R) par la proposition 39. Nous
avons que G € C°(I,R) par la proposition 35. De plus, la fonction G est Riemann
intégrable sur tous segments de I car G est continue. Soit ([an, b"])neN une suite
exhaustive croissante de segments de I. Soit € > 0 alors Comme l'intégrale de G
converge dans I nous avons que N € N tel que ¥n > N, Va € [«, §] nous avons
que :

]/Si(x,t)dt— /b J, )] < /(8 - a)

Ainsi, pour n > N :

‘/aﬁ(/si(:c,t)dt)dg;_/j(/ai" f (@, t)dt) de|
/j (/Si(x,t)dt—/: f(x)t)dt)dx‘
S/j /Si(w,t)dt—/ain f(x,t)dt‘dx

</fe/<5—a>=e

Et, par le théoréme 17, nous avons que Vn > N :

‘/j F(x)da:/: (/j fla dz)dt| < e

Ce qui signifie que la suite (ff" G(t)dt) converge vers ff F(x)dx ce qui nous
n neN

donne que l'intégrale de G converge sur I et que :
B B B
/ F(a:)dx:/ (/i(az,t)dt)da::/(/ f(x,t)dx)dt:/G(t)dt
« « S I « I

THEOREME 21. (Théorémes de Fubini) Soit o, € R tel que a < B, soit
@ # I C Run intervalle, soit f € C°([a, 8] x I,R) et supposons que :

b B
sup / (/ |f(ac,t)|dx)dt < 400
la,b]CI Ja a

O
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alors les deux fonctions F' et G définies par :

F: [a,ﬁ]%R:xH/i(m,t)dt
s

B
G:I—)R:tb—)/ f(z, t)dx

«@
sont toutes deux continues sur leurs domaines respectifs, l'intégrale de la fonction
G est absolument convergente sur I et nous avons que :

/jF(m)daz:/j(/S (e, t)dt dx—/ /fxtdx dt /G

DEMONSTRATION. La démonstration prend environ 10pages dans notre théorie
de V’intégration, c’est pourquoi elles sera démontrée dans le cadre de la théorie de
la mesure O

5. Critére de convergence uniforme des intégrales.

PROPOSITION 40. Soit & # X un ensemble, soit & # I C R un intervalle, soit
f: X xI— R tel que Ve € X la fonction f, : I — R :t — f(x,t) est intégrable
sur tous segments de I et soit o : I — R tel que ¢ est absolument intégrable sur
I et tel que V(xz,t) € X x I nous avons que |f(z,t)] < ¢(t), alors nous avons que
lintégrale de la fonction f. converge sur I uniformément sur X.

DEMONSTRATION. Va2 € X nous avons que f, : I — R :t — f(z,t) est
absolument intégrable sur I, et donc son intégrale est convergente sur I, en effet,
V[a,b] C I nous avons que Vx € X :

/ab|f(:v7t)|dt§/abw(t)dtg/lcp(t>dt<+oo

Notons I = |a, b| car I peut étre ouvert, fermé ,... mais dans tous les cas, nous avons

que a = 1nf et b = sup . Comme ¢ est Rlemann intégrable sur I nous savons que
xzel
Ve > 0 nous avons que 3K, segment de I tel que VK C I avec K. C K nous avons

o ]/@@)dt—/ w(t)dt‘ <e

Fixons € > 0 alors nous avons que Vk = [o, 8] C [ avec K. C K C I :

‘/fxtdt—/fxtdt‘—‘/ fxtdt—/ fxtdt‘
/aaf(m,t)dH/B f(xﬂt)dt)g’/a f(x,t)dt‘Jr}/ﬂ f(x,t)dt‘g/a
g/aa <p(t)dt+/;<p(t)dt zg/lgo(t)dt—/Kga(t)dt<e

nous avons showed que Ve > 0 4K, C I a segment tel que VK C I segment avec
K. C K C I nous avons que :

ilg(‘/lf(x,t)dt—/l(f(m,t)dt‘ <e

Ce qui signifie que 'intégrale de la fonction f. converge sur I uniformément sur
X. O

f(sc,t)’dt—i—/; ‘f(x,t)‘dt
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THEOREME 22. (Critére d’Abel pour les intégrales) Soit & # un ensemble,
soit @ # I = [a,b]C R, soit f : X x I — R une fonction tel que f = ¢ X 9
avec o, : X x I — R, tel que Vx € X nous avons que o, : I — R : ¢t —
o(z,t) et e : I — Rt — Y(x,t) sont toutes deux Riemann intégrable sur tous
segments de I, soit suppose que IM > 0 tel que V]a,b] C I, Y € Z nous avons que

fab cp(x,t)dt‘ < M et soit suppose que Vx € X la fonction ¥, : I — R : ¢t — )(x,t)

est décroissante avec une intégrale positive et que 1. (t) —> 0 uniformément sur
t—b—

X. Alors nous avons que Uintégrale de la fonction f. : I — R : t — f(x,t) converge
sur I uniformément sur X.

DEMONSTRATION. Soit ([an’bn])nEN une suite exhaustive croissante de seg-
ments de I. Comme I = [a, b[ nous avons que 3N € N tel que Vn > N nous avons
que a,, = a Ce qui nous donne que Vp € N :

bntp bn, bntp bn
/ [z, t)dt — f(z, t)dt = / f(z,t)dt — / f(z, t)dt

n+p Qn

brtp brtp
:/ f(x,t)dt:/ Y(z, t)p(@, t)dt
b b

n n

= d(a,b) /b " oty

n

La derniére inégalité provient du théoréme de la moyenne pour les intégrales (theo-
rem 15) avec ¢p4p € [by, byyp]. Nous en déduisons que M > 0 tel que V([a,b] C I,

Vo € X nous avons que ‘ f: cp(x,t)dt’ < M que :

bn+p
‘ / Fla,t)ydt —
An+p

Alors avec le fait que Vo € X la fonction ¢, : I — R : t — t(z,t) est décroissante
avec une intégrale positive et que ¥, (t) —b> 0 uniformément sur X nous avons que
t—b—

b

' f(:c,t)dt’ — ¥(, by) /b+ o(z, D)dt| < 2M(x, by)

Qn n

Ve > 0, IN; > N tel que Vn > Ny, sup ¥(x,b,) < ¢/2M Ce qui nous donne que :
zeX

bnip bn

‘/ f(at,t)dt—/ f(m,t)dt‘ < 2Mp(x,by) < €

An+tp An

et donc la suite (fab" f(z, t)dt) , une suite de Cauchy Vz € X et donc l'intégrale
n ne

de fu : I = R :t — f(x,t) converge sur I Par le critére de Cauchy. Alors, en
prenant la limite de p — +o0 nous avons que Vn > Ny, Vo € X :

b

‘/i(m,t)dt— f(x,t)dt‘ <e
S An

Nous en déduisons que f, : I — R : ¢t — f(x,t) converge sur I uniformément sur
X. O
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6. Quelques applications.
6.1. Produit de convolution.

DEFINITION 33. Soit (X,d) un espace métrique, soit f : X — R alors on
appelle support de [ dans l’ensemble X :

Supp(f) := Adh ({x € X | f(x) # 0})
LEMMA 2. Il existe une fonction ¢ : R — R tel que :
(1) ¢ € C*(R,R)
(2) Supp (¢) = [-1,1]
(8) Vz € R nous avons que p(x) >0
(4) Jpe(z)de =1

eV gig >0

DEMONSTRATION. Soit h: R —- R:z+— 0 . Cette fonction est
six <
clairement dans C*(R,R) et nous avons que Supp (h) = [0,4o00]. De plus, nous
avons que :

Pk(m)efl/ﬁ/x?’k avec P, e R[z] sixz >0

AR ()R - R: 2 — .
0 six <0

Alors en prenant p: R — R : z +— h(1 + x)h(1 — z) nous avons que p € C*(R,R),
Vz € R, p(z) > 0 et Supp (p) = [-1,1]. De 14, prenons ¢(z) := % et nous
avons fini. h

(I

LEMMA 3. Ya > 0 nous pouvons définir la fonction ¢, : R — R : x — ap(ax)
et nous avons que ¢, € C®(R,R),Supp (o) = [-1/a,1/a], Vo € R nous avons
Qo) >0 et [ p.(x)de =1.

PROPOSITION 41. (Produit de convolution)
Soit f,g: R — R tel que f est Riemann intégrable sur tous segments de R et g est
continue sur R, alors Vx € R les fonctions :

hi : R=>R:t— f(t)glx —1t)
he :R—=R:t— flx—1t)g(t)

sont toutes deux absolument intégrable sur R et nous avons que :
(F+o)a) = [ fate— it = [ o011 =)t = g+ (o)

DEMONSTRATION. Prouvons que les deux fonctions sont absolument intégrable

sur R :

— Soit z € R alors nous avons que la fonction hy, : R = R: ¢t +— f(t)g(z — 1)
est Riemann intégrable sur tous segments de R car f est Riemann intégrable
et g est continue, sur tous segments de R. De plus, la fonction g est a support
compact sur R ce qui signifie que Ja,b € R avec a < b tel que supp g C [a, b].
Nous savons aussi que la fonction f est Riemann intégrable sur le segment
correspondant [x — b, z — a] par hypothése sur f et donc elle est bornée sur
[ — b,z — a] ce qui signifie que V¢ € R, IM, > 0 tel que |f(t)] < M,.
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Comme la fonction g est continue sur tous segments de R, par hypothése,
nous avons que la fonction :

hi, :R—R:t+ g(x—1t)

est continue sur [z — b,z — a] et tel que hy, est bornée sur [z — b,z — a] ce
qui signifie que M > 0 tel que Vt € [x — b,z — a], hy,(t) < M. Nous avons
donc que Vt € R :

[P, (O] = |f(®)g(z—t)] = [f(O)h1, (O)] < |f(x—1)|MIdjy_p ) (t) < MoMIdp_p,q(t)

Ainsi, la fonction h;, est absolument intégrable sur R car :

/ o, (1) dt = / F(O)g(x — D)t < / MyMIdgy_yo—a(t) = (b — a)M, M
R R R

— Soit « € R alors nous avons que la fonction ho, : R =+ R : t — f(x —1t)g(t)
est Riemann intégrable sur tous segments de R car f est Riemann intégrable
et g est continue, sur tous segments de R. De plus, la fonction g est a un
support compact sur R ce qui signifie que Ja,b € R avec a < b tel que
supp ¢ C [a, b], sur ce segment [a, b] nous avons que la fonction :

ho, :R—R:trs f(x—1t)

est Riemann intégrable sur [a,b] par hypothése sur f et par composition
avec avec un changement de variable affin et donc elle est bornée sur [a, b]
ce qui signifie que V¢ € R, 3M, > 0 tel que |hy, | = |f(z —t)| < M,. Comme
g est continue sur [a, b] nous avons que g est bornée sur [a, b] ce qui signifie
que M > 0 tel que V¢ € [a,b], g(t) < M. All of que gives us que Vt € R :

|ha, | = 1f(z = t)g(t)] = |ha,g(t)] < |f(x — )| MIdpay(t) < My MIdiq(t)
Ainsi, la fonction la fonction hg, est absolument intégrable sur R car :

a0l = [15 = tgtolat < [ MM TG0 = 0~ )Mo
Maintenant, nous avons & prouver que :
0= [ 100 =0t = [ 95—t = (o ()
Avec le changement de variable :

P R>R:it—ax—1t

Cette fonction est de classe C1(R,R), que V¢t € R, 1/ (t) = —1 et par le théoréme
de changement de variables nous avons :

(f+g)(@ / F(t)g(a—t)dt = / F(0)(gowa) (t)dt = — / (Forba) (1) (gotbuoths) ()0 (1)
/ (Fouha) (8) (gotbsots,) (£)dt = / o(t)f (& — t)dt = (g% f) ()

o (frg)le /f (2 — t)dt = /<>f<x—t>dt=<g*f><x>
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6.2. Régularisation par convolution.

PRrROPOSITION 42. Soit f : R — R Riemann intégrable sur tous segments de
R et posons Vk > 1 que fr = f x o ot la fonction ¢ : R —» R : & — kp(kz)
avec i, € C®(R,R), Vo € R nous avons ¢i(z) > 0, Supp (pr) = [—1/k,1/k] et
Jz pr(t)dt = 1. Alors nous avons que :

(1) fr € C*(R,R) avec f,gp) = f*(p,(cp)

(2) Si f est CO(R,R), fi vy

on tous compacts der

(3) Si f est CP(R,R), Vs € {0,1,...p}, f* cvu s)
on tous compacts der

DEMONSTRATION. Prouvons les trois points séparément :
(1) Par définition de fj nous avons que :
i R>R:iz— / F@®)pr(z —t)dt
R
et soit a,b € R tel que a < b alors la fonction :
hi,(x) : R—=>R:z— f(t)p(x —1)
est de classe C*°([a,b], R) et nous avons que Vp € N :

dp
—(FOere 1) = FO @~ 1)
Par récurrence sur k € N nous avons que :
— Sik=1:
d d d d(x —
2 (r0enta 1) = MWy + 2@ M ) — g 1y10)

— Supposns que Vn € N :
T (10t~ 1) = 10 (@~ 1

dxn
et pourn+1:
n+1 m
A (e —0) = L (L (st 1)) = - (£l 1))
(n) . )
= PO o -1+ o - P20 ) = e e 1

dx
Ce qui était voulu.
De plus, les fonctions HY : R — R : ¢ — f(t)wgcp)(x — t) sont Riemann

intégrable sur tous segments de R et Vz € R, Vp € N nous avons que :

1
“l<k@r-t)<le-l<hr—kt<le-—p<a—t<

1 1
S ——<t—-z<{-&r—-<t< -
iSOty

Comme z € [a,b] nous avons que V¢ € R :

(p) (p)
- < —t)|Id t
oy (& = 8)| < gy " (z — 1) [a—2.6+ ]()

=



o)~ |—]/fx Der(t)dt— £z

|[fe(z)—f(2)] =

|77 @) = £ @) = ](f o)) (@) - FI @) = ' / I =09 Wt = £ ()
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Comme go(p) € C§°(R,R) nous avons que gaép)

donc IMy, > 0 avec |<p(p)(x —t)| < My, Yo —te€ [a—,b+ ]. Ce qui
nous donne que Vz € [a,b], Vi € R :

. 1 1
est bornée sur [a — b+ E]

dP

— (pula- t>f<t>)| = [l @ =0 @] < Ol @ = 0)l1d),_, @)

< ||f||OOMkad[a_%,b+%] (t)

Cette derniére expression étant Riemann intégrable sur R indépendamment
de z € [a, b] nous obtenons, par la proposition 34, que fi, € C*°(R,R) et que
f,gp f*gp . En appliquant la proposition 34 méme si f(t)¢, (p) (x—t) n’est
pas continue pour ¢ € R, car ’hypothése que la fonction est Rlemann inté-
grable est et est continue Vz € R est suffisante pour montrer les propositions
33 et 34.

(2) Prenons [a,b] C R et z € [a,b] alors nous avons que :

=| [ se-tioutoat— sta )/Rgok(wdt\

_ ] [ e 0600 - 10| =| [ (560 =) = (o

Comme f est continue sur R nous avons qu’elle est uniformément continue
sur [a—1,b+1], ce qui signifie que Ve > 0, 35, > 0 tel que Va,y € [a—1,b+1]
avec |z —y| < & nous avons que | f(z) — f(y)| < e. Soit k € N tel que + < &
et nous avons que Vt € Supp ¢ = [— %, %] :

[z —t) —x[=[t| < 7 < de

1
k
Ce qui signifie que Vz € [a, b] :

Comme cela convient Vz € [a,b] nous avons que Vk > 3, sup |fi(z) —

z€[a,b]
cvu

f(x)| < € ce qui signifie que f
sur tous compacts der

(3) Prenons [a,b] C R et soit € > 0. Comme f € CP(R,R) et le fait que
Vo € [a,b], Vs € {1,2,...,p}, f(s)( ) = (f*galg))( ) nous avons que
Vs e {1,2,...,p}, Vz € [a,}] :

[ra-0et 0] "+ [ e0pl G-

Hf (v— t)so(s 2) +Oo /f z—t)p (s 2)()dt ()

/f<2 e t)p 2 (t)dt~

‘/f@ —t)pr(t)di— O >/Rsok(t>dt\

FO(@—t)pr(t)dt— ) (x
R

/(f(x—t)—f(x))wk(t)dt’ < /lf(fc—t)—f(x)||<ﬂk(t)\dt §/€<Pk(t)dt:€
R R R
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[ (1960 r9@)a0a]

R

Comme f(®) est continue sur R nous avons qu’elle est uniformément continue
sur [a—1,b+1], ce qui signifie que Ve > 0, 35, > 0 tel que Vz,y € [a—1,b+1]
avec |z —y| < 6. nous avons que |f®)(z) — f(*)(y)| < e. Alors soit k € N tel
que % < J. et nous avons que YVt € Supp @i :

1
@ —t)—al = < . <6

Ce qui signifie que Vx € [a,b] :

57 (@) =9 (@) \ / (f(s)(l’t)f(s)(fﬁ)>90k(t)dt‘ < / |/ @=) = (@)|low (1)t

< / epp(t)dt =€
R

Comme cela convient Vz € [a,b] nous avons que Vk > 3, sup ‘fks)(x) —
¢ z€[a,b]
cvuU

@) ()| < €cequisignifie que Vs € {1,2,...,p}, f,gs)

16,

on tous compacts der

O

THEOREME 23. (Théoréme de l'approzimation de Weierstrass)
Soit [a,b] un segments de R, soit f € C°([a,b],R) alors Ye > 0, IP.[z] tel que
”f - Pe”oo,[a,b] <e

DEMONSTRATION. Etendons la fonction f 4 la fonction f : R — R définie par :

0 siz<a-—1

fla)z—a+1) siz<€la—1,q]
Fa) = { f(x) si & € [,

FO)(b+1—2) sizelbb+1]

0 siz>b+1

Alors en composant cette fonction avec un changement de variables affin ¢ : R —
R:x+— ax+ (3 tel que :

a(a—l)—l—ﬁ:—l/Q P a:m
alb+1)+p=1/2

qui est toujours définis lorsque b + 1 # a — 1. De plus, ce changement de variable,
Y(x) = ax + B, laisse invariant la nature des polynomes. En effet, si P € R[z]
alors (Poy) € R[X]. Maintenant, appelons f la fonction tel que Vz € R, f (z) =
f(p(z)) & f(x) = f(p~Y(x)). Maintenant, si le théoréme est vrai pour f sur
[—1/2,1/2] il sera vrai pour f sur [a, b]. En effet, pour f sur [-1/2,1/2], 3Q. € Rz]
tel que ||f — Qcllso,[~1/2,1/2) < € et nous fixons P, = (Qc01)) nous aurons :

If - Qelloo,—1/2,1/2) < € & [[(Forr™) = (Qeotpot ™) oo (—1/2,1/2) < €

< ||f_7 (Qeo'll))”oo,[a—l,lb-i—l] <e&s ||f_7 Pe”oo,[a—l,b-i—l] <e

—a—b
B= 2(b—a+2)
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Montrons le résultat pour f € C°(R,R) avec Supp f C [-1/2,1/2], f(=1/2) =0
et f(1/2) = 0. Pour ce faire, nous définissons Vk > 1 la fonction :

(1 -2k sifz| <1

R—>R:z+—
Ik ’ {0 i [z > 1

Nous avons que g € C§(R,RT), donc nous pouvons poser oy = [, gr(z)dx et
hy = g" tel quef]R hi(z)dz = 1. Observons que :

1 1 1
ap = / g (x)dx = / (1 —2?)*de = 2/ (1 —2?)*de > 2/ (1—x)*dx = 2
R -1 0 0 k+1

Ce qui signifie que V6 €]0, 1[, hy LU]> 0 en effet, Vo €]0, 1[, Vo € R\B(z, ] nous

R\B(z,0
avons que :
k+1
\hyo(z)] = gr(2) < L(l P N
Qay 2 k—+o0

et la limite est indépendante de x € R\ B(z, ¢]. Maintenant, posons ¥z € Ret k € N
fe = hi * f, qui sont bien définies car hy, € CJ(R,R) et f est Riemann intégrable
sur tous segments de R. Alors nous avons comme Supp f C [—1/2,1/2] que :

. /2
— [ Fmte=vie= [ Feme - o
R ~1/2
Et, par construction sur hy, € Roi[z] sur [—1/2,1/2] nous avons que Jay, (t), a1, (t),- ., azk, (t)
tel que Ve avec |z| < 1/2,t € [-1/2,1/2] (car |z —t/ <1):

xft Zap

Ce qui nous donne que Vz € [-1/2,1/2] :

1/2 1/2 1/2
— “\dt — P P
Ful@) /_ | fOma—ta /_ o Za,, Pt — Z / o (t)dt)
CVU sur [-1,1]
k—+00
prouvons que comme f € CJ(R,R) nous avons que f est uniformément continue
sur R. En effet, Ja,b € R tel que Supp f C [a,b] et donc Supp f C [a —1,b+ 1]
qui est un intervalle. et donc comme f est CY sur [a — 1,b + 1] nous avons que f
est uniformément continue sur [a — 1,b + 1] ce qui signifie que Ve > 0, 36; > 0 tel
que Vz,y € [a — 1,b+ 1] avec |z — y| < &; nous avons |f(z) — f(y)| < e. De plus,
Comme Vz € R\[a,b], f(z) = 0 nous avons que deltq § < 1 est suffisant dans la
définition de continuité uniforme sur R\[a—1, b+1]. ET donc nous avons que Ve > 0,
36, = min{4;, 1} tel que Yz, y € R avec |z —y| < d. nous avons |f(z) — f(y)]| < ¢, ce
qui signifie que f est uniformément continue sur R. Alors nous avons que Ve > 0,
36 €]0, 1] tel que ¥(z,y) € R? avec |z —y| < &, |f(z) — f(y)| < €. Pour cette valeur
de § nous avons que Vz € [-1/2,1/2] :

|fie(@)=F(@)] = |hixf (2)— f(2)] ‘/Rf(fvt)hk(t)dtf(fv)/th(t)dt‘ =

Ce qui signifie que fi(x) € R[z]. Montrons que fj f. Pour ce faire,

/R (Fla—t)— F(2) o ()dt
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-5 ) e’}
< / |ty F(o) ()t / =) =F@)lh(tye /5 T Fa—t)—F@h

—0o0
De la, observons que : y
— Comme f € C§(R,R) nous avons que f est bornée sur son support [a, b], ce
qui signifie que V¢t € R, IM > 0 tel que |f(t)| < M. Et nous avons que :

-6
/ |f($_t)_f(t)|hk(t)dt§/ (1f (=) + [ F(©) ) (t)t

— 00 —

<2M/ hy(t dt—QM/ hy (¢ dt—>0

La convergence vers 0 vient du fait que hj converge uniformément vers 0
sur [—1, —¢] indépendamment de = € R.
— De plus, nous avons que :
s

5
| i@ =0 - Fali < [ dutar<e
-5 —6
— Comme f € CJ(R,R) nous avons que f est bornée sur son support [a,b], ce
qui signifie que Vt € R, IM > 0 tel que |f(¢)| < M. Et nous avons que :

+oo +oo
/5 F&— 1) — FO)lhe(t)dt < /5 (F (= )] + 1 F(0))he()dt

+oo
<2M/ dt—QM/ hi(t)dt ——— 0

k—4o00
La convergence vers 0 vient du fait que hj converge uniformément vers 0
sur [—1, —¢] indépendamment de = € R.
Finalement, 3N € N tel que Vk > N, Vo € [—1/2,1/2], nous avons que |fg(z) —
f(z)| < e+ 4Me = €. Ainsi, en posant que P: = f € R[z] nous avons que ||f —
Pe”oo,[a,b] <e ]

7. Critére de compacité dans un espace de dimension non-finie

DEFINITION 34. Soit (X,d) un espace métrique et soit A C X une partie de X
alors nous appellons adhérence de A dans X :
Adh A=A := {x eX ’ I(xn)nen € AN tel que z, LN ac}
n—4oo
LEMMA 4. Soit (X, d) un espace métrique et soit A C X une partie de X, alors
nous avons que A C A et que A est le plus petit ensemble fermé qui contient A.

LEMMA 5. Soit (X,d) un espace métrique, soit A C X une partie de X et soit
{Fi}icr Uensemble de touts les sous ensemble fermé de X qui contiennent A alors
nOUS GVONS que :

A=n F;
iel

DEFINITION 35. Soit (X,d) un espace métrique et soit A C X une partie de
X, alors on dit que A est dense dans X lorsque A = X.

DEFINITION 36. Soit (X, d) un espace métrique et soit A C X une partie de
X, alors on dit que A est dénombrable s’il existe une bijection entre A et N.
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DEFINITION 37. Soit (X, d) un espace métrique, alors on dit que X est séparable
st I(zn)nen tel que {x, | n € N} est dense dans X.

PROPOSITION 43. Soit (X,d) un espace métrique et soit K C X une partie
compacte de K, alors nous avons que (K, d) est séparable.

DEMONSTRATION. Soit n € N. Observons que K C UKB(SL‘,%[. Comme K
re

est compact nous avons que I, = {1,2,...,N,} tel que z; ,...,2n, € K et

K C u B(zk,, =[. Si nous considérons la suite (0,)nen € K" définie par :
pely,

X1y T2y v s TNy Tlgy T2y« -y TNy, L1y, L2g,- .. NOUS avons trouvé une suite dense

dans K car Yz € K, Ve > 0, nous avons que 3N, € N tel que ¥n > N, n > L

€
et donc x € K C U B(wp,,~[ € U B(a,, €[ ce qui signifie que Vz € K,
pelN, n pEIN,

In, € N tel que d(o,,, ) < € et donc K est séparable. O

PROPOSITION 44. Soit (X, d) un espace métrique et soit A C X une partie de
X, alors nous avons que A est séparable < 3O C A une partie dense dans A tel
que O est fini ou dénombrable.

DEMONSTRATION. Prouvons les deux implications séparément :
— (=) Comme A est séparable il existe une suite dense de A. En prenant
I’image de cette suite dense qui est dénombrable ou fini dans A nous concluons.
— (<) Soit C une partie dense de A alors nous avons deux cas :
— Si C est fini nous avons que C' = {21, za, ..., 2, } et nous prenons la suite
(0n)nen € AN définie par: 21, o, ..., Ty, T1, T2y ooy Ty, T1, T2y ooy Ty
Nous avons que la suite (0, )nen €st une suite dense de A car elle contient
tous les éléement de C' qui est une partie dense de A.
— Si C est dénombrable nous avons que C' = LeJNmn et nous prenons la suite
n

N J4fin; )
(0n)nen € A" définie par : xq, xo, x1, To, T1, T2, To, L1, T2, T3, L0, - - - - NOUS
avons que la suite (0, )nen est une suite dense de A car Vax € A nous
avons que :

#{n e N|d(z,0,) < €} =+

PROPOSITION 45. (C°([0,1],R),||.|ls) est séparable.

DEMONSTRATION. Trouvons une partie dénombrable dense de C°([0,1],R) et
par la proposition 44 nous aurons que (C°([0,1],R), ||.||s) est séparable. Soit e >
0, alors par le théoréme des approximations de Weierstrass, 3P. € N[z| tel que
||f—Pe|l < €/2. Comme P. est un polynomial nous avons que P.(z) = ag,x%+-- -+
ai, +ap,. Comme Q est dense dans R nous avons que Ve > 0, (b, ..., by, ) € QI*!
tel que |b;, — a;.| < 5557- Alors nous définissons Qc(z) = bg x* + - -- 4 b1,z + bo, et
nous avons que Vz € [0,1] :

d
€
< — <
Alors nous avons que | f — Qcllc < [|f = Pelloo + [P — Qclloc < €/2+¢/2 =€ et
Comme Q[z] du degré d est dénombrable Vd € N car il existe une bijection Q[z] et

Q%! et une autre Q et N nous avons que Q[z] est une partie dense dénombrable
de (C°([0, 1], R), || loo)- O

d d
|Pe(2)—Qc(@)] <) lar, —bx,|a* < Jar, —b,
k=0 k=0
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PROPOSITION 46. Soit A C R? tel que A # @, alors nous avons que A est
séparable.

DEMONSTRATION. Par la proposition 44, il suffit de montrer que A posséde une
partie dense non-vide , finie ou dénombrable. Soit (z,)sen € N une énumération
Q<. Nous savons que A C R? et que Q% est dense dans R% et Vn € Ny, A C R? =

U B(zq, +[. Maintenant, posons Vn € N :

geN n

Cn:{qu‘B@q,%[ﬂA;&@}

11 est facile de voir que C), est fini or dénombrable. De 14, Vq € C,, nous choisissons
Yn,q € B(zq, L[N A, et alors Pensemble

Xn=Ayng|neN,¢geC,} CA
est non-vide, fini ot dénombrable. Nous posons finalement :

X=UuX,cAd
neN

et nous avons que X est une partie dense non-vide , fini or dénombrable de A.

En effet, soit a € A et soit ¢ > 0, alors Ing € N tel que ny > 2/e. Comme

AcC R = UNB(xq,%[ nous avons que 3gp € N tel que d(zq,,a) < 1/ny avec
qe

go € Ch,. Et nous avons que 3y, 4, € X tel que d(Yng,q0, Zqo) < 1/10. Ce qui nous
donne que :

d(ynmqov a) < d(ynmqu%) + d(IQOﬂa) < 1/n0 + 1/77'0 < 6/2 + 6/2 =€

Nous avons donc montré que Ya € A, Ve > 0 nous avons que Jy € X tel que
d(a,y) < € ce qui signifie que X est dense dans A. O

DEFINITION 38. Soit X C RY tel que X # @, nous appellons l’ensemble des
fonction continue bornée de X dans R l'ensemble :

CHUX):={f: X >R | feC®et fecBX,R)}
LEMMA 6. Soit X C R? tel que X # @, et fivons ||.|co,x := sup|f(z)], alors
reX
nous avons que (CP(X), .||, x) est un espace vectoriel normé.

LEMMA 7. Soit X C R? tel que X # @ alors nous avons que (CY(X), ||-/lco.x)
est un sous-espace vectoriel fermé de (B(X,R), ||.]|co0,x)-

DEMONSTRATION. Prenons, (fn)neny € (CP(X))N une suite de fonctions tel
que f, converge (dans le sens ||.|co,x) vers f € B(X,R), alors nous avons que

Ve > 0, 3N, € N tel que Vn > N, ce qui donne que ||f, — fll,x < €. Ce qui

signifie que f, % f. Mais Comme Vn € N, f, € C(X) nous avons que
n—-+0oo

Vn € N, f, est continue sur X et alors we aussi get que f est continue sur X. Ainsi

f € B(X,R)NC°(X,R), ce qui signifie exactement que f € Cp(X) et C} est fermé

dans (B(X,R), |||lcc,x)- -

LEMMA 8. Soit X C R? tel que X # @, et fivons ||.|oo.x := sup|f(z)|, alors
zeX

nous avons que (CP(X),||.|loo,x) estun espace vectoriel normé de Banach.
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DEMONSTRATION. Par définition de CP(X) nous avons que (CP(X), ||.|[oo,x) C
(B(X,R),||-loc,x) qui est un espace vectoriel normé de Banach. Et par le lemme 10
nous avons que (CP(X), ||.]|oo,x) est un sous-espace vectoriel fermeé de (B (X, R)]|.||o0,x)-
Observons que tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace vectoriel normé de Ba-
nach doit étre un espace vectoriel normé de Banach. O

LEMMA 9. Soit X be un compact tel que X # @, alors nous avons que CP(X) =
C°(X,R).

DEMONSTRATION. Par construction de Cf (X ) nous avons que CP (X) C C°(X,R).
Réciproquement, si f € C%(X,R) ot X est compact nous avons que f(X) est aussi
un compact par la continuité de f dans X, ce qui nous donne que C°(X,R) C CP(X)
et donc nous avons que Cp(X) = C°(X,R). O

PROPOSITION 47. Soit X = [a,b] alors nous avons que :

(1) Uensemble des fonctions polynomiales de X vers R, P(X,R) C CY(X) =
C°([a, ], R)

(2) Uensemble P(X,R) est dense dans CP(X) = C°(X,R) dans le sens de
[-lloo.x -

(3) Uensemble Cp(X) est séparable.

DEFINITION 39. Soit A C R? tel que A # @, soit F(A,R) lensemble des

fonctions de A wvers R et soit F C F(A,R) alors F est équicontinue si Ve > 0,
30 > 0 tel que Vf € F, Va,y € A ||z — y|| < 6 nous avons que |f(z) — f(y)| < e.

THEOREME 24. (Théoréme d’Arzela-Ascoli)
Soit A C R? une partie compacte non-vide de R¢, soit B C CP (A)une partie bornée
équicontinue de A alors B posséde une adhérence compacte car ¥(fp)nen € BY il
eziste une sous-suite de (fn)nen, (fom))nen € BY avec ¢ : N — N strictement
croissante que converge vers f € B sous ||.||oo, -

DEMONSTRATION. Soit (fn)neny € BY. Construisons (fom))nen € BY que
converge vers f € B sous ||.|lco,4a. Comme A est compact, nous avons que A est
séparable ce qui signifie que 3C' C A tel que C est dense, fini ou dénombrable, alors
nous avons deux cas :

— Si C est fini nous avons que A = C alors nous avons que C = {z1,...,zN}

avec N € N. Et nous avons que la suite (f,,(21))nen est bornée et donc par
Bolzano-Weierstrass il existe :

p1:N—=>Net f(z;1) eR

Ou ¢y est strictement croissante, tel que f,, (n)(71) —— f(x1). Mais la

n—-4o0o

suite fi,, (n)(21) est aussi bornée et donc par Bolzano-Weierstrass il existe :
p2:N—=Net f(z2) €eR

Ot ¢ est strictement croissante, tel que f,, op,(n)(22) —— f(2). Sion

n—-+oo

itéere N fois, nous obtenons qu’il existe :
onN:N—=Net f(zy) €R

oil v est strictement croissante, tel que fi,, opp0...00x (n) (TN) m) flzn).

Ainsi, fuo0ps0...00x(n) cONverge simplement vers f et comme #A < +o0o on
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, . cvU N
déduit que f,, op50...005 (n) m) f et Comme f,, € B nous avons que

— gigCB;st dénombrable C = nLEJN{:rn}. nous avons que (f,(21))nen est bornée
sur R. Alors nous avons que par Bolzano-Weierstrass il existe :
p1:N—=>Net f(z1) eR
ol ¢ est strictement croissante, tel que fy, () (21) = fi(x1) e flx).

Mais la suite f,,, (,)(x1) est aussi bornée et alors par Bolzano-Weierstrass il
existe :

p2:N—=Net f(z2) €R

ol (g est strictement croissante, tel que fy,op,(n)(T2) = fi(22) —
n—-+0oo

f(z2). Si we iterate N times we obtain qu’il existe :
on :N—=Net f(zy)R

. . . N
oil ¢ est strictement croissante, tel que fi,, opmo...on (n) (ZN) = fr' (TN) e

f(zn). Notons g, = f" (Cette procédure est nommeée "‘extraction de la
diagonale de Cantor"’). Et donc VN € N la suite (g,(xn))nen converge
vers f(xy). en effet, la suite (g, (7n))nen est extraite la suite (f¥)nen
qui converge simplement vers f dans zy. Maintenant, montrons que la
suite (gn)nen veérifie le critére de Cauchy uniformément sur A. Soit € >
0 et d. le module correspondant d’équicontinuité de B. Alors écrivons :

e

A C UAB (a, %‘} et comme A est compact nous avons que dp € N et
ac
p
P1,D2,---,Yp € A tel que A C AUIB(yi, %} Mais, par densité de C' dans
i=

A, nous avons que Vi € {1,2,...,p}, Jz; € C'N B(yi, %} Comme Vi €
{1,2,...,p} lasuite (g, (x;))nen est convergente, et comme il y a une nombre
fini de z; nous obtenons que IM € N tel que Vn,m > M, Vi € {1,2...,p},
|9 (2:) — g (23)| < €. Ainsi, Vo € A, Ji € {1,2,...,p} tel que [z —y;]| < &,
Jz,; € C tel que ||z; —yi| < %‘. Et nous avons :

19n(2) = gm ()] < |gn () = gn (@) | + [gn (€:) = gm (@) + [gm (2:) = gm(2)]| < €+ e+ e
car ||z — x| < ||lz — yil| + lyi — 2:]| < % + % = . Cela nous donne que
que Ve > 0 3N, € N tel que Vn,m > N, Vo € A, |gn(x) — gm(2)]| < e
And donc Ve > 0, IM € N tel que VYn,m > M, ||gn, — gm|loo,a < €. Alors
(gn)nen vérifie le critére de Cauchy uniformément sur CP(A) mais CP(A)
est un espace vectoriel de Banach et donc (g, )nen converge dans CP(A).

Notons f sa limite et comme (g, )nen € BY nous obtenons que f € B.
O
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Equations différentielles






Chapitre 4

Conditions suffisantes d’existence et d’unicité des
solutions

1. Equations différentielles, formes résolues et réductions a ’ordre 1.

1.1. Généralités.

DEFINITION 40. On appelle équations différentielles, toutes équations de la
forme :

F:JXQOXQl><~--><Qp—>Rd
F(t,y(t),y'(t),...,.y® (1) =0
ot J C R est un intervalle avec J # @ et Q,{,...,Q, C R9, des ouverts tel que

Qo, ...,y # B. Dans cette équation linconnue est y : I — Qg qui est p dérivable
sur lintervalle inconnu I C J.

Le but de cette partie sera donc de donner des conditions suffisantes d’exis-
tence et d’unicité de solutions ainsi que de décrire la dépendance des solutions aux
paramétres. Nous nous intéresseront d’abord au cas général avant de se pencher sur
les équation différentielles linéaires.

1.2. Forme résolue.

DEFINITION 41. Une équation différentielle F(t,y(t),y'(t),...,y® (t)) =0 est
dite normale ou résolue si elle est de la forme :

f:JxQoxﬂlx---pr_léRd

y () = f(ty), v/ @), ...yP V(@) =0
1.3. Réduction a ’ordre 1.

PROPOSITION 48. Une équation différentielle normale est toujours équivalente
a une équation différentielle du premier ordre :

Y/(t) = g(t, Y (1) 0a Y () = (y(t),y/(t),-..,y" "V (t)) et
g: JXQOXle’ . 'XQp—l — (Rd)p : (tvyﬂayh e ayp—l) = (y17y27 s Yp—1, f(t7y03y17 e ayp—l))
1.4. Probléme de Cauchy.

DEFINITION 42. Soit J # @ un intervalle de R, soit Q@ # @ un ouvert de
R?, soit f : J x Q — R?, 4y € Qo, to € I, alors on appelle probléme de Cauchy
dans (xo,to) pour Uéquation y'(t) = f(t,y(t)) le fait de chercher Uintervalle I C J
contenant ty et y : I — Q une dérivable fonction qui est solution de l’équation et
telle que y(to) = yo.

51
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1.5. Forme intégrable.

PROPOSITION 49. Soit f : J x Q — RY continue sur J x Q et soity : [ — Q
avec I C J, tg € I, yo € Q, alors la fonction y, dérivable sur I, est solution du
probléme de Cauchy sur I :

{M@)=f@w@h

t
<y est continue sur I avec y(t) = yo —|—/ f(s,9(s))ds
y(to) = yo to

DEMONSTRATION. Prouvons les deux implications séparément, :

— (=) par hypothése nous avons que y est dérivable sur I, donc y est aussi
continue sur I. Par composition avec la fonction f qui est continue sur
I xQ C J x§ par hypothése nous avons que :

fo: T =Rt f(t,y(t)
est aussi continue sur I. Comme y est une solution de I’équation différentielle
nous déduisons que 3y’ € C°(I,R) ce qui signifie que y € C*(I,R), et, par le

théoréme fondamental de ’analyse, que Vt € I :
t

y(t) —y(to) = / y'(s)ds & y(t) = yo +/ y'(s)ds

to to
— (<=) par hypothése nous avons que y est continue sur I, et, par composition
avec la fonction f, qui est continue sur I x Q C J x € par hypothése, nous
avons que :
fo: T = RY: s f(t,y(t))
est aussi continue sur I. Et donc nous avons par le théoréme fondamental
que la fonction :

¢
F:I-RY:t— | f(s,y(s))ds
to

est de classe C'! sur I ce qui signifie que y est O sur I avec y(tg) = yo car :

yw:%+[f@mm@:m+ﬂw

et nous avons que :
d
y'(t)

=a) f(s,y(s))ds = f(t,y(t))

0

2. Existence et unicité locale
2.1. Théoréme du point fixe.

DEFINITION 43. Soit (X,dx),(Y,dy) deuz espace métrique et soit f : (X,dx) —
(Y,dy) alors on dit que f est une contraction si Ik € [0, 1] tel que Vz,y € X nous

avons que dy (f(x), f(y)) < kdx(z,y).

THEOREME 25. (Point five de Banach)
Soit (X,d) un espace métrique, soit A C X une partie non-vide compleéte de X et
soit f: A — A une contraction alors nous avons que Ixr € A, un unique point fize
de f dans A, De plus, la suite définie par récurrence : x,+1 = f(x,) converge vers
x, Yxo € A.
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DEMONSTRATION. Prouvons 'existence du point fixe x € A et alors prouvons
que x est unique dans A.
To do que soit zg € R alors avec la suite définie par z,,+1 = f(z,), nous avons que
Vn,p € N :
A(Tptp, Tn) < d(Tnyps Tnyp-1) + ATngp—1, Tnip-2) + -+ d(Tni1, Tn)

= d(fP(an), 77 @n)) + AP an), F1725(@n)) + -+ d(fH (20), [0 (20))

< kp_ld(f(xn)7 xn) + kp_Qd(f(xn)v J?n) +oot kod(f(l‘n), x")

p—1
= (W R B0 f () ) = D KA(f (20), 70)
=0

Comme nous savons que :
d(f(xn)7xn) S kd(f(xnfl)a (Enfl) S k2d(f(.%'n,2), mn72) S e S knd(f($0),$0)

Nous avons que Vn,p € N :

p—l _ kP _ kP
d(xn+pvxn> < Zktd(f(‘rn)vxn> = (11 71{]; )d(f(l‘n)al‘n) < (11 7]2 )knd(f($0),$0)
=0

kTL
<
< (1 — k)d(f(ﬂﬁo),l‘o) a3t 0
Cette derniére limite ne dépend pas de p € N. Tout cela nous donne que (2, )nen €
AN est une suite de Cauchy et tel que (z,)nen converge dans A vers € A car
(A, d) est a complet par hypothése. De plus, comme f est une contraction elle est
continue sur A et alors en prenant la limite nous avons que :

= 1' = 1' = 1‘ =
r= Jim v = Jim S = 5( Jim o) = 50
Ce qui signifie que x est a point fixe de f dans A. Et nous avons que x est unique
car si il avait z1,29 € A tel que f(z1) = 21 et f(z2) = x2 nous aurions, comme f
est une contraction, que :

d($1,$2) = d(f(l‘l), f(afg)) < kd(ﬂh,l‘g) < d(l‘l,ﬂfg)

ce qui est une contradiction. O

COROLLAIRE 4. Soit A # @ un sous ensemble complet de l’espace métrique
(X,d) soit f : A — A, et supposons que In € Ny tel que f™ = fofofo...of est
une contraction alors la € A tel que f(a) = a.

DEMONSTRATION. Comme f" est une contraction et par le théoréme 24 nous
avons que Jda € A tel que f™(a) = a et donc nous avons que f(a) = f(f™(a)) =
f™(f(a)) ce qui signifie que f(a) est un point fixe de f™ et comme ce point fixe est
a et est unique nous avons que f(a) = a. a
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2.2. Cylindres en espace-temps.

DEFINITION 44. Soit J # & un intervalle de R, soit Q # & un ouvert de R?,
et soit f: J xQ — R? alors on dit que f est une fonction de Lipschitz en espace si
dM > 0 tel que YVt € J, Yy1,ys € Q nous avons que :

£t y1) — F(ty)ll < llyr — val

DEFINITION 45. Soit J # @ un intervalle de R, soit Q # @ un ouvert de R?,
et soit f:J x Q — R? alors on dit que f est localement une fonction de Lipschitz
en espace lorsque Yty € J, Vyo € Q, 3J C J un intervalle ouvert qui contient ty et

30 C Q un ouvert tel que f| _ 5 est une fonction de Lipschitz en espace.
Jx

DEFINITION 46. Nous définissons W(R? R?) comme I’ensemble de toutes les
applications linéaires de R? vers R%, soit ||.|| une norme de R? alors nous définissons
|[|-|]| tel que VA € W(R?,RY), Vz € R :

Al == sup [|Az|

llzll=1

et mous avons que |||.||| est une norme induite sur W(R? R?) et que Vx € RY,
[ Az < {I|A[] [l]-

PROPOSITION 50. Soit J # @ un intervalle de R, soit Q # @ un ouvert de R?,
et soit f : JxQ — R? de classe C' alors f est localement une fonction de Lipschitz
en espace.

DEMONSTRATION. Soit (tg,50) € J x 2, comme J x § est un ouvert de RI+1,
Je > 0 et § > 0 tel que B(to, €[x B(yo, §[C J x Q De plus, nous avons que ’ensemble
B(to, %] X B(yo, %} est compact car c’est le produit direct de 2 compacts. Observons
que la fonction :

)
f* : B<t07 ;:| X B<y07 2:| — W(Rd?Rd) : (t7y) = dyf(ta y)
est continue sur J x Q Comme f € C! sur J x . Par conséquent, nous avons que
IM(e,8) > 0 tel que V(t,y) € B(to, 5} X B(yo, g], dy £ (6, 9) (e sy < M€, ).
Maintenant, posons yi1,ys € B(yo, %} et nous avons que Vs € [0,1], (sy2 + (1 —

s)y1) € (yo, g} De plus, Vt € B(to, %} nous avons que :
1
f(tayQ) - f(tvyl) = / < dyf(t,SyQ + (1 - S)y1)7 (y2 - yl) > ds
0
1
S [[f(ty2) — fEy)l < / dy f(t, sy2 + (1 = s)y1llw(ra ray [ly2 — y1llds
0

1
< [ M@l — wlds < MCe.8) ] ~ ]
0
Ce qui signifie que f est localement une fonction de Lipschitz en espace. O

DEFINITION 47. Soit tg € R et yo € R%, 1 > 0, et r > 0, nous nommons
cylindre d’espace temps de center (to,yo) de demi-axe l et de rayon r l’ensemble :

S(to.yo,1,7) = {(t.y) e Rx R | |t —to| <1 et [ly — yol <1}
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PROPOSITION 51. S(to,yo,1,7) est un compact convexe ce qui signifie que Vs €
[07 1]; v(tlvyl)a (t25 y2) € S(to, Yo, la T’), (5t2 + (1 - S)tla Sy2 + (1 - S)yl) €s.

PROPOSITION 52. Soit J # & un intervalle de R, soit Q) # & un ouvert de
R?, soit f : J x Q — R? localement une fonction de Lipschitz en espace, soit
(to,yo) € J X Q et soit I > 0, r > 0 tel que S(to,yo,l,7) C J X Q alors [ est une
fonction de Lipschitz en espace sur S(to,yo,1, 7).

DEMONSTRATION. Soit (t,y) € S(to,yo,!,7), comme f est une fonction de Lip-
schitz locale en espace sur S(to,%o,,7), nous avons que Je(,,) > 0 et o,y > 0 tel
que f est une fonction de Lipschitz en espace sur Blt — e ), t 4 €@ ) [><B(y, O(t,y) [
Comme :

S(to, yo,1,7) C U Blt — et t + ¥ B(y, 6

(to, 0, 0ir) € OBl €yt e X By S |

et que S(to,yo,!,7) est un compact nous avons que Ip € N tel que (t;, z;)1<i<p €
S(to, yo,1,7) tel que :

p
S(to,yo,1,7) C igl]ti — €(try) b €ty [XB(Yis 0ty |

Maintenant, soit t € [tg — ,t0 + 1] et y,z € B(yo,r] et décomposons le segment
[y, 2] en prenant y = y1,y2,93,...,ys = 2 avec s > 2 et tel que Vj € {1,...,s — 1}
le segment [y;,y;41] est inclus dans une des boites précédentes B(wy, 6y, 0, [ €t
écrivons :

s—1 s—1
f(t,Z)—f(t,y) = Zf(tvijrl)_f(tayj) A Hf(t,z)—f(t,y)H < Z Hf(t’yj+1)_f(t7yj)H

Notons M le maximum p des constantes de Lipschitz en espace et nous avons :

s—1
1£(t,2) = F& I < MY [y — yill = M|z — ]|

Jj=1

La derniére égalité vient du fait que tous les points sont sur une ligne. Et donc nous
avons que f est une fonction de Lipschitz en espace sur S(to, yo,!, 7). O

DEFINITION 48. Soit J # & un intervalle de R, soit Q # & un ouvert de R?,
soit f:J x Q — R? alors nous nommons cylindre de sécurité d’espace-temps pour
f dans (to,yo) tous cylindres S(to,yo,l,7) C J x Q tel que l < W

PROPOSITION 53. Soit J # & un intervalle de R, soit Q # @ un ouvert de R?,
soit f:J x Q — R? continue sur J x Q, alors V(tg,y0) € J x Q,31 >0 et r > 0 tel
que S(to, yo,l,r) est un cylindre de sécurité d’espace-temps pour f en (to,yo).

DEMONSTRATION. Comme J X € est un ouvert 31’ > 0 et r > 0 tel que S’ =
S(to,yo,U',7) C J x Q et comme f est continue sur le compact S’ nous avons
qu’elle est aussi bornée sur S’ et en posant [ = min (l’ , m) nous avons que
S = S(to,y0,U',7) C I x Qet quel < I\f\l; — < ||f|\;,s car || flloo.s < |1 flloo,s:- Ce

qui signifie que S(to,yo,!’,r) est un cylindre de sécurité d’espace-temps pour f en
(to,%0). O
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2.3. Existence et unicité des solutions au probléme de Cauchy.

THEOREME 26. (Théoréme local de Cauchy-Lipschitz)
Soit J # @ un intervalle de R, soit Q # @ un ouwvert de R?, soit f : J x Q — R?
une fonction de Lipschitz locale en espace, continue sur J x Q. Soit (tg,yo) € J x Q
et soit S(to,yo0,l,7) un cylindre de sécurité d’espace-temps pour f dans (to,yo),

y'(t) = ft,y(t))
y(to) = yo

l,to +1],9Q). De plus, toute autre solution § au probléme de Cauchy définie dans
Cl([to — I, to +1],9) est équivalent a g, Vt € [to — I, to + 1] & y(t) = ().

Alors le probleme de Cauchy { admet une solution § € C([to —

DEMONSTRATION. Pour prouver ’existence de la solution, construisons une
suite de fonctions dans (C°([to — I,to + 1], R?),||.]ls) et montrons que cette suite
converge uniformément sur [t — I, tg + (] vers la solution au probléme de Cauchy.
Maintenant, soit r > 0, { > 0 et soit I = [tg — I, ¢y + (] et définissons :

A(I) = {y € C°(LRY) [Vt € L |ly(t) — yoll < r}

Observons que A(I) est fermé dans (C°(I, R%), ||.||o) et donc comme (CO(I,RY), ||.||o0)
est complet nous avons que A(I) est complet. A(I) est non-vide car il contient
Yy = yo. Posons :

T:A(I) — C°(I,RY) :y T,

t
ol Ty:I—>Rd:tl—>y0—|—/ f(s,y(s))ds
to

Observons que Yy € A(I), nous avons que T, € C°(I,R?) Comme f et y are
continue sur I. Maintenant, soit see que V¢t € I :

t max(to,t)
‘ | s6w0as| < [l mnon-s
to

min(to,t)
<t =tol [fllcos <1 flloo,s <7
la derniére inégalité vient du fait que S est a un cylindre de sécurité d’espace-temps
for f dans (g, y0) ce qui signifie que [ < W et donc Vy € A(I), T,, € A(I) Ce
qui nous donne que T(A(I)) C A(I). Maintenant, observons que Vyi,y2 € A(I),
Vtel:

T, (6)~T,, (1) = yo+ / F(5,91(5))ds—yo— / F(s,y2(s))ds = / (5,91 ()~ (5, 9a(s)))ds

to

1Ty (t) = woll <

Comme f est une fonction de Lipschitz locale en espace sur J x 2 nous avons
que elle est une fonction de Lipschitz en espace sur S de constante L. Maintenant,
montrons par récurrence que Vp € N :

LP(t — to)?
1Ty, () — Ty, (Ol < ———llv1 — v2llc,z
— Pourp=1:

1T, (1) — T, ()] < / 1£(,31(5)) — F(5y2(s)) ds < / Lllya(s) — ya(s)]|ds

< / Lllys = yalloc.rds = L(t — to)lly1 — yallocs
to



3. EXISTENCE ET UNICITE GLOBALE 57

— Pour la récurrence : supposons que p € N, p > 1:

ly1 — Yolloo,1

172, (t) — T 1) < L2010

Alors nous avons que Vt € I :

TP+l () _ Tpt+l < ' TP _ TP ds < L ' M _
1T () =Ty @) < 1Ty, (s) — Ty, (s)||ds < ol ly1 — yalloo,r
to .

to

p+1

t
Y1 = y2lloo,s < (t—t0)" 1 — y2llo,s

to (p+1)!

Mais il existe p € N tel que (Lplgfo

sur A(I). Ainsi, par la proposition 50, T" admet un point fixe § dans A(I) ce qui
signifie que Ty = ¥ et donc V¢ € I nous avons que :

< p+1 (8 _to)p-i-l
- p! p+1

< 1 alors nous avons que TP° est une contraction

%W=ﬂ0=m+[f@mmw

et nous avons que ¥ est de classe C1(I,R) solution du probléme de Cauchy.

Maintenant, prouvons que § est unique dans I = [ty — I, o + [] par Pabsurde si on
dit que 37 une solution du probléme de Cauchy sur lintervalle I = [to — Lto + 1]
Maintenant, posons § = gz, —1,¢,+1 DOUS avons que § € CY(I,R?) et comme S est
un cylindre de sécurité de f en (to,xo) nous avons que Vt € I, ||§(t) — yol|| < r et
donc § € A(I). Comme g est solution nous avons que Ty = g, nous déduisons que
vt € I, §(t) = y(t) par unicité du point fixe de T" dans A(I). O

REMARK 1. Soit J # @ un intervalle de R, soit Q # @ un ouvert de R?,
soit f:J xQ — R? tel que f € C*(J x Q,RY) avec k > 1 alors toutes solutions
y: I CJ— R aléquation différentielle o' (t) = f(t,y(t)) est de classe C*+1 sur I.

3. Existence et unicité globale

3.1. Bouts droits et bouts gauches.

DEFINITION 49. Soit (X,d) un espace métriqgue de A C X on dit que a € X
est adhérent a A lorsque Ve > 0, B(a,e)]N A # @.

DEFINITION 50. Soit (X,d) un espace métriqgue de A C X on dit que a € X
est un point d’accumulation de A lorsque Ve > 0, (B(a,e]\{a}) NA# @

DEFINITION 51. Soit X,Y be 2 sets et f: X — Y nous nommons graphe de f
l’ensemble :

G(f)=A(z, f(z)) [re X} C X xY

DEFINITION 52. Soit a < 3 et soit y :]a, B— R? nous nommons bout droit of
y tous points d’accumulations du graphe de f, G(f), de la forme (3,2) ot z € R?,
Et nous nommons bout gauche de y tous points d’accumulations du graphe de f,
G(f), de la forme (o, z) on z € RY,
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3.2. Solutions maximale.

DEFINITION 53. Soit J # & un intervalle de R, soit Q # & un ouvert de R?,
soit f:J x Q — R?, Soit y1,y2 deux solutions du probléme de Cauchy :

y'(t) = f(t,y(t)
y(to) = Yo

respectivement définies sur sur I et Is, alors on dit que yo est une sur-solution de
y1 lorsque :

L Clh
YVt € Il,yl(t) = yg(t)

DEFINITION 54. Soit J # @ un intervalle de R, soit Q # @ un ouvert de R?,
soit f:J x Q — RY, alorsune solution y du probléme de Cauchy :

{y%t) = f(t,y(t))
y(to) = yo

définie sur I C J qui contient tog est dites mazimal lorsque elle est sa seule sur-
solution.

3.3. Théoréme de Cauchy-Lipschitz global.

THEOREME 27. (Théoréme de Cauchy Lipschitz Global)
Soit J # @ un intervalle de R, soit Q # & un ouwvert de R?, soit f : JxQ — R? une
fonction de Lipschitz locale en espace qui est continue sur Jx . Soit (tg,y0) € J X,
alors il existe une unique solution mazimale y du probléme de Cauchy :

y'(t) = ft,yd))
y(to) = yo

définie sur I C J, ow tg € I et I est owvert. De plus, les bouts de la solution

mazimale y € 0(J x Q).

DEMONSTRATION. Notons :
Z:={I; CI|oul; est un intervalle admettant une solution a (x) qui contient ¢}

N; := { extrémités gauches des éléments de Z}
Ny := { extrémités droites des éléments de Z}

Maintenant, posons « = inf Nj et 8 = sup Ns. Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz
local, nous avons que 31 > 0 tel que [tg—1,to+!] € Z ce qui signifie que to—1 € Ny #
T et to+1 € Ny # & et nous avons que « < tg < 3, avec |a, §[C J. définissons une
solution & () sur ]a, 8] et nous verrons que cette solution est maximal. Définissons la
solution sur [tg, 8] et répétons le méme raisonnement pour les parties de la solution
sur |a,tp]. Alors, définissons, y; et yo deux solutions de (x) définies sur I et Io
respectivement et soit ¢ € Iy N I N [tg, B[ montrons que y; () = y2(t). Considérons :

A= {s€lto,t] | y =y sur [to, s}

observons que ty € A et donc A # @ et A C [to,t] donc A est majoré et donc nous
pouvons poser 7 = sup (A) alors nous avons que tg < 7 < ¢. Par le théoréme de
Cauchy-Lipschitz local, nous avons que 31 > 0 tel que la solution a (%) est unique
sur [to,to+1] C A et donc nous avons que ty < to+! < 7 < t. Maintenant, montrons
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que 7 € A. Pour ce faire, soit 0 < € < 7 — tg, nous avons, par définition de 7, que
dse € [T — ¢, 7] N A et donc y1 = yso sur [to, s¢] et en particulier y;(sc) = ya(se) &
y1(T —€) = ya(7 —€) et donc par continuité de y; et yo sur [tg, ] nous avons qu’elles
sont continues dans 7 et nous obtenons que :

lim y1 (7 —€) = lim yo(7 — €) & y1(7) = ya2(7)
e—0 e—0

Ce qui signifie que 7 € A. Maintenant, montrons que 7 = t. Par I’absurde, supposons
que 7 < t. Comme les fonctions y; et yo sont continues sur [tg, t] et par le fait qu’elles
sont de valeur commune y;(7) = y2(7) car 7 € A, nous avons en considérant le
probléme de Cauchy :

y'(t) = f(t,y(t))
y(r) = y1(7) = y2(7)

I’existence et 'unicité de la solution & cette équation ce qui signifie que 30> 0 tel
que y; = Yo sur [T —l T+ l] et nous déduisons que y; = yo sur [to, T + l] ce qui
signifie que 741 € A et nous avons une contradiction avec le fait que 7 = sup (A),
donc 7 = ¢ et nous avons que y1(t) = y2(¢) comme voulu. Nous pouvons donc définir
y :Ja, B[— § une solution de (x) dans [tg,t]. Maintenant, pour prouver que c’est
une solution maximale, supposons que § est aussi une solution & (x) définie sur I
avec Ja, B[C I et Vt €]a, B[, nous avons que y(t) = §(t). Alors si 3t € I\]a, 8] nous
avons que € J et §(f) € Q. Le théoréme local de Cauchy-Lipschitz nous dit que
31 > 0 tel que nous avons une extension de § sur [f — [, + ] et en particulier §
(étendue) est une solution de (x) sur :

{]?’ t:k 4 S? {Z p et donc {E+ {6 No en contradiction avec le fait que {

t=0138] sit<a t—leN

Nous concluons que I Nja, B[= @ et tel que I =l]a, B[ ce qui signifie que y est a
solution maximale de (%). Maintenant, pour prouver que y est unique supposons
que Y est une solution a () sur I = |a, f| qui contient to avec la construction
précédente de Y nous avons que a < & et que B < B.Si @ € I alors nous avons que
nous pouvons étendre cette solution 4 Y sur [@— 1,3 | et nous avons une contradiction
avec le fait que Y est une solution maximale de ( ) Nous avons le méme probleme
si nous avons que 3 € I ce qui signifie que T =la 5[ et nous avons que |&, B[Q]a, Bl
mais, par construction, la seule possibilité est ]a, B[:]a, Bl et y =Y. Comme la

preuve est suffisamment longue, nous admettons le fait que les bout de la solution
maximale de y € 9(J x ). O

PROPOSITION 54. Soit J # @ un intervalle de R, soit Q # @ un ouvert de R?,
soit f : J x Q — R? une fonction de Lipschitz locale en espace qui est continue
sur J x Q. Soit (tg,yo) € J x £, alors il existe une unique solution mazimale y au
probléme de Cauchy :

y'(t) = f(t,y(1))
y(to) = yo
définie sur I C J, outg € I et I est ouvert. Notons J =]a,b[ et I =]a, B[ et donc :

(1) Si a > a alors VK C Q ou K est un compact, ¥(t,)nen €], B[N avec
t, —— «, nous avons que :
n—-4o0o

#{n €N | y(t,) ¢ K} = +oo

o =

B = sup N

inf N1
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(2) Si B < b alors VK C Q ou K est un compact, ¥(t,)nen €], B[N avec

t, ——— [, nous avons que :
n—-+o0o

#{n e N | y(t,) ¢ K} = +oo

DEMONSTRATION. Nous montrons juste le cas ou 8 < b, lautre étant si-
milaire. Par I’absurde, posons que 3K C Q compact tel que 3(t,)nen €], B[N
avec t, P B~ et #{n € N|y(t,) ¢ K} est fini alors nous obtenons que

n—-+0oo

#{n € N | y(t,) € K} est infini. De ce fait, nous avons que 3¢ : N — N strictement

croissante avec Vn € N, y(t,(,)) € K et Comme K est compact nous avons que

F : N — N strictement croissante et § € K avec y(t(4op)n)) — ¥ et nous en
n——+oo

déduisons que :

(ttoor 9 (ttponrn) ) e (B.0)

n—-+oo

ce qui signifie que (8, 7) €]a,b[x K est un bout droit de la solution maximale y au
probléme de Cauchy (). Mais, par le théoréme de Cauchy-Lipschitz global, nous
avons que (8,7) € 9(Ja,b[xQ), et comme ]a,b[xQ est un ouvert nous avons que
la, b)[x KNO(]a,b[xY) = & ce qui est en contradiction avec I'existence de (5,7). O

4. Flot d’une équation différentielle et intégrales premiéres

4.1. Notion de flot.

DEFINITION 55. Soit J # @ un intervalle de R, soit Q # @ un ouvert de R?,
soit f:J x Q — R? une fonction de Lipschitz locale en espace qui est continue sur
J x Q, alors nous définissons le flux de l’équation différentielle pour le probléeme de
Cauchy :

y'(t) = ft,yd))
Y(7) = 1 (7) = ya(7)
comme la fonction ( et pas lapplication dans ce cas ) :

b XTI XxQ—=Q:(tto,yo) — les valeurs de la solution mazimale de (x) dans t

PROPOSITION 55. Soit J # @ un intervalle de R, soit Q # @ un ouvert de R?,
soit f:J x Q — R? be une fonction de Lipschitz locale en espace qui est continue
sur J x § et soit (to,yo) € J x Q alors Je > 0 et § > 0 tel que B(yo,e[C Q et ¢ le
flux de Uéquation différentielle est une application de [to — 0,t9 + 8] X B(yo,¢€[. De
plus, nous avons que Vt € [tg — 0,1y + 0] et Yy € B(yo, €] -

d)(tOv t, ¢(t7 to, yO)) =Y
4.2. Intégrales premiéres.

DEFINITION 56. Soit J # & un intervalle de R, soit Q # & un ouvert de R?,
soit J x Q C J xQ, alors on dit que H : J x Q0 — R est l'intégrale premiere de
(*) sy (t) = f(t,y(t)) lorsque H € C*(J x ), R) est constant et :

B w0 = DL 0(0) + VHy(0) 10, y(1) = 0



4. FLOT D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE ET INTEGRALES PREMIERES 61

4.3. Théoréme de Cauchy-Peand.

THEOREME 28. (Théoréme de Cauchy-Peand)
Soit J # @ un intervalle de R, soit Q # @ un ouvert de R?, soit f : J x Q — R¢
continue sur J X Q et soit (tg,z9) € J X Q alors 36 > 0 tel que [to — §,to + ] C J
et il existe une solution y du probléme de Cauchy :

o [0 = s
y(to) = yo
qui est définie sur [to — d,to + ).

DEMONSTRATION. Etendons la fonction f définie sur J x £ au domaine de
R x R? en prenant la fonction :

ft,y) si(t,y)eJxQ

. d .
fiRxR —>R.(t,y)»—>{0 G (hy) £ x

Prenons un suite de régulation (px)ren tel que : Vk € N, p, € C°(R4,RT),
Jga pr(z)dz =1 et Supp (px) C B(0, £]. Alors Vk € N nous notons :

fk:JxQ%Rd:(t,x)H/ flt,z—y)pr(y)dy
Rli

nous avons que Yk € N, fi, € C°(J x Q,R%) et f), est une fonction de Lipschitz
cvu

locale en espace. De plus, Vt € J nous avons que f(t,e)
on tous compacts deq

cvu

et donc fj f. Ainsi, soit (to,y0) € J x €, choisissons

on tous compacts deJxq
I >0etd>0tel que S = S(to,v0,l,0) C J X et nous avons que :

[ felloo,s < If = frlloo,s 4 [[flloc,s < A
ol A € R est indépendant de k car fj, % f et f est continue et donc bornée sur

le compact S. Alors nous fixons [ tel que 0 < [ < % qui peut seulement étre plus

petit que le précédent. Nous obtenons alors que S est un cylindre de sécurité des

fonctions fi Vk € N et le théoréme Cauchy-Lipschitz local nous avons que Vk € N :
t

yr(t) =yo + | fr(s,yx(s))ds
to

deéfinie sur [to — I,t9 +{]. A partir de 13, observons que Vk € N, la fonction y;, est
uniformément bornée sur le domaine [tg — I, tg + 1] car Vt € [tg — I,to + ], Yk € N,
o (®)ll < llgoll + 6 et done (gl s)ken < ol + 8. De plus, Tensemble {y bren
est équi-Lipschitz sur [to — I, to + ] car Vii,ta € [to — I, 1o + 1], Vk € N :

max(t1,t2)

oy (t1) — yr(t2)]| < / | fi(s,y(s))llds < Alta — 1]

min(t1 ,tg)

Et, en particulier, {yx }ren est équi-continue, Ainsi, par le théoréme 23, 3o : N —» N
cvuU

strictement, croissante et y € CO([to — I,to + I],R?) tel que yu T
to—l;to+

Maintenant, observons que Vs € [to — I,to + 1], Vk € N :
15(8, Yoy (8)) = F (8, () < [ Fr (85 yio (1) () = F (8, Yo (S 1H11LF (5, o) (8)) = f (s, y ()|
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< sup (S Yk ()= F (8, v ()II+ sup [[f (s, yp) ()= f(s,9(s))[| —— 0
s€[to—1to+1] s€[to—1,to+1] k—o0

. cvuU .
En effet, le premier terme converge vers 0 car fx T> f et le second aussi converge

vers 0 car Yy (k) [OZV—U”> yet f € C'J x Q,R). Et nous en déduisons que
to—lto+

fr(o,y(e)) [Clilr f(e,y(®)). Ainsi, en prenant la limite, k& — +oo dans I’égalité :
to—l,to+

t
Yk (t) = yo +/ Tr(s,yx(s))ds
to
nous obtenons que :

y(t) =yo+ [ f(s,y(s))ds

to
et nous avons que y est solution du probléme de Cauchy (x). O



Chapitre 5

Systémes d’équations différentielles linéaires

1. Existence et unicité des solutions globales

1.1. Motivation.

DEFINITION 57. Soit J C R un intervalle non-vide et soit d € Ny, soit (a;j)1<i,j<d :
J = K et soit (bi)i<i<a : J = K ot K=R or C, alors on appelle systéme d’équa-
tion différentielle I’ensemble d’équation :
2y () = ann ()1 (1) + ar2(t)za(t) + -+ + ara(t)za(t) + b1 (t)
I/z(t) = agl(t)xl(t) + azz(t)l‘g(t) + -+ agd(t):r:d(t) + bg(t)

x&(t) = ag1(t)x1(t) + aga(t)z2(t) + - - - + aga(t)za(t) + bd(t)

0l X1, T, ..., xq sont des fonction scalaires dérivables sur lintervalle I C J. Ainsi,
en introduisant la notation :
A:J = My(K) :t = (ai;())i<ij<d
B: J—)Kd t’—)( (t)) 1<i<d

X : J—)Kd t’—)(l‘l(t)) 1<i<d
le systéme (k) peut étre écrit comme : X'(t) = A(t) X (t) + B(t)

1.2. Théoréme de Cauchy linéaire.

LEMMA 10. (Lemme de Grinwall)
Soit u : [a,b] — RT Riemann integmble sur [a,b] ot a,b € R et soit o, € RT
alors si ¥t € [a,b], u(t) < o+ ﬁf s)ds nous avons que Vt € [a,b], u(t) <
weap (Bt — ).

DEMONSTRATION. Si 8 =0 alors le lemme est trivial.
Sinon, nous avons que § > 0, alors en posant :

fila, b)) > R:t— <g + /at u(s)ds) exp(—p(t — a))

nous avons que la fonction f € C'([a,b],R) et que Vt € [a,b] :

70 = utesp(=5( - a) - 5(5 + [ uts)is ean(-5¢ - a)

= [0 (a4 [ wtsyas)eant—pta - ap <0

63
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et nous déduisons que f est décroissante sur le segment [a,b] donc V¢ € [a, ] :

o)< @) & (§+ [ s eapt-pie - a) <
& %exp(—ﬁ(t —a)) +/a u(s)ds exp(—B(t —a)) < %

sa+p | u(s)ds <aerp(B(t—a)) < ult) <aerp(f(t—a))
O

THEOREME 29. (Théoréme de Cauchy linéaire)
Considérons le systéme d’équation différentielle (xx) : X'(t) = A(t) X (t) + B(t), si
les fonctions A:J - K:t— A(t) et B:J — K:t— B(t) are continue sur J
alors VXo € K%, il existe une unique solution X du probléme de Cauchy :

X'(t) = A(t) X (t) + B(t)
X(to) = XO

DEMONSTRATION. Soit J = |a,b| C R un ouvert alors étendons le domaine de
la fonction f(t, X):J x Q — A(t)X + B(t) 4 R x K¢ en prenant la fonction :

A(a)X + B(a) sit<a
ft,X)=qAQ)X +B(t) siteld
AB)X +B(Ob) sit>bh

Observons que f € C°(R x K¢ K%). De plus, f une fonction de Lipschitz en espace
en effet, soit ||.|| la norme de K? et |||.||| la norme induite sur My(K) alors soit
[e,d] € J = R. Alors les fonctions A et B are continue sur [c,d] et donc elles
sont toutes deux bornées ce qui signifie que IM4, Mp > 0 tel que YVt € |a,b],
I[[A®)|]] < Ma et |||B(t)]|| < Mp. Maintenant, observons que VX,Y € K¢ et
Vt € [a, b] nous avons que :
£t X) = f@&Y)|| = [[A(6)X + B(t) — A(#)Y — B@)| = [A®)(X = Y)]
<[ADIHX =Y < MallX =Y

Ce qui signifie que f est une fonction de Lipschitz en espace. Alors pour ’espace
vectoriel, nous pouvons appliquer le théoréme global de Cauchy-Lipschitz sur le
probléme de Cauchy, et nous savons qu’il existe a unique solution maximale &
Péquation (x*) et X (t9) = X définie sur un intervalle ouvert ]a, 5[ avec co <
a < tg < f < 400 Pour avoir une solution globale, nous devons juste montrer que
a = —oo et f = +oo. Par I’absurde, posons que 3 # +oo alors nous avons que la
solution maximale est définie sur |« 3] et donc aussi sur [tg, §] et comme la fonction

A et B sont continues sur le segment [t, 3] nous avons qu’elles sont bornées sur ce
segment par M4 et Mp respectivement. Alors Vt € [tg, O] :

X(0) - X(t0) = [ (A(s)X(5) + Bls))ds

to

car X € C([to, B[, K%) est solution de (%) sur [to, 3] et donc nous avons que :

XN < 1 Xoll +/t (A 1X )+ 1B(s)l)ds
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t
& [|XOI < [ Xoll + Mp(t —to) + Ma [ [|X(s)l|ds

to

t
< [ XON < [ Xoll + Mp(B —to) + Ma | [[X(s)llds

to
et, par application du lemme 13, sur la fonction continue définie Vi1 € [to, O] par :
u: [to,t1] — RT s || X(s)|

Nous obtenons que Vt € [tg,t1], u(t) < exp(B(t — to)). Cela nous donne que V¢ €
[to, B, | X ()|l < (||X0||+MB(ﬂ—to))exp(MA(t—t9)). Et alors, comme {X(t) | t €
[to, B[} est bornée dans K¢, 3(t, )nen € [to, B[N et X € K? tel que X (¢,,) — X

alors nous avons que (3, X) est un bout droit de la solution maximale sur (R x
K?%) = @ ce qui est une contradiction avec le théoréme global de Cauchy-Lipschitz.
O

1.3. Systéme linéaire homogénes et matrices résolvantes.

DEFINITION 58. Considérons le systéme d’équations différentielles (>x) : X' (t) =
A)X (t) + B(t) on dit que ce systéme est homogéne si B(t) =0 € K9,

PROPOSITION 56. Notons :
Si:={Y € CY(J,K%) | Y est une solution a I’équation homogéne (xx) = X'(t) = A(t)X (t)}
ot la fonction A:J — K :t+— A(t) est continue sur J.
(1) Sy est un espace vectoriel.
(2) ¥ty € J Uapplication ¢y, : Sy — K% : X +— X(to) est isomorphisme
d’espaces vectoriels.

DEMONSTRATION. Le premier point et le fait que vty € R, ¢, est un mor-
phisme sont triviaux. Maintenant, prouvons que ,Vty € R, ¢, est une bijection
nous avons juste & utiliser le théoréme 28 que 'antécédant par ¢, de tous Xo € K¢
existe et est unique Vto € J ce qui signifie que Vo € J la fonction ¢y, est a bijection
et donc un isomorphisme vectoriel. O

PROPOSITION 57. Sy est de dimension finie d.

DEFINITION 59. La matrice résolvante for l’équation homogéne (xx) est la ma-
trice définie Vto,t € J by :

R(t,to) = Mat(giop;," Bc(K?)) = Mat(¢(t, to, ), Bc(K?))

ot ¢ est le fluz de U'équation différentielle pour I’équation (»x) et Bo(K?) est la base
canonique de K%,

PROPOSITION 58. Vi, tg € J nous avons que :
(1) R(t,to) € GL4(K)

(2) R(t,s) x R(s,ty) = R(t,to)

(3) [R(t,s)] 7" = R(s, 1)

DEMONSTRATION. Prouvons les trois points séparément :
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(1) Observons que ¢; est un isomorphisme vectoriel V¢ € J par la proposition
58 ce qui signifie que ¢, L est aussi un isomorphisme vectoriel V¢t € J. Cela
nous donne que que gotogpt_ol est un automorphisme d’espace vectoriels. Or,

R(t,to) est la matrice la matrice d’un automorphisme vectoriel nous avons
que R(t,to) € GL4(K).

(2) Nous pouvons voir que :
R(t,s) x R(s,t0) = Mat (pr0p7 ") x Mat (ps0py') = Mat ((prop] ' )o(psopy,'))

= Mat (pr0(p; "o )og;,) = Mat (pro;,) = R(t to)
(3) Observons que :
R(s,t) x R(t,s) = R(t,t) = Mat (ps00; ') = Mat (Id) = Id
R(t,s) x R(s,t) = R(s,s) = Mat (@s0p; ') = Mat (Id) = Id
& [R(t,s)] 7! = R(s, 1)
(I

DEFINITION 60. On appelle systéme fondamental de solution pour l’équation
homogéne (%) toutes bases de Sp.

PROPOSITION 59. Soit Sy de dimension d, alors les trois points suivants sont
équivalent :

(1) {v1,ve,...,0q} est un systéme de solutions fondamental pour l’équation ho-
mogéne (%x).

(2) Vt € J, det (vi(t),v2(t),...,v4(t)) # 0.
(8) Jto € J, tel que det (v1(to),v2(to),...,va(to)) # 0.

DEMONSTRATION. — (1 = 2) Comme (¢t (v1), 0e(v2), ..., 0e(va)) = (v1(t),v2(t), ... ,va(t))
et comme {vy,vs,...,v4} est une base de Sy et ¢, est un isomorphisme vec-
toriel nous avons que V¢ € J {vi(t),v2(t),...,va(t)} est un base de R? et
tel que Vt € J, det (vi(t),va(t), ..., valt)) # 0.

— (2= 3) J # O et les propriétés du déterminant nous donne le résultat.

— (3 =1) Sl existe tg € J tel que det (vi(tg), va(to),.-.,va(to)) # O alors
nous avons que {vq(tp), v2(to), - - -, vq(to)} est une base de K¢ et <p;11 est un
isomorphisme vectoriel. Comme (gpt_ol(vl(t)), <p;)1(v2(t)), e <p;)1 (va(t))) =
(v1,v2,...,v4) nous avons que {vi,vs,...,vq} est a base de Sy et donc est,
par définition d’une solution fondamentale for I’équation homogene (*x).

O

DEFINITION 61. On appelle matrice fondamentale pour l’équation homogéne
(k%) = X'(t) = A(t)X(t) toutes matrices V € CY(J,My(K)) ou les colonnes
forment une base de Sy .

PROPOSITION 60. Si la matrice V(t) est une matrice fondamentale et R(t,to)
est une matrice résolvante pour l’équation homogéne (xx) = X'(t) = A(t) X (t) alors
nous avons que ¥(s,t) € J? :

V(t) = R(t,5)V(s) & R(t,s) = V(t)V1(s)
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PROPOSITION 61. Soit la matrice R(t,tq), la matrice résolvante pour l’équation
homogéne (%x) = X'(t) = A(t) X (t) alors nous avons que Yty € J the application :

M :J— My(K) :t — R(t,1o)
est dérivable sur J et ¥ty € J nous avons l'identité suivante :
dR
dt
PROPOSITION 62. Soit R(t,to), la matrice résolvante for I’équation hormogéne
(xx) = X'(t) = A(t) X (t) alors nous avons que pour to € J lapplication :

M :J— My(K):t— R(t,to)
est dans C1(J, My(K)) et est la seule solution au probléme de Cauchy :

{M’(t) = A(t)M(t)

(t,to) = A(t)R(t, to)

M(tg) = Id
PROPOSITION 63. Soit B € M4(K) et soit h € C alors nous avons que :
det (Id +hB) =1+ h Tr(B) + O(h?)

DEMONSTRATION. Comme B € M;(K) nous avons que 3P € My(K) tel que :

Al % * ek

0 X x :
P'BP= |y o . . 4| =T

L0 0 0 M\

Ce qui signifie que :
det (Id +hB) = det (Id +hPTP~') = det ((PId +hPT)P~') = det (P(Id +hT)P~*
= det (P)det (Id + hT)det (P~') =det (Id + hT)

14 h) % e *
= 0 O '.. '.. *
0 0 0 1+h\
d d
=[J+hX) =14+hD> N+ 00 =1+h Te(B) + O(h?)
Jj=1 j=1

O

PROPOSITION 64. Considérons l’équation homogéne (xx) alors nous avons que
Vi, to € J :
(1) Equation de Jacobi :

%det (R(t,to)) = Tr (A)det(R(t, o))
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(2) Formule de Liouville :
¢
det (R(t,to)) = exp (/ Tr (A(s))ds)
to
DEMONSTRATION. Prouvons les deux points séparément, :

— Fixons tg € Jet A:J — R:t— det(R(t, tg)), prenons t € J et h € R tel
que t + h € J alors nous avons que :

A(t +h) = det(R(t + h,ty)) = det(R(t + h,to) R~ (t,to) R(t, to))

= det(R(t + h,to) R (t,t0))det(R(t, o)) = det(R(t + h,to) R (t, 1)) A(t)
Comme M : J — My(K) : t — R(t,t0) est solution & ’équation :
M'(t) = A(t)M(t)

nous avons que :

R(t+h,to) = R(t, to)—i—h%(t, to)+O(h?) & R(t+h,to) = R(t, to)+hA(t)R(t, to)+O(h?)

S R(t+ h,tg)R7 (t + h,tg) =1d + hA(t) + O(h?)
Ce qui nous donne que :

A(t+ h) = det(Id + hA(t) + O(h*))A(t) = (1 + hTr(A(t)) + O(h?))A(t)

& At +h) — At) = hTr(A()A®E) + A)O(h2) < A'(t) = Tr(A()A(t)

Ce que 'on voulait prouver.
— Par intégration sur I’équation de Jacobi, qui possible car la fonction Tr(A(t))
est CY sur J nous obtenons que :

t

Te(A(s)ds ) (o) = exp [ t TH(A(s)ds

to

At) = exp<

to

2. Systéme inhomogénes, Méthode de variation des constantes

2.1. La structure de I’espace des solutions.

THEOREME 30. Considérons le systéme non-homogéne d’équation différentielles :
(E)=X'(t) = A)X(t) + B(t)

avec A(t) € My(K) et B € K? alors si A € C°(J, My(K)) et B € C°(J,K) nous
avons que pour toutes solutions particuliéres de (E), X, Uensemble de toutes les
solutions a l’équation, S respecte l'identité suivante :

S:SH+Xp

Ce qui signifie que S est un sous-espace affin de C*(J,K?%) engendré par Sy et
passant par X,
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DEMONSTRATION. Soit X, une solution particuliére de (E) sur J et YV €
C1(J,K%) alors nous avons que :

Y est solution de (E)
& Vie J, Y'(t) = At)Y (t) + B(t)
& vVie J, (Y —X,) (t) = A@®)[Y () — X, (t)] + B(t) — B(t)
e Ve, (Y —X,) (t) = A@)[Y (t) — X, (1))

< (Y — X,) est une solution & I’équation homogéne (E)

2.2. Equations scalaire de Wronski.
DEFINITION 62. Toutes équations différentielles de la forme :
(B) =y () + uar )y V(@) + - + i (8)y'(8) + wo(D)y(t) + b(t)

0l UY, U, ..., Ug—1 : J — K et are C° sur J et d’inconnue y: I C J = K, est dite
une équation scalaire de Wronski. Si nous notons :

- - - 0 1 0 O 0
y(t) 0
y'(t) 0 0 0 1 0
y 3 (1) : : S .
Y(t) = . ,Bty=1| ' | eK? et A(t)=| ° : S : 0 | € My(K)
: 0 . . . .
(d—2) 0 T T - 0
Y 0 0 0 - 0 0 1
y' () b(t)
- . - Luo(t) wa(®) -+ - wa—2(t) wa—1(t)]
nous avons que (E) =Y'(t) = A@)Y () + B(t)
DEFINITION 63. Soit y1,y2,...,Yd, d solutions de ’équation (E) sur J alors
nous nommons Wronskien la fonction scalaire définie ¥Vt € J par :
yit) oy o yaa () walt)

nit)  ylt) eyt ()
d— d—
d—1 d—1 - y(fl_i(t) y(ciz j(t)
Yy v () e yg () g ()
PROPOSITION 65. Soit y1,Ya,-..,Ya € Su pour Uéquation (E) alors les trois
propositions suivantes sont équivalentes :

— {y1,y2,.-.,ya} C Sy forme une base de Sy pour l’équation (E).

— VvVt e J, W(y17y27"'7yd)(t) # 0
- 3tO € J tel que W<y17y27' . -;yd)(t()) # 0

PROPOSITION 66. Soit y1,y2,...,y4 € Sug pour Uéquation (E) alors par la
formule de Liouville nous avons que V(t,to) € J :

Wynsyns- . 5a) (1) = eap ( / ’ud1<s>ds)W<y1,y2, ko)
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3. Equations linéaires différentielles a coefficients constants

3.1. Rappels d’algébre linéaire.

DEFINITION 64. une matrice N € My(K) est dites nilpotent si 3k € N tel que
Nk =0 € My(K).

PROPOSITION 67. Soit N € My(C) nilpotent alors 3P € GL4(C) tel que
Jeq,€a,...,64-1 € {0,1} avec :

0 ¢ O 0
0 0 €9

PTINP = .
Co . .0
0 0 -+ 0 €4
0O 0 - ... 0

PROPOSITION 68. (Décomposition de Dunford)
Soit M € M4(C) alors il existe a unique couple (D,N) € M2(K) tel que D est
diagonal, N est nilpotent avec M = D + N et ND = DN.

DEFINITION 65. Soit A € C alors nous nommons bloc de Jordan toutes matrices
du type :

A1 0 --- 0]
0 A 1

=1 - . -
o . .oox 1
0 0 - 0 A

THEOREME 31. (Décomposition de Jordan)
Soit M € My(C) alors AP € GL4(C) et Jy,, Jrys- -, Jr, blocs de Jordan tel que :

Jy, 0 - 0
mM=p1| 0 P
: .0
0 - 0 Jy,
De plus, M\, Na, ..., g € Spectrum(M) et nous avons que cette décomposition est

unique a l’exception d’une permutation de blocs.
3.2. Exponentielle de matrices.

PROPOSITION 69. Soit A € M4(C) alors la série de puissance de terme général
up, :C—>C:t— Ak—?tk a un rayon de convergence R = +oo.

oo,
PROPOSITION 70. Comme My(C) est complet nous avons que la série %tk
k=0
converge normalement sur tous segments de R.

PRrROPOSITION 71. Soit A € My(K) alors la fonction :

expy : R — My(K):t— exp(tA)
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est de classe C*° sur R et nous avons que Vp € N :

P

d—ea:p(tA) AP(tA) = exp(tA)AP

dtp
0 1 0o --- 0]
0 O 1 :
LEMMA 11. Soit N = |1 . . . | € My(K), alors :
0o . 0 1
0 o 0 0]
B 2 d—1 7]
1t 5 =
0 1 t
exp(tN) = 2
2
0o - o1 t
o 0o - 0 1 |

PROPOSITION 72. Soit A, B € M4(C) alors nous avons que V¢t € R :
exp(t(A+ B)) = exp(tA)exp(tB) & AB = BA

DEMONSTRATION. Prouvons les deux implications séparément :
— (<) Soit ¢ € R alors nous avons que :

—+oo tk “+o0 tk k k
exp(t(A+ B)) = Z k! (A+ B)* Z 'Z ) 'p' P
k=0 k=0 p=

La derniére inégalité provient du binéme de Newton et du fait que AB = BA
alors nous avons que :

+oo k _ +00 too
) ’_ (tA)? (tB)*\ _
exp(t(A+DB)) 22 T (1;_0 p') (,}_0 o ) = exp(tA)exp(tB)

Il s’agit du produit de Cauchy de deux séries qui convergent normalement
sur les segments de R.

— (=) Dérivons exp(t(A + B)) = exp(tA)exp(tB) deux fois :
(exp(t(A + B)) = exp(tA)exp(tB))”
& ((A+ B)exp(t(A + B)) = Aexp(tA)exp(tB) + exp(tA)exp(tB)B)’
& (A+B)?%exp(t(A+B)) = A%exp(tA)exp(tB)+2Aexp(tA)exp(tB) B+exp(t A)exp(t B) B>
En prenant ¢ = 0 nous obtenons que :
(A+B)? = A’ +2AB+B* & A* + AB+ BA+B* = A>+2AB+B* & BA= AB

O
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3.3. Systémes d’équations linéaires différentielles a coefficient constants.

PROPOSITION 73. Si on considére le systéme d’équations homogéne Y'(t) =
AY (t) ou A € My(K) est constante ¥t € R nous avons que la matrice résolvante
est la solution a l’équation :

LRt to) = AR(t, o)
de = ' & Rt ty) = t—t9)A
{R(t,to) —Id (t,to) = exp (( 0)A)
PROPOSITION 74. Soit A € My(K) alors nous avons que det(exp(A)) = exp(Tr(A)).

PROPOSITION 75. Soit A, B € M4(C) et soit P € GL4(K) tel que A= P~1BP
alors nous avons que ¥Vt € R :

exp(tA) = P~ Leap(tB)P



